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وزارة التربية والتعليم 

مــركــز �لــمـنـاهـج �لفلسطينية

�آب / ٢٠١٨ م

تقديم

ــة �لنشــاأة،  ــى و�قعي ــة،  �لمســتند �إل ــن ضــرور�ت �لحال ــع م ــي �لناب ــي �لعلم ــه �لمدخــل �لعقلان ــوي باأن صــلاح �لترب يتصــف �ل�إ

أمــر �لــذي �نعكــس علــى �لرؤيــة �لوطنيــة �لمطــورة للنظــام �لتعليمــي �لفلســطيني فــي محــاكاة �لخصوصيــة �لفلســطينية و�ل�حتياجــات  �ل�

�ل�جتماعيــة، و�لعمــل علــى �إرســاء قيــم تعــزز مفهــوم �لمو�طنــة و�لمشــاركة فــي بنــاء دولــة �لقانــون، مــن خــلال عقــد �جتماعــي قائــم 

آمــال،  علــى �لحقــوق و�لو�جبــات، يتفاعــل �لمو�طــن معهــا، ويعــي تر�كيبهــا و�أدو�تهــا، ويســهم فــي صياغــة برنامــج �إصــلاح يحقــق �ل�

أمانــي، ويرنــو لتحقيــق �لغايــات و�ل�أهــد�ف.    ويلامــس �ل�

ولمــا كانــت �لمناهــج �أد�ة �لتربيــة فــي تطويــر �لمشــهد �لتربــوي، بوصفهــا علمــاً لــه قو�عــده ومفاهيمــه، فقــد جــاءت ضمــن خطــة 

عــد�د  متكاملــة عالجــت �أركان �لعمليــة �لتعليميــة �لتعلميــة بجميــع جو�نبهــا، بمــا يســهم فــي تجــاوز تحديــات �لنوعيــة بــكل �قتــد�ر، و�ل�إ

لجيــل قــادر علــى مو�جهــة متطلبــات عصــر �لمعرفــة، دون �لتــورط باإشــكالية �لتشــتت بيــن �لعولمــة و�لبحــث عــن �ل�أصالــة و�ل�نتمــاء، 

و�ل�نتقــال �إلــى �لمشــاركة �لفاعلــة فــي عالــم يكــون �لعيــش فيــه �أكثــر �إنســانية وعد�لــة، وينعــم بالرفاهيــة فــي وطــن نحملــه ونعظمــه.   

ومــن منطلــق �لحــرص علــى تجــاوز نمطيــة تلقّــي �لمعرفــة، وصــول�ً لمــا يجــب �أن يكــون مــن �إنتاجهــا، وباســتحضار و�عٍ لعديــد 

�لمنطلقــات �لتــي تحكــم رؤيتنــا للطالــب �لــذي نريــد، وللبنيــة �لمعرفيــة و�لفكريـّـة �لمتوخّــاة، جــاء تطويــر �لمناهــج �لفلســطينية وفــق رؤيــة 

محكومــة باإطــار قو�مــه �لوصــول �إلــى مجتمــع فلســطيني ممتلــك للقيــم، و�لعلــم، و�لثقافــة، و�لتكنولوجيــا، وتلبيــة �لمتطلبــات �لكفيلــة 

بجعــل تحقيــق هــذه �لرؤيــة حقيقــة و�قعــة، وهــو مــا كان لــه ليكــون لــول� �لتناغــم بيــن �ل�أهــد�ف و�لغايــات و�لمنطلقــات و�لمرجعيــات، 

فقــد تاآلفــت وتكاملــت؛ ليكــون �لنتــاج تعبيــر�ً عــن توليفــة تحقــق �لمطلــوب معرفيــاً وتربويــاً وفكريــاً.

ــي �لتاأســيس؛  ــررّة مــن �لمنهــاج دورهــا �لماأمــول ف ــب �لمق ــة �لكت ــزّز �أخــذ جزئي ــر، بمــا يع ــر لهــذ� �لتطوي ــات تؤطّ ــة مرجعي ثمّ

طــار جــاءت �لمرجعيــات �لتــي تــم �ل�ســتناد �إليهــا، وفــي  لتــو�زن �إبد�عــي خــلّاق بيــن �لمطلــوب معرفيــاً، وفكريــاً، ووطنيــاً، وفــي هــذ� �ل�إ

ضافــة �إلــى وثيقــة �لمنهــاج �لوطنــي �ل�أول؛ لتوجّــه �لجهــد، وتعكــس  طليعتهــا وثيقــة �ل�ســتقلال و�لقانــون �ل�أساســي �لفلســطيني، بال�إ

ذ�تهــا علــى مجمــل �لمخرجــات.

ومــع �إنجــاز هــذه �لمرحلــة مــن �لجهــد، يغــدو �إزجــاء �لشــكر للطو�قــم �لعاملــة جميعهــا؛ مــن فــرق �لتاأليــف و�لمر�جعــة، 

شــر�ف، و�لتصميــم، وللجنــة �لعليــا �أقــل مــا يمكــن تقديمــه، فقــد تجاوزنــا مرحلــة �لحديــث عــن �لتطويــر، ونحــن و�ثقــون  و�لتدقيــق، و�ل�إ

مــن تو�صــل هــذه �لحالــة مــن �لعمــل.     



مقدمة

لقــد �عتُمــد فــي بنــاء خطــة تطويــر �لمنهــاج �لتربــوي فــي فلســطين �ل�أهــد�ف �لتعليميــة �لتــي حددتهــا �لمعاييــر،   

ــي  ــه ف ــا ســيقوم باأد�ئ ــب �أو م ــا يحــب �أن يكتســبه �لطال ــه �أو م ــاج �لي ــا يحت ــه �أو م ــم معرفت ــى �لمتعل ــذي يتوجــب عل ــا �ل وم

�لســنة �لدر�ســية، وتضمــن �أيضــاً �أن �لطلبــة يتلقــون تعليمــاً يضاهــي مســتويات �لتعليــم فــي �لــدول �لمتقدمــة، لضمــان �لنجــاح 

و�لمنافســة ومو�كبــة �لتحديــات �لتــي تفرضهــا �لتطــور�ت �لعلميــة و�لتربويــة و�لتقنيــة و�لعالميــة، ويضمــن �أيضــاً كفايــات يؤهلهــم 

ــي و�لعالمــي. ــي ســوق �لعمــل �لمحل ــي و�لتنافــس ف ــة تعليمهــم �لعال للالتحــاق بالجامعــات ومتابع

وتــم �إنجــاز هــذ� �لعمــل بجهــود �أكاديمييــن مختصيــن وتربوييــن ومدرســين مــن �لميــد�ن �لتربــوي فــي مركــز �لمناهــج   

فــي فلســطين، حيــث كان �لتوجــه فــي �إطــار عمــل وطنــي موحــد ومنطقــي رياضــي ومتر�بــط يدعــم مهــار�ت �لتو�صــل و�لعمــل 

�لتعاونــي و�لقــدرة علــى �لتعلــم �لذ�تــي، ويتيــح للمتعلــم تطبيــق مهــار�ت �لتفكيــر فــي تعلمهــم �لرياضيــات، وذلــك ل�أن تعليــم 

�لتفكيــر يســاعد �لمتعلــم تعــرف �إمكاناتــه �لعقليــة وقدر�تــه ومــن ثــم تنميتهــا و�ســتثمارها بشــكل �أفضــل ويســاعده علــى تكويــن 

أمــر �لــذي يحقــق لــه �ل�ســتقلالية و�لثقــة بالنفــس و�ل�تــز�ن عنــد �تخــاذ �لقــر�ر ليعــرف كيــف يســتطيع  فهــم مجــد للحيــاة، �ل�

�لدفــاع عنــه.

تكــون هــذ� �لكتــاب مــن خمــس وحــد�ت در�ســية موزعــة علــى فصليــن در�ســيين، حيــث �حتــوت مــادة �لفصــل   

أولــى وهــي �لمصفوفــات، و�لوحــدة �لثانيــة وهــي �لتفاضــل، و�لفصــل �لثانــي علــى �لوحــدة �لثالثــة وهــي  �ل�أول علــى �لوحــدة �ل�

حصــاء و�ل�حتمــال�ت، �لوحــدة �لخامســة وحــدة �لماليــة. �لتكامــل، �لوحــدة �لر�بعــة وحــدة �ل�إ

ــم،  ــة كافــة، مــن خــلال منهــاج فلســطيني و�قعــي منظّ ــة �لتعليمي ــا عناصــر �لعملي ــا بهــذ� �لعمــل، وقــد حققن �أملن  

نضعــه بيــن �أيديكــم ثمــرة جهــد متو�صــل، وكلنــا ثقــة بكــم: معلميــن، ومشــرفين تربوييــن، ومديــري مــد�رس، و�أوليــاء �أمــور، 

وخبــر�ء ذوي علاقــة فــي رفــد هــذ� �لكتــاب بمقترحاتكــم وتغذيتكــم �لر�جعــة، بمــا يعمــل علــى تجويــد �لعمــل، وتحســينه، 

ــا. ــه مصلحــة طلبتن لمــا في

فريق �لتاأليف
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شجرة الزيتون من الاأشجار الرئيسة في الزراعة الفلسطينية، تزرع بترتيب وتنظيم 
يساعد المزارع في تطوير وتحسين زراعته.

كيف تساعد هذا المزارع في ذلك؟



٨

نتهــاء مــن دراســة هــذه الوحــدة والتفاعــل مــع اأنشــطتها اأن يكونــوا قادريــن علــى  يتوقــع مــن الطلبــة بعــد الاإ
ــة مــن خــلال الاآتــي: توظيــف المصفوفــات والعمليــات عليهــا فــي الحيــاة العمليّ

�لتعرف على مفهوم �لمصفوفة.	 

تنظيم بيانات معطاة على شكل مصفوفة وتحديد رتبة هذه �لمصفوفة.	 

�إيجاد ناتج جمع وطرح �لمصفوفات.	 

�إيجاد ناتج ضرب �لمصفوفات. 	 

�إيجاد محدد �لمصفوفات �لمربعة من �لرتبة ٢×٢ ، 3×3.	 

�إيجاد �لنظير �لضربي للمصفوفة �لمربعة من �لرتبة ٢×٢.	 

حل نظام من �لمعادل�ت �لخطية باستخد�م �لمصفوفات. 	 

توظيف �لمصفوفات في مسائل عملية وحل تمارين عامة.	 



٩

)Matrix( 1 - 1     المصفــوفة

تشــجع وز�رة �لتربيــة و�لتعليــم �لعالــي �لفلســطينية �لنشــاطات �للاصفيــة للطلبــة، ومــن هــذه �لنشــاطات 
نشاط

1
�لرحلات �لعلمية.

ذهب طلاب �لصف �لثاني عشــر في مدرســة �لشــهيد ياســر عرفات �لثانوية رحلة علمية لمصنع �ألبان فيه 
خطــي �إنتــاج وينتــج كل خــط ثلاثــة �أصنــاف هــي: علــب جبنــة، علــب ر�يــب، علــب لبنــة، تحــدث مديــر 
نتــاج �ل�أول،  �لمبيعــات �إلــى �لطلبــة عــن �لكميــات �لمباعــة فــي شــهر �أذ�ر ، حيــث بــاع �لمصنــع ٢3٥٠ علبــة جبنــة مــن خــط �ل�إ
نتــاج  نتــاج �ل�أول، ٢١٠١ علبــة ر�يــب مــن خــط �ل�إ نتــاج �لثانــي، ١6٨٠ علبــة ر�يــب مــن خــط �ل�إ 33٨٠ علبــة جبنــة مــن خــط �ل�إ

نتــاج �لثاني.  نتــاج �ل�أول، ٢7٠6 علبــة لبنــة مــن خــط �ل�إ �لثانــي، ١١٠6 علبــة لبنــة مــن خــط �ل�إ
نتاج �ل�أول ٢3٥٠ علبة. عدد علب �لجبنة �لمباعة من خط �ل�إ

نتاج �لثاني هو ............؟ عدد علب �للبنة �لمباعة من خط �ل�إ

�سترجعت فاتورة مبيعات في شهر �آذ�ر وكان عدد �لعلب فيها 33٨٠ من �لصنف..... ومن خط �إنتاج.....؟
رتب مدير �لمبيعات �لبيانات بهذه �لصورة.

الصنف            علب الجبنة    علب الرايب      علب اللبنة

نتاج الاأول        235٠     1٦٨٠      11٠٦ خط الاإ

نتاج الثاني       33٨٠     21٠1      2٧٠٦ خط الاإ
                    

ــة عــن �ل�أســئلة؟ هــل يمكــن ترتيــب  جاب ــة للمعلومــات و�ل�إ �أي �لطــرق �أســهل فــي تذكــر �لطلب اأفكر واأناقش
�لبيانات �لسابقة بطرق �أخرى؟

تعريف:
ــن  ــن �لصفــوف وعــدد م ــن عــدد م ــة م ــى شــكل مســتطيل، مكون ــة عل ــن �ل�أعــد�د �لحقيقي ــب م ــة: ترتي المصفوف

ــوز: ، ب، جـــ، .... ــد �لرم ــة باأح ــز للمصفوف ــن ]  [، ويرم ــدة ومحصــورة بالحاصرتي �ل�أعم

 



1٠

 )١( �إذ� كانت  مصفوفة تتكون من م صف،  عمود ) م ،   ص+ ( فاإن م ×  تســمى 

اأتعلم
. )

  × م
 ( ويرمز لها بالرمز ، وتقر�أ م في ، رتبة �لمصفوفة

)٢( �ل�أعد�د �لحقيقية �لمكونة للمصفوفة تسمى عناصر )مدخلات(،

. تعني مدخلة �لصف ي و�لعمود هـ في �لمصفوفة 
ي هـ


. عناصر( �لمصفوفة(يمثل عدد مدخلات ×ناتج �لضرب م )3(

٢١

           ١١



٢٢

           ١٢


 =

 ٢×٢
 ،  

٢١

           ١١



٢٢

           ١٢



٢3

           ١3



 = 
٢×3
 : ً٤( تكتب �لمصفوفات حسب مدخلاتها، فمثلا(

6      ٥      ٢-  ، جـ = 
٢-       3-

٥      ١
٢

 ، ب = 
٠       3       ٥
٤      ٢       ١-
٠       ٥      -١

 =  :إذ� كانت� نشاط
2

رتبة  تساوي 3×3 ، رتبة ب ........ ، رتبة جـ ......
..... =

3 ١ 
........ ، جـ

  
=

٢٢
هي مدخلة �لصف �ل�أول و�لعمود �لثاني وتساوي 3 ، ب 

 ١ ٢


٢ ١
  وتمثل بالرموز  لعدد -٤ هو مدخلة �لصف �لثاني و�لعمود �ل�أول في �لمصفوفة�

ما �لفرق بين مصفوفة رتبتها ٢×3 و مصفوفة رتبتها 3×٢ ؟  اأفكر واأناقش

 = ي + هـ ،
ي هـ
 بحيث �أن  من �لرتبة ٢×٢، �إذ� عرفت مدخلات �لمصفوفة  مثال )1(: �لمصفوفة

              �كتب �لمصفوفة  بذكر مدخلاتها؟

3 = ١ + ٢ = 
١ ٢
 ، ١ + ١ =٢ = 

١ ١
    ، ٢١


           ١١



٢٢

           ١٢


  =

 ٢×٢
 :الحل

٢ + ٢ = ٤ = 
٢٢
 ، 3 = ٢ + ١= 

٢ ١

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3      ٢
٤      3

 = 

مصفوفات خاصة:

مصفوفة الصف: هي �لمصفوفة �لتي تتكون من صفّ و�حد فقط.

٥      -١ ،  رتبتها ١×3 ، تسمى  مصفوفة صف.         =  :مثال

مصفوفة العمود: هي �لمصفوفة �لتي تتكون من عمود و�حد فقط.  

 ، جـ رتبتها ٢×١ ، تسمى جـ مصفوفة عمود. 
١
٢
3-

 =
  
مثال: جـ

المصفوفة المربعة: �لمصفوفة �لتي فيها عدد �لصفوف يساوي عدد �ل�أعمدة.

 مصفوفة مربعة من �لرتبة ٢×٢ ويمكن تسميتها مصفوفة مربعة من �لرتبة �لثانية.
٢     ١

3       
١
٢   

 =  :)1( مثال

. ١ �لقطر �لثانوي للمصفوفة
٢

، 3 �لقطر �لرئيس للمصفوفة  ، و�لمدخلات ١ ،  ٢ تسمى �لمدخلات 

.
3×3

 �أو جـ
3
 مصفوفة مربعة من �لرتبة �لثالثة ويمكن كتابتها بالصورة جـ

٢     -٤     ١٢
3

١      ٠     ٠
١
٢

     ١     ٠-

مثال )2(: جـ = 

المصفوفة الصفرية: �لمصفوفة �لتي جميع مدخلاتها �أصفار، ويرمز لها بالرمز ) و (.
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. 
٠      ٠     ٠

٠      ٠     ٠
 =

 3×٢
مثال: و

مصفوفة الوحدة: هي مصفوفة مربعة مدخلات �لقطر �لرئيس فيها ١ وباقي مدخلاتها �أصفار، ويرمز لها م.

.
٢
 ، م مصفوفة وحدة من �لرتبة ٢×٢، ويمكن كتابتها بالصورة م

١     ٠
٠     ١

م = 

 ............، �أكتب مصفوفة صفرية من �لرتبة ١×3؟
3
�أكتب �لمصفوفة م اأفكر واأناقش

تساوي المصفوفات:

ضمــن سياســة وز�رة �لتربيــة و�لتعليــم �لعالــي لتعزيــز صمــود �لتجمعــات �لســكانية �لقريبــة مــن 

نشاط
3

سر�ئيلية، فتحت �لعديد من �لمد�رس في هذه �لتجمعات.  �لمستوطنات �ل�إ

ومــن هــذه �لمــد�رس مدرســة غويــن �ل�أساســية �لمختلطــة فــي �لســمّوع، ومدرســة سوســيا �ل�أساســية 
آتــي يبيــن �أعــد�د �لطلبــة فــي �لمدرســتين: �لمختلطــة فــي يطـّـا و�لجــدول �ل�

 

        الصف
المدرسة

الصف الثالثالصف الثانيالصف الاأول

اإناثذكوراإناثذكوراإناثذكور

11331٠غوين

٠224٠1سوسيا

٢    6    ١ ورتبتها تساوي .........  =  تمثل �أعد�د �لطلبة في مدرسة غوين �ل�أساسية �لمختلطة بالمصفوفة

٢    6    ١ ورتبتها تساوي ........ تمثل �أعد�د �لطلبة في مدرسة سوسيـا �ل�أساسية �لمختلطة بالمصفوفة ب = 

ما �لعلاقة بين رتبة كل من �لمصفوفتين .................؟

(؟
3١
، ب

 3١
(

 
،)

٢١
 ، ب

٢١
( ،)

١١
 ، ب

١١
( ما �لعلاقة بين
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تعريف:
 )

ي هـــ 
= ب

ي هـــ 
 ( ب اإذا كان لهمــا نفــس الرتبــة، وكانــت مدخلاتهمــا المتناظــرة متســاوية ،  تتســاوى المصفوفتــان

والعكــس صحيح.

 ، هل  = ب ؟ لماذ� ؟

١ - ٥
        

١
٠       ٢
3       ٥

 ، ب = 

٤-
           

١
٠       ٢

٩     ٥
 =  مثال )1(: �إذ� كانت

الحل: �أ( رتبة �لمصفوفة  هي 3 × ٢ ، رتبة  �لمصفوفة ب هي 3 × ٢ ومنها رتبة  تساوي رتبة ب.

.3 =
٢3
= ب

٢3
 ، ٥ =

١3
= ب

١3
 ، ٢ =

٢٢
= ب

٢٢
 ، ٠ =

١٢
= ب

١٢
 ، ٤- =

٢١
= ب

٢١
 ، ١ =

١١
= ب

١١
 )ب

ومنها �لمدخلات �لمتناظرة متساوية في كل من �لمصفوفتين  ، ب.

�إذ�ً �لمصفوفة  تساوي �لمصفوفة ب.

 ما قيمة س، ص؟
٢-     6

         
١
٢

6-     ١      3 
 = 

ص     -٢
         

١
٢

 3      ١     ٢س
مثال )2(: �إذ� كانت  

الحل: �لمصفوفتان متساويتان، فمدخلاتهما �لمتناظرة متساوية.
ص= 6

٢س = -6     ومنها      س = -3  
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1 - 1  تمارين ومسائل

س1: يوضــح �لرســم �لبيانــي مبيعــات مصنــع لثلاثــة �أنــو�ع مــن �ل�آل�ت فــي �أربعــة �أســابيع، �أنظــم هــذه �لمعلومــات فــي 
مصفوفــة ؟

3-
           

٨  

١     ٤6

٢     -٥,3 

 ، جـ = 
٢-

         
6

٠      3
 ، ب = 

٢       ٤
          

١-  

٢      ٠
3

    ٥
 =  س2: �إذ� كانت

١( ما رتبة كل من �لمصفوفات  ، ب ، جـ ؟

 ؟
٢3
 ، جـ 

١3
 ، جـ

١٢
 ، ب 

٢٢
 ٢( ما قيمة

 ؟
٢3
 + جـ 

٢١
 3( ما قيمة

آتية: س3: �أجد قيمة س، ص في �لمصفوفات �ل�

٢
3س

 = 
س+٤
ص

 )٢          
٩

           
6  

٢      -٢- 
 = 

3ص
         

6  
١-س      -٢

 )١

= ٢ي – هـــ، �أكتــب �لمصفوفــة بذكــر 
ي هـــ

س4: �لمصفوفــة جـــ مــن �لرتبــة 3×٢، �إذ� عرفــت مدخلاتهــا بحيــث �أن جـــ
مدخلاتهــا.
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        جمع المصفوفات وطرحها
2 - 1

)Summation and Subtraction of Matrices(                             

ضمــن �لنشــاطات �لرياضيــة �لســنوية لمدرســة عــكا �لثانويــة للبنيــن، جــرى علــى ملاعــب �لمدرســة 
نشاط

1
ســباق لمســافات ١٠٠م ،٢٠٠م ، ٥٠٠م وكانــت �لنقــاط �لتــي حصــل عليهــا �أعلــى 3 طــلاب كمــا 

في �لجدول �ل�آتي:

سباق 5٠٠م سباق 2٠٠م سباق 1٠٠م           السباق
 الطالب

4 ٦ ٨ علي

3 3 11 صلاح

5 5 ٦ محمد

٤     6
         

٨ �لمصفوفة �لتي تمثل نقاط علي  

�لمصفوفة �لتي تمثل نقاط صلاح ............. �لمصفوفة �لتي تمثل نقاط محمد ...........

، و�لتي تمثل نقاط سباق )٢٠٠م(.......

٨

١١

6

�لمصفوفة �لتي تمثل نقاط سباق )١٠٠م( هي 

١٤

١٤

١١

 = 

6 + ٨

3 + ١١

٥ + 6

�لمصفوفة �لتي تمثل مجموع نقاط سباق )١٠٠م( ، )٢٠٠م( تساوي 

مصفوفة �لفرق بين نقاط )١٠٠م( ، )٥٠٠م( ..........
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تعريف:
تجمــع المصفوفتــان  ، ب اإذا كان لهمــا نفــس الرتبــة، وتتــم عمليــة جمــع المصفوفتيــن بجمــع 

مدخلاتهمــا المتناظــرة. وتكــون مصفوفــة الناتــج مــن نفــس الرتبــة.

تطــرح المصفوفتــان  ، ب اإذا كان لهمــا نفــس الرتبــة، وتتــم عمليــة طرح المصفوفتيــن بطرح مدخلاتهما 
المتناظــرة. وتكــون مصفوفــة الناتــج من نفــس الرتبة.

 ، �أجد  + ب ،  – ب ؟    
٠     3

        
6  

٠   -٤    ١  
 ، ب = 

٩     ١
        

3  

3-    ١     ٢  
 =  مثال )1(: �إذ� كانت

 ١٢     ١
        

٩

١     -٢     -٢
 = 

١ + ٠     3 + ٩     6 + 3  

١ + 3-    ١ + ٠     ٢ + -٤  
الحل:  + ب = 

١    6
       

3-  

٤-    6     ١  
 = 

١ – ٠      3 – ٩     6 – 3 

١ – 3-      ١ – ٠      ٢ – -٤ 
 – ب = 

 �أجد قيم كل من س، ص، ع ؟
3     7
ع    ص

 = 
٠     ١
١    ٢-

 + 
س     ٢
ص    س

مثال )2(: �إذ� كان 

3     7
ع    ص

  = 
س+٠    ٢+١
ص+-١  س+٢

الحل:  

س + ٠ = 7  ومنها   س = 7

س + ٢ = ص  ومنها   ص = ٩

ص + )-١( = ع  ومنها   ع = ٨

ضرب المصفوفة بعدد حقيقي:

 مصفوفــة، تنتــج مدخلاتهــا مــن ضــرب كل مدخلــة مــن مدخــلات 
×م
)مصفوفــة، فــاإن )ك 

×م
 ،ًإذ� كان ك عــدد�ً حقيقيــا�

�لمصفوفــة  فــي ك. 

 _  )3    ١
٢

 )٢    أجد:    ١( ٢�       
٩    3-
٠    ٥

 =  مثال )1(: �إذ� كان
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١٨     6-
٠      ١٠

  = ٢ × ٩     3- × ٢  
٢ × ٠      ٢ × ٥  

 =  الحل: ١( ٢

٩
٢

     3
٢

 -

٥
٢

        ٠   
 =  ١

٢
  )٢

. 3     -٩   وتسمى هذه �لمصفوفة بالمعكوس �لجمعي للمصفوفة
٠      -٥

  = - )3

١     3
       

١-  

3-    ٢     ٠  
 ، ب = 

١١    3
        

٢  

٥    6     ٩  
 =  مثال )2(: �إذ� كان

  ٢ب              ٢( 3ب – ٢ + -  )أجد: ١�                   

١١ + ٢-    6 + 3-
        

٢ + -٢-  

6- + ٠     -٥ + 6-      ٩ + ٤-  
 = 

١     3
       

١-  

3-    ٢     ٠  
 ٢ + 

١١-     3-  
       

٢-

٥-    6-     ٩-
الحل: -  )1 + ٢ب = 

٩-     3 
       

٤-

١١-    6-     ٥-
 =              

٢٢     6 
         

٤

١٨     ١٢    ١٠
 − 

3     ٩
       

3-

٠    -٩     6
 = 

١١    3
        

٢  

٥    6     ٩  
 ٢ − 

١     3
       

١-  

3-    ٢     ٠  
 3 = 2( 3ب − ٢

١٩-     3 
          

7-

١٢    -١٢    -١٩-
 =                        

           

٢
٩  = 

٤
ص  3 − 

س
3 مثــال )3(: �أجد قيمة س، ص فيما ياأتي: ٢ 



1٨

٢
٩  = 

١٢
3ص  − 

٢س
6 الحل: 

٢
٩  = 

٢س − ١٢
 6  − 3ص

٢س – ١٢ = ٢     ومنها           س = 7 

6 – 3ص = ٩      ومنها          ص = -١

 
بحيث  + ب = و

  ٢×3
، �أجد �لمصفوفة ب

٢     ١

٢    3-

٥     ١

 =  مثال )4(: �إذ� كانت �لمصفوفة

 

٠
        

٠
٠

        
٠

٠
        

٠
 = 

٢١
ب

        ١١
ب

٢٢
ب

        ١٢
ب

٢3
ب

        ١3
ب

 + 

٢     ١

٢    3-

٥     ١

 ،   + ب = 
٢١
ب

        ١١
ب

٢٢
ب

        ١٢
ب

٢3
ب

        ١3
ب

الحل: لتكن  ب = 

٠ =
 ٢3

= ٠ ، ١ + ب
١3
 = ٠ ، ٥ + ب

٢٢
 = ٠ ، ٢ + ب

٢ ١
 = ٠ ، -3 + ب 

١ ٢
= ٠ ، ١ + ب 

 ١١
٢ + ب

١- =
 ٢3

= -٥ ، ب
١3
= -٢ ، ب

 ٢ ٢
= 3 ، ب

 ٢ ١
 = -١ ، ب 

١ ٢
= -٢ ، ب 

 ١١
ب

. لمعكوس �لجمعي للمصفوفة� - = تسمى �لمصفوفة ب ، 

٢   -١-

٢-    3

٥   -١-

ب = 

�لمصفوفة + �لمعكوس �لجمعي لها = و ) �لمصفوفة �لصفرية(
اأتعلم
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خصائص جمع المصفوفات وضربها بعدد حقيقي: 

�ذ� كانت ، ب، جـ مصفوفات من نفس �لرتبة، ك ∍ ح:
�أ (   + ب = ب +  ..................................... )�لخاصية �لتبديلية(.

ب( ) + ب( + جـ =  + )ب + جـ( ........................ )�لخاصية �لتجميعية(.
جـ(  + و = و +  =  ................................... )�لمصفوفة �لصفرية(.
د -( = )-( +  )( +  = و............................... )�لمعكوس �لجمعي(.

هـ(  ك ) + ب( = ك  + ك ب  ............................)ضرب عدد في مجموع مصفوفتين(.

، 
٢     ١-
٢     3-

 = ٢ + 
١     ٢-
٤     ٥

آتية:  مثال )5(: �أجد �لمصفوفة  في �لمعادلة �ل�

 ( )باإضافة �لمعكوس �لجمعي(
١     -٢
٤     -٥-

 + 
٢     ١-
٢     3-

 ( = ٢ + ) 
١     -٢
٤     -٥-

 + 
١     ٢-
٤     ٥

الحل: ) 

١-
٢

     ١-
٢

3-
٢

     7-
٢

 =    ومنها   
١    -١-
3-    7-  = ٢ + 

٠
        

٠
٠

        
٠

  تســمى معادلــة مصفوفيــة، حيــث  مصفوفــة، 
٢     ١-
٢     3-

 = ٢ + 
١     ٢-
٤     ٥

�لمعادلــة 

اأتعلم

 تسمى معادلة مصفوفية، حيث س ، ص اأعداد حقيقية.
٢
٩

 = 
١٢
3ص

 _ 
س
٢

وكذلك 
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1 - 2  تمارين ومسائل

س1: تحتــوي مكتبــة جامعــة �لخليــل علــى ٢٠٠٠ كتــاب علمــي، ٢٥٠٠ كتــاب تاريخــي، ٤٠٠٠ كتــاب �أدبــي، 
وتحتــوي مكتبــة جامعــة بيــت لحــم علــى ٥٠٠٠ كتــاب علمــي، ٥٥٠٠ كتــاب تاريخــي، 6٥٠٠ كتــاب �أدبــي، وتحتــوي 

ــاب �أدبــي. ــاب تاريخــي، ٥٠٠٠ كت ــاب علمــي، ٤٥٠٠ كت ــة علــى 3٥٠٠ كت ــة جامعــة �لنجــاح �لوطني مكتب

�أ  ( �أرتب �أعد�د �لكتب في كل مكتبة في مصفوفات، و�أرمز لها بالرموز  ، ب ، جـ على �لترتيب؟
ب( �أجد �لعدد �لكلي للكتب من كل نوع في �لمكتبات �لثلاث، و�أضعها في مصفوفة؟

جـ( كم يزيد عدد �لكتب من كل نوع في ب على عدد �لكتب �لتي في  ؟ �أرتب ذلك في مصفوفة؟ 

س2: �أجد ناتج ما ياأتي:

١    ١
        

١

١    ١    ١
 − 

3     ٤
        

٥

6     ١    -٢
 )٢      

٠   ٠

٠    ٠

٠   ٠

 + 

٢   -١-

٢-    3

٥   -١-

 )١   

٢   ٤-

٠    ٥

3    ٢

 ،    جـ = 

٥    3

3-   ١

٠    ٢

 ،   ب = 

١    ٠

3   ٢-

١   ٤-

 =  س3: �إذ� كانت

�أجد: ١( ) + ب( − ٢ جـ          ٢( ) + ب( + جـ                    3(  + )ب + جـ(    

٤( ٢ ) + جـ(                 ٥( )ب + جـ(      6( )جـ + ب(   

آتية: س4: �أحل �لمعادل�ت �لمصفوفية �ل�

س + ص
         

٨
7         ٠  = 

٤
     

٨    
س − 3ص     7  )١



21

١١

١3

١

 = 

٥

٢ص

١-

 3 + 

س

١

٤

 )٢

آتية: س5: �أحل �لمعادل�ت �لمصفوفية �ل�

٠     -٥
٤      ٩  3 = ٢ − 

3      ١
3-    ١٠

 )١


١
٢

 + 
٠     -٢

       
٢-

3     ٠     ١
 = 

١     ٢
      

3-

6-    ٠     ٥
 )٢
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          ضرب المصفوفات
3 - 1

)Matrix Multiplication(                    

تعتبــر �لســياحة فــي فلســطين مــن مصــادر �لدخــل �لقومــي، ويعتبــر قطــاع �لفنــادق مــن عناصــر هــذه 

نشاط
1

�لسياحة، ويترتب على هذ� �لقطاع  تقديم خدمات مناسبة للنزل�ء لتشجيع هذه �لسياحة.
 �أر�د موظــف �لمشــتريات فــي �أحــد �لفنــادق شــر�ء ٢٠ صندوقــاً مــن �لبرتقــال، 

١٠ صناديــق مــن �لتفــاح، ٥ صناديــق مــن �لمــوز، وكانــت ل�ئحــة �ل�أســعار 

ــي:  آت ــن للفو�كــه كال� ــي محلي ــدوق �لو�حــد ف للصن

ــر، وصنــدوق �لمــوز  ــاأربعة دناني المحــل الاأول: صنــدوق �لبرتقــال بديناريــن، وصنــدوق �لتفــاح بــ
ــر. بخمســة دناني

المحل الثاني: صندوق �لبرتقال  بثلاثة دنانير، وصندوق �لتفاح بثلاثة دنانير، وصندوق �لموز باأربعة دنانير.
كيف يمكن مساعدة موظف �لمشتريات على �ختيار �لمحل �ل�أنسب لشر�ء �لفاكهة باأقل �ل�أسعار؟

  ... 

3

3

٤

 ...، وتمثل �لمصفوفة 

٢

٤

٥

٢٠   ١٠    ٥ عدد �لصناديق، وتمثل �لمصفوفة  تمثل �لمصفوفة 

ثمن �لفو�كه في �لمحل �ل�أول= ٢٠ × ٢ + ١٠ × ..... + ٥ × ٥ = ٤٠ + ٤٠ + .... = ١٠٥ دنانير 

ثمن �لفو�كه في �لمحل �لثاني= ٢٠ × ... + ١٠ × 3 + ٥ × .... = 6٠ + 3٠ + ٢٠ = ١١٠ دنانير 

١٠٥     ١١٠  = 

3    ٢

3    ٤

٥    ٤

 × ٢٠   ١٠    ٥ ويمكن تمثيل هذه �لعملية 

تعريف:
�إذ� كانــت  ، ب مصفوفتيــن، وكان عــدد �ل�أعمــدة فــي  يســاوي عــدد �لصفــوف فــي ب، فــاإن �لمصفوفــة  . ب 

م×هـــ
= جـ

ن×هـــ 
. ب

م×ن
 فــي عــدد �أعمــدة ب(، �أي �أن  معرفــة، و�لناتــج مصفوفــة جـــ مــن �لرتبــة )عــدد صفــوف
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�أكمل �لجدول �ل�آتي:
نشاط

رتبة �لمصفوفة2


رتبة �لمصفوفة
ب

 . ب
معرفة

 . ب
غير معرفة

رتبة �لمصفوفة
�لناتجة

3×٢٢×3_____٢×٢

٢×3٢×3..................______

١×3........______3×3

١    ٢    -٥-

٠     ١    -٢

١   -٢    -١-
 ، ب = 

١    ٤-
        

٢

٠     ١    -٢
 =  مثال )1(:   �إذ� كانت

�أجــد: .ب ، ب. �إن �أمكن؟

3١
    جـ

٢١
جـ

     ١١
جـ

3٢
    جـ

٢٢
   جـ

١٢
جـ   

=
 3×٢

  = جـ 
3×3

 . ب
3×٢
  :الحل

١    ٢   -٥-

٠     ١    -٢

١   -٢    -١-

 . 
١    ٤-

        
٢

٠     ١    -٢
جـ = 

= ٢ × -١ + -١ × ٠ + ٤ × -١ = -6 وهــي ناتــج جمــع )ضــرب مدخــلات �لصــف �ل�أول مــن �لمصفوفــة  فــي 
١١
جـــ

مدخــلات �لعمــود �ل�أول مــن �لمصفوفــة ب(. وهكــذ� بقيــة مدخــلات �لمصفوفــة جـــ. 

٢ × -١ + -١ × ٠ + ٤ × -١      ٢ × ٢ + -١ × ١ + ٤ × -٢      ٢ × -٥ + -١ × -٢ + ٤ × -١
٠ × -١ + ١ × ٠ + -٢ × -١     ٠ × ٢ + ١ × ١ + -٢ × -٢      ٠ × -٥ + ١ × -٢ + -٢ × -١ جـ = 

 
٥    -١٢-

      
6-

٢     ٥    ٠
جـ =  . ب = 

. غير معرفة، ل�أن عدد �أعمدة ب ل� يساوي عدد صفوف  . ب
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ــي  ــة  ف ــن �لمصفوف ــي �لصــف ي م = مجمــوع حو�صــل ضــرب �لمدخــلات ف
ي هـــ

ــة جـــ  �لمدخل

مدخلات �لعمود هـ من �لمصفوفة ب. اأتعلم

.
٢١
 وكانت جـ =  . ب، �أجـد قيمة جـ

٢    -١ 
٢     3-

، ب = 
١      3
٢     -٢

 =  مثال )2(: �إذ� كانت

١ + ١ × ٢ = -١- × 3 =
٢١
ومنها جـ

 

٢١
جـ

      ١١
جـ

٢٢
    جـ

١٢
جـ الحل: جـ = 

.  ؟
٢
، م

 ٢
، �أجد  . ب ، ب .  ،  . م

٠     -٢
١     ٠

، ب = 
6     ٨
٤     ٠

 =  مثال )3(: �إذ� كانت

١6-    6
٠     -٨

  = 
٠     -٢
١     ٠

 . 
6     ٨
٤     ٠

الحل:  . ب = 

 . ب ≠ ب .  أل�حظ �أن� 
٨      ٠-
6      ٨ 

 = 
6     ٨
٤     ٠

 . 
٠     -٢
١     ٠

 =  . ب

6     ٨
٤     ٠ 

 = 
١     ٠
٠     ١

 . 
6     ٨
٤     ٠

 =
 ٢
 . م

6     ٨
٤     ٠ 

 = 
6     ٨
٤     ٠

 . 
١     ٠
٠     ١

 =  .
 ٢
م

�لمصفوفة �لمحايدة لعملية ضرب �لمصفوفات �لثنائية.
 ٢
.  =  ، م

 ٢
=   م

 ٢
�أل�حظ �أن  . م

آتية: �أحل �لمعادلة �لمصفوفية �ل�
نشاط

33
٤

 =  .

 

٢      ١
١     -٢
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ل
ص

 =      )من �لرتبة ٢×١     )لماذ�؟  الحل: �لمصفوفة

3
٤

٢ل+ص =  
ل-٢ص

 = 
ل
ص

 . ٢      ١
١     -٢

٢ل + ص = 3 ....... )١(     ،    ل – ٢ص = ٤ ........ )٢(  

بحل �لمعادلتين ينتج �أن ل = ٢    ،   ص = -١    )�أتحقق من �لحل(.

خصائص عملية الضرب على المصفوفات: 

آتية معرفة، ك∍ح فاإن: �إذ� كانت  ، ب ، جـ  مصفوفات بحيث �أن عملية �لضرب و�لجمع في �لعبار�ت �ل�
١. ) . ب( . جـ =  . )ب . جـ(................. �لخاصية �لتجميعية.

٢.  . )ب + جـ( = ) . ب( + ) . جـ(... توزيع �لضرب على �لجمع من �ليمين.
( .3 + ب( . جـ   = ) . جـ( + )ب . جـ(.. توزيع �لضرب على �لجمع من �ليسار.

٤.  . م = م .  =  ........................ )م( �لمصفوفة �لمحايدة.
٥. ك ) . ب( = ) ك  ( . ب =  . )ك ب(
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1 - 3  تمارين ومسائل

س1: �أكمل �لجدول �ل�آتي: 

رتبة �لمصفوفة


رتبة �لمصفوفة
ب

 . ب
معرفة

 . ب
غير معرفة

رتبة مصفوفة
�لناتج

3×١٢×3

3×٢3×٢

........3×١______3×٢

س2: �أجد ناتج ما ياأتي )�إن �أمكن(:

١

٢
 . 

٢

٥-
 )٢    

٨

٩
 . ١     3  )١

٢     ٤     -٢
٠    ١٠     ٤
7-     ٠     ١

 . 
١     ٠     -٥
6     ٢    -١

 )٤   
١     ٠-
٠     -١

 . 
١     ٠
٠    -١

 )3

٥     ٩      3
١    -٢     ٤-
٠     6      ٠

 ،  جـ = 
٨     ١٥     7
6-     ٥     3

 ، ب = 

٢    -١

١     3

٠     ٥

 =  س3: �إذ� كانت

اأجد )اإن اأمكن(: 
٢
  )ب(                    3( جـ ٢                    ٤-( . ٢ )١( ب . جـ                    ٢
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س4: �أجد قيم س ، ص فيما ياأتي:

٤    -١٤
٢-     3  = 

٢-     3
١    ص

 . 
س    -٢
١      ٠

 �أجد:

3-     ٢     ٥
١    -٢     ٢-
٠      ١     ٤

   جـ = 
١     ٢     7
٥     ١-    3

   ب = 
٠     3

7     ١
 =  س5: �إذ� كان

     ١( ) . ب( . جـ                      ٢(  . )ب . جـ(                       3( ٢ ) . ب(

     ٤( )٢( . ب                          ٥(  . )٢ب(
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)Determinants( المحددات       
4 - 1

ســلام �لخمســة، فرضــت علــى ســيدنا محمــد صلــى �للــه عليــه وســلم فــي  �لصــلاة ركــن مــن �أركان �ل�إ

نشاط
1

سر�ء و�لمعر�ج. ليلة �ل�إ
و�لصلــو�ت �لمفروضــة خمــس، لــكل منهــا عــدد محــدد مــن ركعــات �لفــرض، فصــلاة �لفجــر ركعتان، 

وصــلاة �لظهــر �أربــع ركعــات، وصــلاة �لمغرب ...

كل شــكل هندســي منتظــم يمكــن ربطــه بعــدد حقيقــي يمثــل محيطــه، فالمربــع �لــذي طــول ضلعــه 

نشاط
2

٤سم يرتبط بالعدد ١6سم، و�لمستطيل �لذي �أبعاده 3سم، ٤سم يرتبط بالعدد....... 

 ؟
٢     ١

3     ١
 =  بماذ� يمكن ربط �لمصفوفة �لثنائية

تعريف:
  يســمى محــدد �لمصفوفــة )

١٢ 
 × 

٢١ 
( – )

٢٢ 
 ×

 ١١ 
(  ٢١ ، فــاإن �لمقــد�ر


           ١١



٢٢

           ١٢


 = 

٢×٢ 
 إذ� كانــت�

.|  | ــه بالرمــز ويرمــز ل

. 
٢     ١

3     ١
 ،  ب = 

3-     6
١
٢

     ١
 =  مثال )1(: �إذ� كان

�أجد: ١( |  |      ٢(   | ب |          | )3 . ب |

   6 =3 + 3 = )١ × 3-(  - ) ١
٢

 × 6(  = 
3-     6
١
٢

     ١
 = |  |  )1 :الحل

١ = ٥ – 6 = )١ × ١( − )3 × ٢( = 
٢     ١

3     ١
2(  | ب | = 



2٩

 ، |  . ب | = )٩ × ٢,٥( – )-3 × ٢,٥( = 3٠ 
3-      ٩ 

٢,٥    ٢,٥
  )3 . ب =  

 = 7، �أجد قيمة س.
3     س

٢      ٥
مثال )2(: �إذ� كان 

الحل: )3 × ٥( – )س × ٢( = 7  ومنها  س = ٤

تعريف:

 ، فاإن محدد �لمصفوفة  هو:

3١

           ٢١


           ١١



3٢

           ٢٢


           ١٢



٣٣

           ٢3


           ١3



 =  تعريف: �إذ� كانت

٢٢

        ١٢



٢3
     

١3
  

3١
 +

 

3٢

        ١٢


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     

١3
  ٢١


 
−

 

3٢

        ٢٢



33
     

٢3
  ١١

 = |  |

 ؟

١-    3      ٢
٢     3-     ١
٠     -٢     ٥

 =  مثال )3(: �أجد محدد �لمصفوفة

 
3-     ١

٠     -٢
 ١- +  

١     ٢

٠     ٥
 3 −  

٢     3-

٢     ٥-
 ٢ = |  | :الحل

))٠×3-( − )١×٥( − )٢×٠(( + )-١( ))١×-٢((3 − ))٥( − )٢×-٢×3-((٢ =

3٥( -١)-٢( = -٢٢ − ١٥+٢ = -٥(3 − )٢)-١١ =



3٠

 = -٢، �أجد قيمة س.

٢     ١-   3-
س    ٢    -١
٢-    3     ٤

مثال )4(: �إذ� كان 

الحل: -3))٢ × -٢( – )-١×3(( + ٢))س×-٢( − )-١×٤(( + ١ ))س×3( − )٢×٤(( = -٢
-3)-٤ + 3( + ٢)-٢س + ٤( + ١)3س − ٨( = -٢

3 − ٤س + ٨ + 3س – ٨ = -٢
3 – س = -٢  ومنها  س = ٥

1 - 4   تمارين ومسائل

٢     ١     3-
٢    -١     3-
٢-    3      ٤

 )3  ، 
١٢    ٤

١     3
 )٢  ، 

١     3

٤     ٢
س1: �أجد: ١( 

 _ ٢ب  + ب ،    . ب ،    ، �أجد 
١     ٤

٠     ٢
 ، ب = 

٢     -١

3      ٢
 =  س2: �إذ� كانت

٥ = 
س    ١

٢    3 
س3: �أجد قيمة س بحيث 

١١ = 

س    -٢    ١

٠     ١    -١

٠    6     ٥

س4: �أجد قيمة س بحيث  
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       النظير الضربي للمصفوفة المربعة
5 - 1

)Inverse Matrix(                                              

�تفــق شــخصان علــى تكويــن شــيفر�ت بينهمــا باســتخد�م 
نشاط

1
�لمصفوفــات، بحيــث تــم �إعطــاء كل حــرف مــن حــروف 

�للغة �لعربية مدلول�ً رقمياً، كما في �لجدول �لمقابل:

�لرتبــة ٢×١،  �لرســالة بمصفوفــات مــن  �إرســال  ويتــم 
بحيــث يتفــق �ل�ثنــان علــى مصفوفــة مــن �لرتبــة ٢×٢ يتــم ضربهــا فــي 
ــوم �ل�آخــر بفــك  ــة �لناتجــة، ويق ــم �إرســال �لمصفوف ــات �لشــيفرة ويت مصفوف

�لشــيفرة بعمليــة عكســية لمعرفــة مضمــون �لرســالة.

 3     ٢

١     ٢
 تشفيرها بضربهما في 

١

٢٤
 ، �أم 

١

٢
الرسالة: �أب 

.
3-    ٢

١    ٢-
 لفك �لشيفرة، �أضرب �لرسالة في 

7٤

٤٩
 ، 

٨

٥
فتصبح �لرسالة 

 ؟
3-    ٢

١    ٢-
 ، 

 3     ٢

١     ٢
ما �لعلاقة بين �لمصفوفتين 

�أحاول مع زميلي تصميم شيفرة لكلمة فلسطين، حسب �لمعلومات �لسابقة.

تعريف:
 �لمصفوفة �لمحايدة �أو مصفوفة �لوحدة(.

٢
) م

 ٢
�إذ� كانت  ، ب مصفوفتين ثنائيتين، وكان .ب = ب. = م

.) لنظير �لضربي للمصفوفة� 
١-
( ، 

١-
  = وبالرموز ب ، ِفاإن ب تسمى �لنظير �لضربي لـ

١�أ
٢ب
3ت
٤ث
٥ج
6ح
7خ
٨د
٩ذ
١٠ر
١١ز
١٢س
١3ش
١٤ص

١٥ض
١6ط
١7ظ
١٨ع
١٩غ
٢٠ف
٢١ق
٢٢ك
٢3ل
٢٤م
٢٥ن
٢6هـ
٢7و
٢٨ي
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 �أبين �أن ب =  -١ ؟
٥     -٢

٢     ١-
   ب = 

 ١     ٢

٢     ٥
 =  مثال )1(: �إذ� كانت

 ١     ٠
٠     ١

 = 
 ٢×-٢      ١×-٢ + ٢×١ +

 
١×٥

٢×٥ + ٥×-٢     ٢×-٢ + ٥×١  = 
٥     -٢

٢     ١-
 . 

 ١     ٢

٢     ٥
الحل:  . ب = 

 ١     ٠
٠     ١

 = 
٢×٢      ٥×٢ + -٢×٥- +

 
٥×١

٢×١ + ١×٢     -٢×٢ + ١×٥-  = 
 ١     ٢

٢     ٥
 . 

 ٥    -٢

٢    ١-
 =  . ب

 . ب = ب .  = م  ومنها  ب =  -١  وكذلك    = ب-١.

اإيجاد النظير الضربي للمصفوفة الثنائية:

تعريف:

٠ ≠ |  | ٢١ =  حيث
-

          ٢٢


١١

          ١٢

-
 ١
|  |

 = ١-  ٢١ فاإن

           ١١



٢٢

           ١٢


 =  إذ� كانت�

�إذ� كان |  | = ٠ فاإن  ليس لها نظير ضربي )تسمى  مصفوفة منفردة(.

آتية منفردة؟ مثال )2(: �أي من �لمصفوفات �ل�

   
٤

     
3
٤

 ٤
3         ١

 .)٤       
6     3

٢     ٤
 )3       

٥   ١٠-

١    -٢
 )٢       

3-    ١

٢     ٤
 )١

 = ٠ منفردة.
٥   ١٠-

١    -٢
 = )١×٤( − )-3×٢( = ١٠ ≠ ٠ ليست منفردة.   ٢( 

3-    ١

٢     ٤
الحل: ١(  

 = -١ ليست منفردة.
٢     3

٤
٤
3       ١

 = ١٢ − ١٢= ٠ منفردة.                ٤( 
6     3

٢     ٤
 )3
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.
٥     ٤

7     ٩
 =  إن �أمكن( حيث�( ١-  أجد� :)مثال )3

١- = 36 − 3٥ – ٤×٩= ٥×7 = |  | :الحل

.  ١ هو- ِأتحقق من �أن �لنظير �لضربي لـ�  
٤     7-

٩     -٥
 = 

٤-     7

٩     ٥-
 ١
١-  =

 ١-

3      ٠

١      ٢
 = 

٥      3

3      ٢
 .  :آتية مثال )4(: �أحل �لمعادلة �لمصفوفية �ل�

 من �ليسار.
٥      3

3      ٢
الحل: �أضرب طرفي �لمعادلة بالنظير �لضربي للمصفوفة 

     لماذ� ؟
٥     3-

3-     ٢
 هو 

٥      3

3      ٢
�لنظير �لضربي للمصفوفة 

) 
٥     3-

3-     ٢
 . 

3      ٠

١      ٢
 ( = ) 

٥     3-

3-     ٢
 . 

٥      3

3      ٢
 ( . 

      لماذ�؟
٩-     6

١     -١
 = 

١      ٠

٠      ١
 . 

٩-     6

١     -١
 =     ومنهــــا  

٩-     6

١     -١
 . م = 
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1 - 5   تمارين ومسائل

آتية )�إن �أمكن(: س1: �أجد �لنظير �لضربي للمصفوفات �ل�

 ١     ٠

٠     ١
 )3             

 ١     ١
٢

٢      ٤ 
 )٢           

 ١     ١-

١      ٢
 )١

س     ٩ 

٤     س
 )٢       

س     ٢ 

3      3
آتية منفردة حيث ١(  س2: �أجد قيمة س �لتي تجعل �لمصفوفات �ل�

 ، وكانت ب = ٤ ، �أجد ب-١ ؟ 
 ٤      3

١      ٢
 =  س3: �إذ� كانت

 ،  �أجد: ) . ب(-١ ، ب-١ . -١ ؟    ماذ� تلاحظ؟
١     ٢-

١     ١-
 ، ب = 

 ١     ٤-

١     -٢
 =  س4: �إذ� كانت

      ٥-     3
6      ٢

 . 
 ١      ٠

٢    -١-
 = 

 ٤      3

3      ٢
 . س5: �أحل �لمعادلة �لمصفوفية  ٢
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1 - ٦   حل اأنظمة المعادلات الخطية باستخدام المصفوفات
 )Solving Linear System of Equations by Matrices(                              

نظمــت مدرســة ثانويــة رحلــة �إلــى جامعــة �لنجــاح �لوطنيــة فــي مدينــة نابلــس �لتــي تبعــد ١٨٠ كــم عــن 

نشاط
1

�لمدرســة، فــاإذ� كان معــدل ســرعة �لحافلــة علــى �لطريــق �لســريع ٩٠ كــم/ ســاعة، ومعــدل ســرعتها 
د�خل �لمدن 3٠ كم/ ساعة، وكان زمن سير �لحافلة ٤ ساعات.

لو فرضنا عدد ساعات �لسير على �لطريق �لسريع هو س، ود�خل �لمدن هو ص، فاإن: 
٩٠س + 3٠ص= ... ،                  س  + ص= ... ، 

�أحل �لمعادلتين، ومنها س = ١ ، ص= ....  لماذ� ؟ 

لدينا �لنظام �ل�آتي: 3س+ص = 7
نشاط

2
       س−ص = ١

لحل هذ� �لنظام باستخد�م �لمصفوفات:

. �أتاأكد �أن �لمعادلتين مرتبتان على �لصورة  س + ب ص = جـ.

 حيث �لعمود �ل�أول معاملات س و�لعمود �لثاني معاملات ص.
      ١      3
١     -١

 =  أكتب مصفوفة �لمعاملات ولتكن� .

  
7

١
 ، مصفوفة �لثو�بت 

س

ص
. �أكتب مصفوفة �لمتغير�ت 

7

١
  = 

...

...
 . 

      ١      3
١     -١

. �لمعادلة �لمصفوفية �لناتجة هي  

سنتعرف على كيفية حل نظام من معادلتين خطيتين باستخد�م �لمصفوفات.
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1- طريقة النظير الضربي:

آتي باستخد�م �لنظير �لضربي: ٢س + ص = ٤  مثال )1(: �أحل �لنظام �ل�
                                                       ٥س – ٢ص = ١

 
٤

١
 = 

س

ص
 . 

      ٢      ١
٥     -٢

الحل: �أكتب �لنظام على صورة معادلة مصفوفية  

 من �ليمين.
      ٢      ١
٥     -٢

�أضرب طرفي �لمعادلة �لمصفوفية بالنظير �لضربي للمصفوفة  

     لماذ� ؟
١
٩      

٢
٩

٢-
٩      

٥
٩

  هو  
      ٢      ١
٥     -٢

�لنظير �لضربي للمصفوفة  

٤

١
.    

١
٩      

٢
٩

٢-
٩      

٥
٩

 = 
س

ص
 . ) 

      ٢      ١
٥     -٢

 .    
١
٩      

٢
٩

٢-
٩      

٥
٩

  (

١

٢
 = 

س

ص
  ومنها  

١

٢
 = 

س

ص
 . 

 ١     ٠

٠     ١

ومنها س = ١ ، ص = ٢  )�أتحقق من ذلك(.

2- طريقة المحددات )طريقة كريمر(.

 ص = ك
١
 س + ب

١
  طريقة كريمر: في  �لنظام

 ص = ل ، 
٢
 س + ب

٢
     

.
    ك      

 ١


     ل
٢


  =
ص
 ، 

      
١
   ب

 
ك

٢
ل    ب

 = 
س
 ، ٠ ≠ |  | ، 

      
١
   ب

 ١


٢
    ب

٢


  =   ص| حيث|
|
 
|

|س| ، ص= 
|
 
|

تكون س = 
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آتي باستخد�م طريقة كريمر: ٢س – ص = 7 ، س + ٢ ص = ١ مثال )1(: �أحل �لنظام �ل�

7

١
 = 

س

ص
 . 

      ٢     -١
١     ٢

الحل: �أكتب �لنظام على صورة معادلة مصفوفية 

٢×٢( – )١×-١( = ٥( = |  | مصفوفة �لمعاملات،  ومنها 
      ٢     -١

١     ٢
 = 

١٥ = |
 
 �ستبد�ل �لعمود �ل�أول في �لمصفوفة  بالثو�بت، ومنها | س

      ١-     7
١     ٢

 
س = 


 �ستبد�ل �لعمود �لثاني في �لمصفوفة  بالثو�بت، ومنها | ص | = -٥  
      7     ٢
١     ١

 ص= 

-٥ = -١  )�أتحقق(.
٥

|ص| = 
|
 
|

١٥ = 3  ،  ص = 
٥

|س| = 
|
 
|

ومنها س = 

٩

١
 = 

س

ص
 . 

      ٥      ٢
١     ١-

آتية بطريقة كريمر  مثال )2(: �أحل �لمعادلة �لمصفوفية �ل�

 
      ٥      ٩
١     ١-

 ،  ص = 
      ٩      ٢
١      ١

 ،  س = 
      ٥      ٢
١     ١-

 =  :الحل

| |  ،  7 = | س| =  |  ،  7ص | = ١٤

١٤ = ٢   )�أتحقق(.
7

|ص| = 
|
 
|

7 = ١  ،  ص= 
7

|س| = 
|
 
|

س= 
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1 - ٦   تمارين ومسائل

آتية باستخد�م طريقة �لنظير �لضربي: س1: �أحل �ل�أنظمة �لخطيّّة �ل�

١( 3س – ٤ص = ٤    ،      -٢س + ٤ص = ٤

٢( س – ص = 3       ،      ٢س = 6 − ص

آتية باستخد�م طريقة كريمر: س2: �أحل �ل�أنظمة �لخطيّّة �ل�

١( س − ص = ٨      ،    ٢س + ص = ١
٢( ٢ ص − س = ١   ،    ٢س + ص − ٨ = ٠

س3: في نظام من معادلتين خطيّّتين كانت |  | = ١١، |س| =  |  ،33ص | = ١١، �أجد قيم س ، ص ؟

ــي   ه
      ١     ٢
١١    3  =  ــت ــى �لصــورة �أس + ب ص + جـــ = ٠ ، كان ــن عل ــن خطيّّتي ــن معادلتي ــي نظــام م س4: ف

 هــي مصفوفــة �لثو�بــت.
٢-

٩
مصفوفــة �لمعامــلات، ب = 

�أ ( �أكتب �لمعادلتين �لخطيّّتين بدل�لة س ، ص. 

ب( �أستخدم طريقة كريمر لحل �لنظام.
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1 - ٧   تمارين عامة:

جابة �لصحيحة لكل مما ياأتي: س1: �أضع د�ئرة حول رمز �ل�إ

؟
 3٢
  ما قيمة 

٢-    3-    ١
٠    -٤     ٤
3     ٢    -٥

 =  ١. �إذ� كانت �لمصفوفة

د( ٤ جـ( -٢    ب( -٥    �أ( ٢   

 ما رتبتها ؟
6     ٢    ٥
٤     3    ١

٢. �إذ� كانت �لمصفوفة ب = 

د( ٢،3 جـ( 6    ب( 3×٢   �أ( ٢×3  

 ، ما قيمة س ، ص على �لترتيب ؟ 
      ٥     7
٤    -١

٢س+3      ٥ = 
   ٤       ص−٢

3. �إذ� كان 

د( ٢،١ جـ( ١،٢    ب( ٥،-3   �أ( 7،-١  

٤. �إذ� كانــت  ، ب ، ج مصفوفــات بحيــث �أن  . ٢ب = ج ،  مــن �لرتبــة ٢×3، ج مــن �لرتبــة ٢×٤، فمــا 
رتبــة �لمصفوفــة ب ؟

د( 6×٨ جـ( ٢×٤   ب( ٢×3   �أ( 3×٤  

 فما قيمة | ٢ | ؟ 
      ٢    -٥
١    -١

 =  ٥. �إذ� كانت

د( -٢٨ جـ( ١٢    ب( 6    �أ( 3   

 مصفوفة منفردة؟
    ٢     -٤
3    3س

6. ما قيمة س �لتي تجعل �لمصفوفة 

�أ( ١٢                 ب( -٢                    جـ( ٢                   د( صفر



4٠

  �أجد �لمصفوفة  ؟ 
    ٢     ١
٢     3

 = 
ص
 ، 

    ١     ٥
7     ٢

 =
س
 7. �إذ� كان

 
    ١     ٢
3     ٢

          د( 
    ١     ١
٢     ٢

          جـ( 
    ٥     ٢
3     7

      ب( 
    ٢     ٥
7     3

�أ( 

  �أجد )(٥ ؟ 
٢     ٠

  ١
٢     ٠  =  ٨. �إذ� كانت �لمصفوفة

    ١     ٠
٠     ١

       د( 
٠     3٢

  ١
3٠     ٢      جـ(  

١٠    ٠

  ٥
٢      ٠

      ب( 
٢     ٠

  ١
٢     ٠

�أ( 

-3    ٢    ٤ ؟  . 
٢
٠

     ١

٩. ما ناتج 

٤     ٨     6-
٠      ٠     ٠
٢     ٤     3-

             د( 
6-
٠

     ٤

-6    ٠    ٤       جـ(  -٢       ب(   �أ( 

 فما هي �لمصفوفة  ؟ 
٢
 = و

٢
١٠. �إذ� كانت  مصفوفة من �لرتبة �لثانية، وكان   + م

- )د
                          ٢

                    جـ( م
٢
               ب( - م

٢
�أ( و

، 
    ٢-    3
٢     ٤

  جـ = 
٥    3-    ٢
٥    ٤-    6

 ، ب = 

١    ٠
٢    ١
3    ٢

 =  س2: �إذ� كانت

آتي )�إن �أمكن(:    �أجد �ل�
    ٥     -٤
3      ٢

 ،  ل= 
٢-    6     ٢
٤    ١     ٥-
3     ٢     ١

د= 

�أ( جـ + ل           ب( 3جـ – ٢ل        جـ( ).ب( . د        د( ل -١        هـ( | جـ |
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آتية: س3: �أحل �لمعادل�ت �لمصفوفية �ل�

    ١      ٠
٢      ٤  

.   
=

 ٢
 − 3م

    ٤     -٢
٥      ١

ب(    
    ٤      7
6      ٨

 =٢ + 
    ٢-     3
٢      ٤

�أ(  

 = 
٢
٤-
     6

 . 
٢     ٥    ٤
٤    3    ٢-

جـ( 

آتية على شكل معادل�ت مصفوفية: س4: �أكتب �أنظمة �لمعادل�ت �ل�

�أ (  ٢س – 3ص = ٠  ،  س + ٢ص = 7

ب( س − 3ص + 3ع = ٢  ،  ٤س + ص – ع = ٢  ،  ٥س – ع + ص = ٠

س5: �أستخدم طريقة كريمر لحل �لنظام �ل�آتي:
٢ ص – ٤ س = ٢   ،  ٥س + ص = ٨

 = 6  ، �أحسب قيمة س.
3     ١     ٢
٢     ١    س
١     ٢     3

س٦: �إذ� كان 

 ١٤- = |
 
| = -٢١ ، | ص

 
س٧: فــي نظــام مــن معادلتيــن خطيّّتيــن بمتغيريــن س ، ص كانــت قيمــة ص = ٢ ، | س

�أحســب قيمــة س.   

آتي: س٨: �أقيّــم ذ�تــي: �أكمل �لجدول �ل�

مستوى �ل�نجاز مؤشر الاداء

متوسط منخفض  مرتفع

 �ميز �نو�ع �لمصفوفات ومسمياتها �ل�ساسية

 �جد محدد �لمصفوفة

 �وظف خو�ص �لمحدد�ت في حل مشكلات حياتية

 �حل معادل�ت مصفوفية بعدة طرق



التفاضل
)Differentiation(

الوحدة الثانية

2



كيف يمكن اإنشاء مثل هذا الميدان باأقل تكاليف ممكنة؟



44

نتهــاء مــن دراســة هــذه الوحــدة والتفاعــل مــع اأنشــطتها اأن يكونــوا قادريــن علــى  يتوقــع مــن الطلبــة بعــد الاإ
توظيــف وقواعــد الاشــتقاق فــي الحيــاة العمليّــة مــن خــلال الاآتــي:

�لتعرف �إلى مفهوم متوسط �لتغير للاقتر�ن ق)س( و�إيجاده.	 

�لتعرف �إلى مفهوم �لمشتقة �ل�أولى للاقتر�ن، و�إيجادها باستخد�م �لتعريف.	 

يجاد مشتقات بعض �ل�قتر�نات.	  �لتعرف على قو�عد �ل�شتقاق، و�ستخد�مها ل�إ

�إيجاد معادلة �لمماس، ومعادلة �لعمودي على �لمماس لمنحنى �ل�قتر�ن عند نقطة تقع عليه.	 

�إيجاد �لمشتقة �ل�أولى باستخد�م قاعدة �لسلسلة.	 

�إيجاد �لقيم �لقصوى �لمحلية للاقتر�ن.	 
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         متوسط التغير
1 - 2)Rate of Change(       

أمــر�ض، لهــذ� يلجــاأ �لكثيــر مــن �ل�أشــخاص �إلــى �لمحافظــة  ــمنة مــن �أســباب كثيــر مــن �ل� تعتبــر �لسُّ
نشاط

1
على كتلهم �أو �لتخفيف من هذه �لكتل. 

بيســان فتــاة فلســطينية �تبعــت برنامجــاً غذ�ئيــاً معينــاً للتخفيــف مــن كتلتهــا، حيــث كانــت كتلتهــا قبــل 
�لبــدء بهــذ� �لبرنامــج ٨٠كغــم، وبعــد عشــرة �أيــام مــن �تباعهــا للبرنامــج �أصبحــت كتلتهــا 7٨كغــم، 

أولــى؟ أيــام �لعشــرة �ل� وبعــد خمســة �أيــام �أخــرى �أصبحــت كتلتهــا 77 كغــم، �أل�حــظ �لتغيــر فــي كتلــة بيســان فــي �ل�
أيام �لعشرة �ل�أولى = 7٨ _ ٨٠ = -٢كغم، �أي �أن كتلة بيسان نقصت ٢كغم.  �لتغير في كتلة بيسان في �ل�

أيام �لخمسة �لتالية ........................؟ �لتغير في كتلة بيسان في �ل�

تعريف:
 تمثــل �لتغيــر فــي س 

١
 – س

٢
فــاإن ��س = س

 ٢
�إلــى س

  ١
�إذ� كان ص = ق)س( �قتر�نــاً، وتغيــرت فيــه س مــن س

وتقــر�أ دلتــا س.

ــي ص  ــر ف ــل �لتغي ( تمث
١
( _ ق)س

٢
= ق)س

 ١
_ ص

 ٢
ــث ��ص = ص ــر ص، حي ــي س تتغي ــر ف ــى �لتغي ــاءً عل وبن

ــا ص. وتقــر�أ دلت

.٤ = 
٢
 = ١ �إلى س

١
مثال )1(: �إذ� كان ص = ق )س( =٢س + 3 �أجد ��س ، ��ص ،  عندما تتغير س من س

3 = ٤ – ١ = 
١
– س

٢
الحل: ��س = س

( =  ق)٤( – ق)١( =١١ – ٥ = 6
١
( – ق)س

٢
 = ق)س

١
– ص

٢
��ص = ص

تعريف:

 متوســط �لتغيــر للاقتــر�ن ق)س( عندمــا 
)
١
( – ق)س

٢
ق)س

١
 – س

٢
س  = ١

_ ص
 ٢
ص

١
 – س

٢
س

 = 
��ص 
��س

يســمى �لمقــد�ر 

  .٢
ــى س �إل

  ١
ــر س مــن س تتغي
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= ٥، �أجــد متوســط �لتغيــر 
٢
= ٢ �إلــى س

١
مثــال )2(: �إذ� كان ص= ق)س(=٢س٢ + ٤ ، سح ، وتغيــرت س مــن س

للاقتر�ن ق)س(.

 
)
١
( – ق)س

٢
ق)س

١
 – س

٢
س الحل: متوسط �لتغير = 

٥٤ – ١٢
٥ – ٢  = 

ق)٥( – ق)٢(
٥ – ٢  =

١٤ =

ــر  ــد�ر ٢، �أجــد متوســط �لتغي = 3 بمق
١
ــن س ــال )3(: �إذ� كان ص= ق)س( = ١ – 3س ، سح، وز�دت س م مث

ــر�ن ق)س(. للاقت

 
)
١
٢( – ق)س

ق)س

١
٢ – س

س
الحل: متوسط �لتغير = 

 
١
– س

٢
��س = س

٥ = 
٢
 – 3      ومنها       س

٢
٢ = س

١٤ _ -٨-

3 – ٥  = 
ق)٥( – ق)3(

3 – ٥
متوسط �لتغير = 

3- =

٢- =
١
مثال )4(: �إذ� كان متوسط تغير �ل�قتر�ن ص = ق)س( عندما تتغير س من س

 = ٩ يساوي -6 ، �أجد:       
٢
�إلى س

�أ( �لتغير في ص              ب( ق)٩( علما باأن ق)-٢( = 6

٩ – -٢ = ١١ =
  ١

 – س
٢
الحل: �أ( �لتغير في س = ��س = س

 = -6، ومنها ��ص = -6 × ١١ = -66
��ص
١١

 = 
��ص 
��س

متوسط �لتغير= 

١
٢ – ص

ص
 
ب( ��ص =

= ق)٩( – ق)-٢(
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-66 =  ق)٩( _ 6

ق)٩( = -66 + 6 = -6٠

�إذ� كان �لشكل �لمجاور يمثل منحنى �ل�قتر�ن

اأتذكر
 )

٢
،ص

٢
( ، ب)س

١
 ،ص

١
ص= ق)س(، و�لنقطتان )س

١
_ ص

 ٢
ص

١
 – س

٢
س

و�قعتين عليه، فاإن ميل �لمستقيم �لقاطع ب =  

١ �أي 
_ ص

 ٢
ص

١
 – س

٢
س

ومتوســط �لتغير للاقتر�ن ص= ق)س( يســاوي 

�أن متوســط �لتغيــر للاقتــر�ن يســاوي ميل �لمســتقيم �لقاطع.

مثال )5(: تقع �لنقطتان )-١، -3(، ب)3، ٩( على منحنى �ل�قتر�ن

ص= ق)س(، �أجد ميل �لمستقيم �لقاطع ب.

١
٢ – ص

ص

١
٢ – س

س
 = 

��ص 
��س

الحل: ميل �لمستقيم �لقاطع ب = 

3 = 
3- – 

٩
١- – 3

 =


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2 - 1   تمارين ومسائل

س1: �إذ� كان ص = ق)س(= ٥س _ ١ �أجد ��س ، ��ص عندما تتغير س:

3,٨ = 
٢
 = ٢ �إلى س

١
�أ  ( من س

٢- = 
٢
 = ٤ �إلى س

١
ب( من س

آتية: س2: �أجد متوسط �لتغير للاقتر�ن ص = ق)س( في �لحال�ت �ل�

  ٤ =
 ٢
= 7 �إلى س

 ١
�أ  ( ق)س( =  س _ 3 ، عندما تتغير س من  س

 = ٢ ، ��س = ٤ 
١
ب( ق)س( = س٢ _ ١ ، عندما  س

= ٤ هو ١3، �أجد:
 ٢
 = ١ �إلى س

١
س3: ليكن ص = ق)س( �قتر�ناً، وكان متوسط تغير �ل�قتر�ن عندما تتغير س من س
�أ( �لتغير في ص                           ب( ق)٤( علما باأن ق)١( = 6

س4: �إذ� كان ق)س( = س + 7 ، �أجــد ميــل �لقاطــع �لمــارّ بالنقطتيــن )-٢ ، ق)-٢(( ، ب)3 ، ق)3((.
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     مفهوم المشتقة الاأولى
2 - 2

)First Derivative(       

ــون،  ــاك هدّ�ف فــي ملاعــب كــرة �لقــدم �لفلســطينية هن

نشاط
1

ولــكل هــدّ�ف مهــار�ت تختلــف عــن �ل�آخــر في تســديد 

�لكــر�ت �لثابتــة و�لمتحركــة، ويقــوم مــدرب �لفريــق 

بتكليــف �أمهــر هدّ�فيــه بتســديد �لكــرة باتجــاه �لمرمــى 

حســب موقــع خطــاأ �لخصــم. وكلمــا �قتربــت �لمســافة بيــن مــكان �لتســديد 

و�لمرمــى، ز�دت فرصــة تســجيل �لهــدف. لذلــك تعتبــر ضربــة �لجــز�ء هدفــاً 

محقّقاً عند كثير من �لفرق �لرياضية.

عــلامَ يعتمــد �لهــدّ�ف فــي تســديد �لكــرة باتجــاه �لمرمــى؟ �لســرعة، 

..............................؟

= ٢ ، �أكمل �لجدول �ل�آتي:
١
�إذ� كان ق)س( = ٢س ، س

نشاط
3٢١١��س2

٢  ١
3  

 + ��س(
١
١٤.......6......١٠ق)س

3
 

)
١
 + ��س( _ ق)س

١
ق)س

��س
٢.......٢٢.......

، ومعامل س في ق)س( ؟ ..................
)
١
 + ��س( _ ق)س

١
ق)س

��س
 
0س🜂

ما علاقة 
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(( هي:
١
،ق)س

 ١
تعريف: �لمشتقة �ل�أولى للاقتر�ن ص= ق)س( عند �لنقطة )س

 
١
س=س

�أو ص/    |   

١
س=س

ص  | 
س

( �أو 
١
 ويرمز لها بالرمز ق/ )س

)
١
 + ��س( _ ق)س

١
ق)س

��س
  

0س🜂

)
١
 + هـ( _ ق)س

١
ق)س

هـ

0هـ 

                                    = )
١
وللتبسيط يمكن كتابة ��س= هـ ، فتكون ق/ )س

مثال )1(: �إذ� كان ق)س( = ٥ ، �أجد ق/ )٢( باستخد�م تعريف �لمشتقة عند نقطة.

٥ _ ٥
هـ  

 
0هـ

 = 
ق)٢ + هـ( _ ق)٢(

هـ
     

0هـ
الحل: ق/ )٢( = 

= صفر

مثال )2(: �إذ� كان ق)س( = 3س، �أجد ق/ )١( باستخد�م تعريف �لمشتقة عند نقطة.

 
3)١ + هـ( _ 3)١(

هـ
  

0هـ
= 

ق)١ + هـ( _ ق)١(
هـ

 
0هـ

الحل: ق/ )١( = 

3هـ
هـ

  
0هـ

 = 
3 + 3هـ _ 3

هـ
  
0هـ

 =         

3 =

مثال )3(: �إذ� كان ق)س( = ٥ – ٢س، �أجد ق/ )٤( باستخد�م تعريف �لمشتقة عند نقطة؟

٥ _ ٨ _ ٢هـ + 3
هـ

 
0هـ

 = )٨
٥_٢)٤+هـ( _ )٥_

هـ
  
0هـ

ق)٤+هـ( _ ق)٤( =
هـ

  
0هـ

الحل: ق/ )٤( = 

-٢هـ
هـ

  
0هـ

٢- =

مثال )4(: �إذ� كان ق)س( = 3س٢ + ١، �أجد ق/ )٢( باستخد�م تعريف �لمشتقة عند نقطة؟

3)٢ + هـ(٢ +١ _ )3)٢(٢ + ١( 
هـ

  
0هـ

ق)٢ + هـ( _ ق)٢( = 
هـ

  
0هـ

الحل: ق/ )٢( = 
                      

3)٤+٤هـ+هـ٢(+١ _ )3×٤+١(
هـ

 
0هـ

 =

هـ)١٢ + 3هـ(
هـ

  
0هـ

 
١٢هـ + 3هـ٢

هـ
  
0هـ

١3 + ١٢هـ + 3هـ٢ _ ١3 = 
هـ

  
0هـ

 =

  ١٢ + 3هـ = ١٢ + 3×٠
0هـ

 =

١٢ =
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ق)٢( _ ق)٢ + هـ(
٥هـ

  
0هـ

مثال )5(: �إذ� كان ق)٢( = ٨ ، ق/ )٢( = ٢ �أجد     

ق)٢+هـ( _ ق)٢( 
هـ

  
0هـ

 ١-
٥

ق)٢( _ ق)٢ + هـ( = 
٥هـ

  
0هـ

الحل: 

-١  ق/ )٢(      لماذ�؟
٥

 = 

 ٢-
٥

 = ١ × ٢-
٥

 = 

  + هـ [.
3

 
،

 
مثال )٦(: �إذ� كان متوسط تغير �ل�قتر�ن ص = ق)س( عندما تتغير س في �لفترة ] 3

هـ٢ _ ٥هـ ، �أجد ق/ )3(.
هـ

يساوي 

هـ٢ _ ٥هـ
هـ

ق)3+هـ( _ ق)3( = 
هـ

الحل: متوسط �لتغير = 

هـ٢ _ ٥هـ 
هـ

  
0هـ

ق)3+هـ( _ ق)3( = 
هـ

  
0هـ

ق/ )3( = 

هـ)هـ _ ٥( = -٥
هـ

  
0هـ

 =

1  + هـ [ عندما تؤول هـ اإلى الصفر.
س

 
،
 1
( تساوي نهاية متوسط التغير للاقتران ق)س( في الفترة ] س

1
األاحظ اأن ق/ )س

مثال )٧(: �إذ� كان ق)س( = س٢ + 3، �أجد ق/ )س( باستخد�م تعريف �لمشتقة، ثم �أجد ق/ )٢( ؟

)س+هـ(٢ + 3 _ )س٢+3( 
هـ

  
0هـ

ق)س+هـ( _ ق)س( = 
هـ

  
0هـ

الحل: ق/ )س( = 

)س٢ + ٢س هـ + هـ٢( + 3 _ ) س٢ + 3( 
هـ

   
0هـ

 =

س٢ + ٢س هـ + هـ٢ + 3 _ س٢ _ 3
هـ

   
0هـ

 =

هـ)٢س + هـ(
هـ

   
0هـ

 = 
٢س هـ + هـ٢

هـ
   
0هـ

 =

   )٢س + هـ( = ٢س
0هـ

=

ومنها  ق/ )٢( = ٢ × ٢ = ٤

قترانات كثيرة الحدود التي درجتها اأقل من 3. ملاحظة: سنقتصر اإيجاد المشتقة باإستخدام التعريف على الاإ
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2 - 2   تمارين ومسائل

س1: باستخد�م تعريف �لمشتقة عند نقطة، �أجد ق/ )س( عند �لنقطة �لمعطاة في كل حالة:

�أ (  ق)س( = ٢س _ 7 ، س = -3 

ب( ق)س( = 3 _ س  ، س = ٢

 ١
٢

جـ( ق)س( = س٢ + س  ، س = - 

س2: �إذ� كان ق/ )3( = ٨ ، �أجد:

ق)3 + هـ( _ ق)3(
هـ

   
0هـ

�أ (  

ق)3 + هـ( _ ق)3(
٢هـ

   
0هـ

ب( 

ق)3( _ ق)3 + هـ(
هـ

   
0هـ

جـ( 

= 3 + ھ
٢
 = 3 �إلى س

١
س3: �إذ� كان متوسط تغير �ل�قتر�ن ص = ق)س( عندما تتغير س من س

٢ ، �أجد قيمة ق/ )3(.
)-١ + هـ(

يساوي  

 ٥ = 
١
 هــي �لتغيــر فــي �ل�قتــر�ن ص = ق)س( عندمــا تتغيــر س مــن س

7هـ _ هـ٢
٤

س4: �إذ� كانــت ��ص =           

 = ٥ + هـــ، �أجــد ق/ )٥(.
٢
�إلــى س

س5: �إذ� كان ص = ق)س( = س٢ + ١ ، �أجد ق/ )س( باستخد�م تعريف �لمشتقة.
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          قواعد الاشتقاق
3 - 2

)Differentiation Rules(        

نشاط
1

شــاهدت منــى علــى طاولــة و�لدهــا لوحــة كمــا فــي 
�لشــكل �لمجــاور، فســاألت و�لدهــا: مــا هــذه �للعبــة يــا 
�أبــي؟ �أجابهــا �ل�أب: �إنهــا لعبــة �لشــطرنج. هــل تســمح 
لــي يــا �أبــي �أن �لعــب معــك هــذه �للعبــة؟ قــال لهــا: يــا 
بنيّتــي لهــذه �للعبــة قو�عــد، يجــب علــى �للاعــب تعلمهــا لكــي يحــرك 
�لقطــع �لمختلفــة �لمكونــة لهــذه �للعبــة. فمثــلاً يتحــرك �لملــك خطــوة 
ــة، �أو �لمهــارة يســهّل  ــم قو�عــد �للعب ــي كل �ل�تجاهــات. �إن تعلّ و�حــدة ف
تطبيقهــا وفهمهــا و�إتقانهــا. ومــن �أســماء �لقطــع فــي لعبة �لشــطرنج: �لفرس، 
و�لفيل. كيف تتحرك هذه �لقطع؟ ..............................

حــاول همّــام �إيجــاد ق/ )٢( حيــث ق)س( = ٢س٥ + س3 – ٢س٢ باســتخد�م تعريــف �لمشــتقة عنــد 

نشاط
2

نقطة، فبد�أ بالحل بالطريقة �لتي تعلمها في �لدرس �لسابق كما ياأتي:

ق)٢ + هـ( _ ق)٢(
هـ

    
0هـ

ق/ )٢( = 

٢)٢ + هـ(٥ + )٢+هـ(3 _ ٢)٢+هـ(٢ _ 6٤
هـ

  
0هـ

ق/ )٢( = 

فوجد صعوبة في �إيجاد هذه �لنهاية، كيف سيجد همّام ق/ )٢( ؟

قاعدة )1(: �إذ� كان ق)س( = جـ حيث جـ عدد حقيقي، فاإن ق/ )س( = صفر. ∀ س  ح.

مثال )1(: �إذ� كان ق)س( = 3 ، �أجد ق/ )س( ، ق/ )٥(

الحل: ق/ )س( = صفر لجميع قيم س  ح

ق/ )٥( = صفر



54

قاعدة )2(: �إذ� كان ق)س( = س ، فاإن ق/ )س( =  س-١ ،  عدد حقيقي، س ≠ ٠ 

آتية: ص في كل من �لحال�ت �ل�
س

مثال )2(: �أجد �لمشتقة �ل�أولى 

ب(  ص = س_٥ ، س ≠ ٠ �أ (  ص = س٤     

س ، س ≤ ٠ د (  ص=  ١ ، س ≠ ٠             
س3

جـ(  ص = 

الحل: �أ(  ص = س٤

ص = ٤ س٤-١ = ٤س3 ، ∀ س  ح
س

ب(  ص = س_٥ ، س ≠ ٠

ص = -٥ س-٥-١
س

        = -٥س-6

١ = س-3 
س3

جـ( ص = 

  3-
س٤

ص = -3 × س-3-١ = -3 س-٤ = 
س

   

  ،  س ≤ ٠
١
٢ س = س د(  ص  =  

 ، س < ٠
١

س ٢
 = ١

١
٢ ٢س

 = 
 ١

٢
 
١ س-

٢
  = 

١ _ ١
٢ ١ س

٢
ص = 

س
   

قاعــدة )3(: �إذ� كان �ل�قتر�نــان ق)س(، هـــ)س( �قتر�نيــن قابليــن للاشــتقاق عنــد س، وكانــت   ح، وكان 
هـــ)س(=  ق)س(، فــاإن هـــ/ )س( =   ق/ )س(.

مثال )3(: �إذ� كان ق)س( = ٢س٥ ، �أجد ق/ )س( ، ق/ )-١(.

الحل: ق)س( = ٢س٥

ق/ )س( = ٢ × ٥ س٥-١ = ١٠س٤ 

ق/ )-١( = ١٠ × )-١( ٤   =١٠ × ١= ١٠
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قاعــدة )4(: �إذ� كان �ل�قتر�نــان ك)س( ، )س( قابليــن للاشــتقاق عنــد س، وكان ق)س( = ك)س( + )س( ، 
/ )س(.

 + )ــاإن ق/ )س( = ك/ )س ف

مثال )4(: �إذ� كان ك)س( = س٢ ، )س( = ٢س، ق)س( = ك)س( + )س(، �أجد ق/ )س( ، ق/ )٠(؟

/ )س( 
 + )الحل: ق/ )س( = ك/ )س

 = )٢ س( + )٢(
 = ٢س + ٢

ق/ )٠( = ٢×٠ + ٢ = ٢

قاعدة )5(: �إذ� كان �ل�قتر�نان ك)س( ، )س( �قتر�نين قابلين للاشتقاق عند س ، وكان
/ )س(.

 _ )س( ، فاإن ق/ )س( = ك/ )س( _ )ق)س( = ك)س

مثال )5(: �إذ� كان ك)س( = ٥س ، )س( = ٢س3 ، ق)س( = ك)س( _ )س(، �أجدق/ )س(، ق/ )-٢( ؟

/ )س(
 _ )الحل: ق/ )س( = ك/ )س

ق/ )س( = ٥ – 6س٢ 

ق/ )-٢( = ٥ – 6 )-٢(٢ 
٥ – ٢٤ = 

١٩ - = 

ويمكن تعميم القاعدتين السابقتين لتشمل اأكثر من اقترانين.

مثال )٦(: �إذ� كان ق)س( = س٢ _ ٥س + 6 �أجد ق/ )س( ، ق/ )3(

الحل: ق)س( = س٢ _ ٥س + 6

ق/ )س( = ٢س _ ٥ + صفر

ق/ )3( = ٢×3 _ ٥

١ =

/ )١( = ٢ وكان ق)س( = ك)س( _ ٢)س( ، �أجد ق/ )١( ؟ 
 ، 3 = )مثال )٧(: �إذ� كان ك/ )١

/ )س(
الحل: ق/ )س( = ك/ )س( _ ٢

)١( /
ق/ )١( = ك/ )١( _ ٢

٢ × ٢  = -١ _ 3 =
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قاعــدة )٦(: �إذ� كان �ل�قتر�نــان ق)س( ، هـــ)س( �قتر�نيــن قابليــن للاشــتقاق، وكان ل)س( = ق)س( × هـــ)س( فــاإن 
ل/ )س( = ق)س( × هـ/ )س( + هـ)س( × ق/ )س(

وبالكلمات ل/ )س( = �ل�قتر�ن �ل�أول × مشتقة �ل�قتر�ن �لثاني + �ل�قتر�ن �لثاني × مشتقة �ل�قتر�ن �ل�أول.

س=٢
ص | 

س  
مثال )٨(: �إذ� كان ص = )س٢+3س+٢( )٥س+١( �أجد

الحل: ص = )س٢ +3س+٢ ( )٥س+١(

ص = �ل�قتر�ن �ل�أول × مشتقة �ل�قتر�ن �لثاني + �ل�قتر�ن �لثاني × مشتقة �ل�قتر�ن �ل�أول 
س

ص = )س٢ +3س+٢ (×٥ + )٥س+١(×)٢س + 3(
س

)3 + ٢(×٥ + )١٠ + ١( × ) ٤ + 6 + ٤( = 
س=٢

ص | 
س

١37 = 77 + 6٠ =

/)٢( = 6 وكان
  ، ٢( = ٤(  ،  3 = )مثال )٩(: �إذ� كان ك)٢( = ٥ ، ك/)٢

             ق)س( = ك)س( × )س( ، �أجد  ق/)٢(.

/)س( + )س( × ك/)س( 
 × )الحل: ق/)س( = ك )س

/)٢( + )٢( × ك/)٢(  
 × )ق/)٢( = ك )٢

 3 × ٤ + 6 × ٥ =
١٢ = ٤٢ + 3٠ =

 ، ق)س( ، هـ)س( �قتر�نين قابلين للاشتقاق ، هـ)س( ≠ ٠ فاإن: 
ق)س(

هـ)س(
قاعدة )٧(: �إذ� كان �ل�قتر�ن ل)س( = 

هـ)س( × ق/)س( _ ق)س( × هـ/)س(
)هـ)س((٢

ل/)س( = 

 
�لمقام × مشتقة �لبسط _ �لبسط × مشتقة �لمقام

)�لمقام(٢
وبالكلمات ل/)س( = 
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٥ ، �أجد ق/)س(.
٢

3س + ١ ، س ≠ 
٢س _ ٥

مثال )1٠(: �إذ� كان ق)س( = 

�لمقام × مشتقة �لبسط _ �لبسط × مشتقة �لمقام
)�لمقام(٢

الحل: ق/)س( = 

)٢س _ ٥(×3 _ )3س + ١(×٢
)٢س _ ٥(٢

 =

١7-
)٢س _ ٥(٢

 = 
6س _ ١٥ _ 6س _ ٢

)٢س _ ٥(٢
 =

 ، هـ)س( ≠ صفر، وكان ق/)٢( = -١ ، ق)٢( = ١ ، هـ)٢( = ٢،
ق)س(

هـ)س(
مثال )11(: �إذ� كان ل)س( = 

ل/)٢( = -٢ �أجد هـ/)٢(.  

هـ)س( × ق/)س( _ ق)س( × هـ/)س(
)هـ)س((٢

الحل: ل/)س( = 

هـ)٢( × ق/)٢( _ ق)٢( × هـ/)٢(
)هـ)٢((٢

ل/)٢( = 

٢ × -١ _ ١ × هـ/)٢(
٢(٢(

 = ٢-

-٨ = -٢ _ هـ/)٢( 

ومنها هـ/)٢( = 6   لماذ� ؟

 ، س ≠ -١ �أجد ق/)١(، علماً باأن هـ)١( = ٢ ، هـ/)١( = 3
هـ)س(

س+١
مثال )12(: �إذ� كان ق)س( = 

)س+١( × هـ/)س( _ هـ)س( × ١
)س+١(٢

الحل: ق/)س( = 

)١+١( × هـ/)١( _ هـ)١(
٢(٢(

ق/)١( = 

٢هـ/)١( _ هـ)١(

٤
 =

١ = 
٤

٤
 = 

٢ _ 3 × ٢

٤
 =
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أولــى للاقتــر�ن ق)س(، فــاإن  قاعــدة )٨(: �إذ� كان ص = ق)س( �قتر�نــاً قابــلاً للاشــتقاق، وكانــت ق/)س( هــي �لمشــتقة �ل�

٢ص �أو ص//.
س٢

أولــى للاقتــر�ن ق/)س( تســمى �لمشــتقة �لثانيــة للاقتــر�ن ق)س( ويرمــز لهــا بالرمــز ق//)س( �أو  �لمشــتقة �ل�

3ص �أو ق)3( )س( �أو ص///، وهكذ�.* 
س3

وكذلك يرمز للمشتقة �لثالثة للاقتر�ن ق)س( بالرمز ق///)س( �أو 

مثال )13(: �إذ� كان ق)س(= س3 – ٤س٢ + 3س + ٢ �أجد ق/)س(، ق//)س(، ق)3( )س(.

الحل: ق/)س( = 3س٢ - ٨ س + 3 
ق//)س( = 6س - ٨  

ق)3( )س( = 6

س=٢
ص  | 

3
س3 

 ،
س=٢ 

٢ص | 
س٢

 .
س=٢ 

ص | 
س

مثال )14(: �إذ� كان ص = 3س٢ – ٥س  + 7 ، �أجد 

7 =
س=٢  

ص | 
س

ص = 6س – ٥  ومنها  
س

الحل: 

6 =
س=٢ 

٢ص | 
س٢

٢ص = 6  ومنها  
س٢

 

= صفر.
س=٢ 

ص  | 
3

س3 
ص  = صفر  ومنها  

3
س3 

 

.)٠(//
 ١( = ٢٢، �أجد قيمة �لثابت ب، ثم �أجد(/

 س( = 3س٤ + ب س٢، وكانت( إذ� كان� :)مثال )15

/)س( = ١٢س3 + ٢ب س
 :الحل

/)١( = ١٢)١(3 + ٢ب )١(


٢٢ = ١٢ + ٢ب

١٠ = ٢ب  ومنها  ب = ٥

/)س( = ١٢س3 + ١٠س


//)س( = 36س٢ + ١٠


٠( = ١٠(//


3 ≥  ، )(لمشتقة �لنونية يرمز لها بالرمز ق� *
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2 - 3   تمارين ومسائل

آتية: ص لكل من �ل�قتر�نات �ل�
س

س1: �أجد 

ب( ص = ٥س + 3         
١
٢

�أ ( ص = 

س٢ د ( ص =  7س٢ + 3 3 + ٥س ، س ≠ ٠     
س٢

ج( ص = 

، س ≠ -3 ، عندما س = ١
س

س + 3
و ( ص =  هـ( ص = )٢س + ٥( )3 _ س3(         

س2: �أجد ق/)3(، علماً باأن ق)س( = س٢ _ س + ٥

س3: �إذ� كان ق)س( = س٢ + 3س، وكان ل)س( = ق)س( + 3ھـ)س(، ھـ)٢( = ٥، هـ/)٢( = ١ �أجد ل/)٢(.

-١ ، �أحسب  ق/)٢(؟
٤

 ، س ≠ 
3س+٢
٤س+١

س4: �إذ� كان ق)س( =  

س5: �إذ� كانت ق)س( = س3 ل)س( + هـ)س(، وكان ل)٢( = ٥، هـ/)٢( = 7 ، ل/)٢( = _3 فما قيمة ق/)٢( ؟

س٦: �أجد �لمشتقة �لثانية لكل من �ل�قتر�نات �إز�ء �لنقط �لمبينة بجانبها:

�أ  ( ق)س( = س٤ – ٢س3 + س + ١   ،       س = ٢

، س < ٠     ،       س = ١  
١

س
ب( هـ)س( = 

س٧: �أجد �لمشتقة �ل�أولى و�لثانية و�لثالثة للاقتر�ن ق)س( = ٢س٤ + س3 _ ٤س + ١، ثم �أبين �أن ق)٥( )١( = صفر.
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Tanget Line    2 - 4 تطبيقات هندسية )المماس والعمودي(

غالبيــة �لمســار�ت �لتــي ترُكــب فــي �لملاهــي هــي 

متعرجــات تصمــم علــى شــكل منحنيــات، وذلــك نشاط
ضفــاء �لبهجــة و�لســرور للمتنزهيــن. وتســير �لعربات  ل�إ
فــي هــذه �لمســار�ت �لمتعرجــة بصــورة مســتقيمة، 
ــوة  ــث تظهــر ق ــات، حي ــى �لعرب ــة عل ــع �ل�أجســام عمودي ــوة دف وتكــون ق
وهميــة تؤثــر علــى �ل�أجســام، وتشــعر �لشــخص باأنــه على وشــك �لســقوط، 
ــر ذلــك. �أي �لنقــاط �لتــي تكــون فيهــا  وتشــعره بالخــوف، و�لحقيقــة غي
حركــة �لعربــة تمثــل خطـّـاً مســتقيماً علــى هــذه �لمنحنيــات )يمكــن 

�ل�ستعانة بالشكل �لمجاور(؟
�لنقاط: �أ ، ب ، جـ ، ..... ، ......، ......، ... هل يمكن حصر �لنقاط؟

تعريف:
 )

١
( �لو�قعــة عليــه يســاوي ق/ )س

١
، ص

١
- ميــل �لممــاس �لمرســوم لمنحنــى �ل�قتــر�ن ص= ق)س( عنــد �لنقطــة )س

)
١
= ق)س

 ١
(، ص

١
(، حيــث م = ق/ )س

١
 = م)س _ س

١
ومعادلتــه هــي: ص _ ص

-١ ، م ≠ ٠ 
م

( �لو�قعــة عليــه يســاوي 
١
، ص

١
- ميــل �لعمــودي علــى منحنــى �ل�قتــر�ن ص= ق)س( عنــد �لنقطــة )س

.)
١
= ق)س

١
(، ص

١
(، حيــث م = ق/ )س

١
-١ )س _ س

م
 = 

١
ومعادلتــه هــي: ص – ص

ــه يســاوي  ــاإن ميل ــاً ف ــاس اأفقي ــون المم ــا يك ــة: عندم ملاحظ
ــينات. ــور الس ــاً لمح ــون موازي ــراً، ويك صف

تمثل ميل 
 ١
�لمشتقة �ل�أولى للاقتر�ن ص = ق)س( عند س = س

 ،
١
�لمماس لمنحنى �ل�قتر�ن عند �لنقطة �لتي �إحد�ثها �لسيني = س

 
( يمكننا �إيجاد معادلة �لمماس

١
 ، ص

١
وبمعرفة نقطة �لتماس )س

لمنحنى �ل�قتر�ن، ومعادلة �لعمودي عليه.

�أ
ب

جـ
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مثال )1(: �أجد ميل �لمماس لمنحنى �ل�قتر�ن ق)س( = س3 – س٢ +١ عندما س= 3.

الحل: ميل �لمماس عند )س = 3( هو ق/ )3(
ق/ )س( = 3س٢ – ٢س
ق/ )3( = 3×٢3 – ٢×3

٢١ =
٢١ =

س=3 
ميل �لمماس | 

( �لو�قعة عليه. ١
٢

 عند �لنقطة )١ ، 
س3

س٢+١
مثال )2(: �أجد معادلة �لمماس لمنحنى �ل�قتر�ن ق)س( = 

الحل: معادلة �لمماس هي:

)
١
 = م )س – س

١
ص – ص

) ١
٢

 ، ١( = )
١
، ص

 ١
نقطة �لتماس هي )س

( = م = ق/ )١(  ١
٢

ميل �لمماس عند )١ ، 

))س٢+١( × 3س٢( – )س3 × ٢س(
)س٢ + ١(٢

لكن ق/ )س( = 

)٢ × ١ × 3١ ٢( – )١×3 × )١ ٢+١((
٢١ + ١(٢(

ق/ )١( = 

٢ – 3 × ٢
٢ ٢

 =

١ = 
٤

٤
 = 

٢ _ 6

٤
 =

�أي �أن معادلة �لمماس هي: 

 = ١ )س – ١(
١
٢ ص – 

١ = س – ١
٢

ص – 

١ = ٠
٢

ص – س + 
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مثال )3(: �أجد �لنقطة/�لنقاط على �لمنحنى ص = ق)س( = س٢ _ ٤س + ٥، و�لتي يكون عندها �لمماس �أفقياً.

))
١
، ق)س

 ١
( = )س

١
، ص

١
الحل: نقطة �لتماس هي)س

بما �أن �لمماس �أفقي فاإن �لمماس // محور �لسينات، ميل �لمماس = صفر  

( = صفر
١
ق/ )س

ق/ )س( = ٢س _ ٤

 _ ٤ = صفر
١
( = ٢س

١
ق/ )س

٢ = 
١
ومنها  س

نقطة �لتماس هي )٢ ، ق)٢(( = )٢ ، ١(            لماذ� ؟

مثــال )4(: �أجــد معادلــة �لعمــودي علــى �لممــاس لمنحنــى �ل�قتــر�ن ق)س( = )س٢+١()س+١( عنــد �لنقطــة )١، ٤( 
�لو�قعــة عليــه.

الحل: معادلة �لعمودي على �لمماس لمنحنى عند �لنقطة )١ ، ٤( هي:

( = )١، ٤( ، م = ق/ )١(
١
 ، ص

١
( حيث )س

١
م-١ )س _ س  =

 ١
ص _ ص

ق/ )س( = )س٢ + ١(×١ + )س + ١( × ٢س 

= س٢ + ١ + ٢س٢ + ٢س

= 3س٢ + ٢س + ١

ميل �لمماس = ق/ )١( = 3×)١(٢ + ٢×١ + ١ 

6 =

 ١-6 ومنها ميل �لعمودي = 

١ )س _ ١(
6

معادلة �لعمودي هي ص _ ٤ = _ 

6ص + س _ ٢٥ = ٠        لماذ�؟
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2 - 4   تمارين ومسائل

 س ≠ -3 ، عندما س = -٢.
س٢ + ٢
س + 3

س1. �أجد ميل �لمماس لمنحنى �ل�قتر�ن ق)س( = 

ــة  ــد �لنقط ــر�ن ق)س( = س3 + ٢س٢ _ س + ١ عن ــى �ل�قت ــاس لمنحن ــى �لمم ــودي عل ــة �لعم س2. �أجــد معادل
ــه. ــة علي )٠ ،١( �لو�قع

ــي  ــر�ن ق)س( = )س٢ _ ٤()٢س + ١( �لت ــى �ل�قت ــى منحن ــة عل ــاط �لو�قع ــيني للنقطة/�لنق ــي �لس حد�ث ــد �ل�إ س3. �أج
ــاً. ــا �أفقي يكــون �لممــاس عنده

س4. �أجــد معادلــة �لممــاس �لمرســوم لمنحنــى �ل�قتــر�ن ق)س( عنــد �لنقطــة )٠، 7( �لو�قعــة عليــه، ويعامــد �لمســتقيم 
١
3

�لــذي ميلــه = _ 

س5. �إذ� كان ق)س( = س٢ + ٥س _ ٢ ، وكان ميــل �لممــاس لمنحنــى ق)س( عندمــا )س = ١( يســاوي ١١، 

. أجــد قيمــة �لثابــت�
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2 - 5  قاعدة السلسلة )مشتقة الاقتران المركب(
 Chain Rule              

ــر هــذه �لشــجرة  ــون، وتعتب تشــتهر فلســطين بزر�عــة شــجرة �لزيت

نشاط
1

رمــز�ً مــن رمــوز صمــود �لشــعب �لفلســطيني فــي �أرضــه،  وتــزرع 
ــرة  ــد �أســهمت وف ــس، وق ــن محافظــة نابل ــي مناطــق و�ســعة م ف
كميــات  �إنتــاج "زيــت �لزيتــون" فــي توفيــر بيئــة مناســبة لصناعــة 
�لصابــون فــي نابلــس. وتعتبــر صناعــة �لصابــون �لنابلســي �لمصنــوع مــن زيــت �لزيتــون 

من �أشهر �لصناعات �لفلسطينية، ويمكن تمثيل ذلك:

الصابون .........بالصناعة   ............ بعصر الثمارشجرة الزيتون

ننــا نعــرف �ل�قتــر�ن  �إذ� كان ق)س(، هـــ)س( �قتر�نيــن بحيــث مــدى هـــ)س( ⊇ مجــال ق)س( فاإ
نشاط

2
�لمركب )قΟهـ()س( = ق)هـ)س((.

�أكمل ما يلي: �إذ� كان ق)س( = س٢ ، هـ)س( = ٢س _ ١ فاإن:

)قΟهـ()س( = ق)هـ)س((
٢).............( =

     = ٤س٢ _ ٤س + ١                 لماذ�؟

)قΟهـ( / )س( = ٨س _ ٤ ،

هل يمكن �إيجاد )قΟهـ( / )س( بطريقة �أخرى ؟

قاعدة السلسلة:
�إذ� كان هـــ)س( �قتر�نــاً قابــلاً للاشــتقاق عنــد س، وكان ق)س( قابــلاً للاشــتقاق عنــد هـــ)س( فــاإن �ل�قتــر�ن �لمركــب 

)قΟهـــ()س( يكــون قابــلاً للاشــتقاق عنــد س، ويكــون )قΟهـــ( / )س( = ق/ )هـ)س((هـــ / )س(.
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مثال )1(: �إذ� كان ق)س( = س3 + ٢س + ٥ ، هـ)س( = س٢ + ١ ، �أجد )قΟهـ( / )س(، ثم �أجد )قΟهـ( / )١(.

الحل: )قΟهـ( / )س( = ق/)هـ)س((هـ/)س(

لكن ق/)س( = 3س٢ + ٢ ، هـ/)س( = ٢س

ومن ذلك )قΟهـ( / )س( = ق/)س٢ + ١( × ٢س
= )3)س٢  + ١(٢ + ٢(×٢س ،  لماذ�؟
= 6س٥ + ١٢س3 + ١٠س ،         لماذ�؟

)قΟهـ( / )١( = 6 × ١ + ١٢ × ١ + ١٠ × ١ = ٢٨

مثال )2(: �إذ� كان ق)س( = س٢– ١ ، هـ)س( = ٢س + ١ �أجد )قΟهـ( / )٤(، )هـΟق( / )٤(

الحل: )قΟهـ( / )٤( = ق/)هـ)٤((هـ/)٤(

ق/)س( = ٢س  ،  هـ/)س( = ٢

هـ)٤( = ٩  ،  هـ/)٤( = ٢ ،

)قΟهـ( / )٤( = ق/)٩( × ٢

١٨ × ٢ =

36 =

)هـΟق( / )٤( = هـ/)ق)٤((ق/)٤(

= هـ/)١٥( × ٨

١6 = ٢ × ٨ =

نتيجة )1(:
�إذ� كان ص = ق)(،  = هـ)س(، �قتر�نين قابلين للاشتقاق، فاإن ص = ق)هـ)س(( وبالتالي:

ص  = ق/)( × هـ/)س(
س

 


س

ص × 


 =


س

ص × 


ص  = 

س
�أي �أن   

ص .  
س

٢ +  ،   = ٢س + ١ ، �أجد 
 = مثال )3(: �إذ� كانت ص


س

ص × 


ص  = 

س
الحل: 
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= )٢ع +١( × ٢ 

= )٢)٢س+١( + ١( × ٢ 
= ) ٤س + 3 ( × ٢

= ٨س + 6 

ص  عندما س = ٠
س

مثال )4(: �إذ� كانت ص = م٢ + ٢م ، م = س٢ + س + ١ ، �أجد 

م
س

ص × 
م

ص  = 
س

الحل: 

 = )٢م + ٢( )٢س + ١(

 عندما س = ٠  تكون  م = ١ 

ص  = )٢×١ + ٢( )٢×٠+١( = ٤
س

 

مثال )5(: �إذ� كان ق)س( ، هـ)س( �قتر�نين قابلين للاشتقاق على ح بحيث �أن: هـ/)١( = ٤، ق/)١( = -١ ،
ق/)6( = -٢، هـ)١( = 6 ، �أجد )قΟهـ( / )١(.

الحل: )قΟهـ( / )١( = ق/)هـ)١((هـ/)١(
= ق/)6( × ٤ 

٢ × ٤ = -٨- =

نتيجة )2(:
�إذ� كانت ص = )ق)س(( ،  عدد نسبي وكان ق)س( �قتر�ناً قابلاً للاشتقاق، فاإن:

ص  = )ق)س((-١  . ق/)س(
س

ص .
س

مثال )٦(: �إذ� كانت ص = )٤س + ٢(3  �أجد 

ص  = 3)٤س + ٢(٢ × ٤
س

الحل: 

= ١٢ )٤س + ٢(٢
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2 - 5   تمارين ومسائل

س1. �إذ� كان ق)س( = س٢ ، هـ)س( = س + ١ �أجد )قΟهـ( / )س(.

ص .
س

س2. �إذ� كانت ص = )٢س _ ١(٢ ، �أجد 

ص .
س

س3. �إذ� كان ص = ٢ _ ٥ + ١ ،  = ٢س + 3 ، �أجد 

س4. �إذ� كان م)س( = )س٢ – س(٤ ، �أجد م/)٢(.

س5. �إذ� كان ق)س( = هـ)3س٢ + ١( ، �أجد ق/)١(، علماً باأن هـ/)١( = ٥ ، هـ/)٤( = ٢.

س٦. �إذ� كان ق)س( ، هـ)س( �قتر�نين قابلين للاشتقاق على ح بحيث �أن: هـ/)٢( = 3، ق/)٢( = ٥، ق/)٤( = -٢، 

هـ)٢( = ٤، ق)٢( = 3، هـ/)3( = ١، �أجد )قΟهـ( / )٢(، )هـΟق( / )٢(
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القيم القصوى      ٦ - 2
)Extreme Values(         

مهنــة صيــد �لســمك فــي قطــاع غــزة مــن �أكثــر �لمهــن �لتــي تُــدرّ 

دخــلاً، لكــن وبســبب �ســتمر�ر �لحصــار علــى قطــاع غــزة باتــت نشاط
أفقــر، فمســاحة �لصيــد �لمســموحة لهم  شــريحة �لصياديــن هــي �ل�
طلاق نار مســتمر من  فقيرة بال�أســماك، كما يتعرض �لصيّادون ل�إ
زو�رق �ل�حتــلال، لتضــاف مهنــة �لصيــد �إلــى عشــر�ت �لمهــن �ل�أخــرى �لتــي تعانــي 
�لبطالــة فــي �لقطــاع، يخاطــر �لصيــاد بحياتــه لتوفيــر قوتــه وقــوت �أســرته، ففــي شــهر 
نيســان يجمــع �لصيــادون �أكبــر كميــة ممكنــة مــن ســمك �لســردين، وتقــل كميــة هــذ� 

�لنــوع مــن �لســمك فــي شــهر �أيلــول، حيــث تكــون �لكميــة قليلــة جــد�ً، وتتفــاوت �لكميــة فــي باقــي �أشــهر �لســنة. �أحــاول مــع 
زميلي رسم منحنى تقريبي يبين كميات �لسمك �لتي تجمع في �أشهر �لسنة.

يبين �لشكل �لمجاور منحنى �ل�قتر�ن ص = ق)س( �لمعرف على ح،

 �أكبر من قيمة �ل�قتر�ن عند جميع قيم س �لمجاورة 
١
- نلاحظ �أن قيمة �ل�قتر�ن عند س = س

.)
١
هي ق)س

 ١
، لذلك يقال �إن للاقتر�ن ق)س( قيمة عظمى محلية عند س

١
 ـس ل

 �أصغــر مــن قيمــة �ل�قتــر�ن عند جميع قيم 
٢
- كمــا نلاحــظ �أن قيمــة �ل�قتــر�ن عنــد س = س

.)
٢
 هي ق)س

٢
، �أي �أن للاقتر�ن ق)س( قيمة صغرى محلية عند س

٢
س �لمجاورة لـ س

- تسمى �لقيم �لعظمى و�لصغرى �لمحلية للاقتر�ن قيماً قصوى له.

ــرة  ــات كثي ــى الاقتران ــم القصــوى عل ــتنا للقي ــي دراس ملاحظــة: ســنقتصر ف
ــط. ــة ح فق ــداد الحقيقي ــة الاأع ــى مجموع ــة عل الحــدود المعرف

تعريف:
نه يقال �أن ق)جـ(: �إذ� كان ص = ق)س( �قتر�ناً وكانت س = جـ في مجال �ل�قتر�ن، فاإ

�أ. قيمة عظمى محلية للاقتر�ن، �إذ� كانت ق)جـ( ≤ ق)س( لجميع قيم س �لمجاورة لـِ جـ.
ب. قيمة صغرى محلية للاقتر�ن، �إذ� كانت ق)جـ( ≥ ق)س( لجميع قيم س �لمجاورة لـِ جـ.

)
2
ق)س

٢
س

)
1
ق)س

١
س
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يجاد القيم القصوى المحلية: استخدام المشتقة الاأولى لاإ

�إن �لتمثيــل �لبيانــي ل�أي �قتــر�ن علــى مجالــه يســاعد فــي تحديــد نقــط �لقيــم �لقصــوى �لمحليــة للاقتــر�ن، ولكــن: كيــف 
أولــى لهــذ� �ل�قتــر�ن فــي تعييــن �لقيــم �لقصــوى �لمحليــة لــه؟  تســاعدنا �لمشــتقة �ل�

آتية، و�أل�حظ �لعلاقة بين �إشارة ق/)س( و�لقيم �لقصوى للاقتر�ن. �أتاأمل �ل�أشكال �ل�

فــي الشــكل )اأ(: ق)جـــ( قيمــة عظمــى محليــة للاقتــر�ن ق)س(، ق/)جـــ( = صفــر، �إشــارة ق/)س( تغيــرت مــن موجبــة 

لقيــم س > جـــ �إلــى ســالبة لقيــم س < جـــ .

ــرت مــن  ــر، �إشــارة ق/)س( تغي ــر�ن ق)س(، ق/)جـــ( = صف ــة للاقت ــي الشــكل )ب(: ق)جـــ( قيمــة صغــرى محلي ف

ســالبة لقيــم س > جـــ �إلــى موجبــة لقيــم س < جـــ .

في الشكل)ج(: ق/)جـ( = صفر، �إشارة ق/)س( موجبة لقيم س > جـ وموجبة لقيم س < جـ .

ق)جـ( ليست قيمة قصوى محلية للاقتران.

ماذا تستنتج؟

نتيجة )1(:

�إذ� كان ق)س( �قتر�ناً قابلاً للاشتقاق، وكانت ق/)جـ( = صفر�ً، حيث جـ  مجال ق)س(، فاإن:

�أ.  �إذ� تغيــرت �إشــارة ق/)س( مــن موجبــة لقيــم س > جـــ �إلــى ســالبة لقيــم س < جـــ فــاإن ق)جـــ( قيمــة 
عظمــى محليــة للاقتــر�ن ق)س(.

ب. �إذ� تغيــرت �إشــارة ق/)س( مــن ســالبة لقيــم س > جـــ �إلــى موجبــة لقيــم س < جـــ  فــاإن ق)جـــ( قيمــة 
صغــرى محليــة للاقتــر�ن ق)س(.

يسمى هذا باختبار المشتقة الاأولى للقيم القصوى.
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١ س3 _ 3س٢ + ٨ س + ٢.
3 مثال )1(: �أعيّن جميع �لقيم �لقصوى للاقتر�ن ق)س( = 

الحل: ق/)س( = س٢ _ 6س + ٨ 
ق/)س( = ٠

س٢ _ 6س + ٨ = ٠
)س _ ٢ ( ) س _ ٤ ( = ٠

س = ٢ ، ٤

�إشارة ق/)س(+ + + + + + + +   –  –  –   – – –  –       + + + + ++

س         ٤                           ٢

صفرصفر

�إشــارة ق/)س( تغيــرت مــن موجبــة حيــث س > ٢ �إلــى ســالبة حيــث س < ٢  ق)٢( قيمــة عظمــى محليــة       
ق)س(. للاقتــر�ن 

�إشــارة ق/)س( تغيــرت مــن ســالبة حيــث س > ٤ �إلــى موجبــة حيــث س <٤  ق)٤( قيمــة صغــرى محليــة للاقتــر�ن 
ق)س(.

 ٢6
3 �لقيمة �لعظمى �لمحلية = ق)٢( = 

 ٢٢
3 �لقيمة �لصغرى �لمحلية = ق)٤( = 

مثال )2(: �أعيّن �لقيم �لقصوى للاقتر�ن = س٢ – 6س + ٩.

الحل: ق/)س( = ٢س – 6

ق/)س( = ٠

٢س – 6 = ٠

س = 3

�إشارة ق/)س(–  –  –   – – –  –  + + + + + + + +

س                          3

صفر

ــة  ــرى محلي ــة صغ ــث س < 3  ق)3( قيم ــة حي ــى موجب ــث س > 3 �إل ــالبة حي ــن س ــرت م ــارة ق/)س( تغي �إش
للاقتــر�ن ق)س(.

�لقيمة �لصغرى �لمحلية = ق)3( = ٩ – ١٨ + ٩ = ٠
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مثال )3(: �إذ� كان ق)س( = س3 _ ١٢س _ ٥ ، س  ح ، �أجد قيم س �لتي عندها قيم قصوى للاقتر�ن ق)س(.

الحل: ق/)س( = 3س٢ _ ١٢

ق/)س( = صفر
3س٢ _ ١٢ = ٠
س٢ _ ٤ = ٠

س = ٢ �أو  -٢

�إشارة ق/)س(+ + + + + + + +   –  –  –   – – –  –       + + + + ++

س         ٢                           -٢

صفرصفر

ــد )س= -٢(  ــة حيــث س < -٢  عن ــى موجب ــة حيــث س > -٢ �إل ــرت مــن موجب �أل�حــظ �أن �إشــارة ق/)س( تغي
يوجــد قيمــة عظمــى محليــة للاقتــر�ن ق)س(.

�إشــارة ق/)س( تغيــرت مــن ســالبة حيــث س > ٢ �إلــى موجبــة حيــث س < ٢  عنــد )س= ٢( يوجــد قيمــة صغــرى 
محليــة للاقتر�ن ق)س(.

مثال )4(: �أعيّن �لقيمة/ �لقيم �لقصوى �لمحلية �إن وجدت للاقتر�ن ق)س(= س3 ، س  ح. 

الحل: ق/)س( = 3س٢
ق/)س( = ٠   

3س٢ = ٠
س = ٠

 
�إشارة ق/)س(+ + + + + + + +     + + + + + + + +

س                        صفر

صفر

لم تتغير �إشارة ق/)س( حول )س = ٠(، ومنها ل� توجد للاقتر�ن ق)س( قيمة قصوى محلية.
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2 - ٦   تمارين ومسائل

آتية:  س1. �أعيّن �لقيمة/ �لقيم �لقصوى �إن وجدت لكل من �ل�قتر�نات �ل�
�أ .  ق)س( = ٤س _ ٢س٢         ،    س  ح
ب. ق)س( = س)س٢ _ ١٢(   ،    س  ح

جـ. ق)س( = س3 – 3س + ٢       ،     س  ح 
د.  ق)س( = - س٢ +١٠س + ٥    ،     س  ح 

س2. �أعيّن �لقيم �لقصوى �لمحلية للاقتر�ن ق)س( = س٢ – ٢س + ١  ،  س  ح 

س3. �إذ� كان للاقتر�ن ق)س( = - س٢ + ب س -3 ، س  ح قيمة عظمى محلية عند س = -٢ فما قيمة ب؟

س4. �إذ� كان ق)س( = س3 – ٥ ، س  ح، �أبيّن �أنه ل� توجد للاقتر�ن ق)س( �أي قيم قصوى.

آتــي يبيــن �إشــارة ق/)س(، �أجــد قيــم س �لتــي عندهــا قيــم قصــوى للاقتــر�ن ق)س( و�أبيّــن نوعهــا، علمــاً  س5. �لشــكل �ل�
بــاأن ق)س( كثيــر حــدود معــرّف علــى ح.

�إشارة ق/)س( + + + + + + + +      –  –  –   – – –  –       + + + + +   +

س        ٢                     -٢

صفرصفر
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2 - ٧   تمارين عامة:

جابة �لصحيحة لكل مما ياأتي: س1: �أختار رمز �ل�إ

١- �إذ� كان متوسط تغير �ل�قتر�ن ق)س( في �لفترة ]-٤ ، ٢[ يساوي 3 ، ق)-٤( = ٢ ما قيمة ق)٢(؟

د( ١٨ جـ( ١6    ب( ٢6    �أ( ٢٠    

٢- ما ميل �لمستقيم �لقاطع لمنحنى �ل�قتر�ن ق)س( �لمارّ في �لنقطتين �أ )١، 3( ، ب )3، ٩(؟ 
د( 6 جـ( ٢    ب( 3    �أ( -3   

س، ما قيمة ق/)٤(؟ 3- �إذ� كان ق)س( = 

د( ٢    ١
٤ جـ(    ١٢ ب( -     ١

٢ �أ( 

٥ عند س = ٢ ؟ 
٤- ما ميل �لمماس لمنحنى �ل�قتر�ن ق)س( = س٢ _ ١

 ٥3 د(  جـ( ١٥           ٢٠
٩ ب( -     ٤

٩ �أ( 

ص  عندما س= -١ ؟ 
س

٥- �إذ� كانت ص = )س – ١(٥ ما قيمة 

د( ٨٠جـ( صفرب( ٢٥�أ( ٥

6- �إذ� كان ق)س( = س٢ ، هـ)س( = س – ٢ ما قيمة )قΟهـ(/)١( ؟

د( ٤جـ( صفرب( ٢�أ( -٢

١ س6 + ١٠، ما قيمة ق/ )١( ؟ 
3 7- �إذ� كان ق)س( = 6س٢ – 

د( ١٠جـ( ٢٠ب( ١6�أ( 6 

٨- �إذ� كان ق)س( = س٢، هـ)س( = س + ١ فما قيمة )هـΟق(/ )٢( ؟

د( ٢جـ( ٤ب( ١�أ( 3

 عندما س = 3 ؟   
٢ص 

س٢
٩- �إذ� كانت ص = )١ – ٢س(٢ ما قيمة 

د( ٢٠جـ( -٨ب( ٨�أ( -٢٠
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١٠- �إذ� كان ق)س( = هـ)3س٢+١( فما قيمة  ق/)س( ؟

د( 3س هـ/)3س٢+١( ج( 6س هـ/)3س٢+١( ب( 3 هـ/)3س٢+١(�أ( 3س٢ هـ/)3س٢+١( 

= ٥ هو ١٠، �أجد ق)٥( علماً
 ٢
= ٢ �إلى س

 ١
س2: �إذ� كان متوسط تغير �ل�قتر�ن ق)س( عندما تتغير س من س

       باأن ق)٢( = 6 ؟       

س3: �إذ� كان متوسط �لتغير للاقتر�ن ق)س( = س٢ + 3 عندما تتغير س من ٢ �إلى  يساوي 6 فما قيمة �لثابت  ؟

س4: �إذ� كان ق)س( = س٢ + ١، �أجد ق/)3( باستخد�م تعريف �لمشتقة عند نقطة.

ق)٢ + هـ( _ ق)٢( 
هـ

  
0هـ

س5: �إذ� كان ق)س( = )س٢+٢( )3س+٤( �أجد 

س٦: �إذ� كان م )س( = س٢ × ق)س(  �أجد م/)3( علما باأن ق)3( = -٢ ،  ق/)3( = ٥ 

س٧: �أجد معادلة �لعمودي على �لمماس لمنحنى ق)س( = س3 + ٥س٢– 3 عند �لنقطة �لتي �إحد�ثيها �لسيني = ١ 

س٨: �أجد قيمة �لثابت  �لتي تجعل ميل �لمماس لمنحنى �ل�قتر�ن ص = س٢ + 3س + ١ مساوياً ٤ عندما س = ١ 

س٩: �أجد �لقيم �لقصوى للاقتر�ن ق)س( = س3 + 3س٢ + 7

س1٠: �أقيّم ذ�تي: �أكمل �لجدول �ل�آتي:

مستوى �ل�نجاز مؤشر الاداء

متوسط منخفض  مرتفع

 �أجد متوسط �لتغير

 �أستخدم �لقو�عد  في �يجاد �لمشتقات

�أجد مشتقات �ل�قتر�نات و�حل مسائل منوعة عليها



حصاء والاحتمال الاإ
)Statistics and Probability(

الوحدة الثالثة

3



ناث في فلسطين. اأقارن بين عدد الذكور وعدد الاإ
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نتهــاء مــن دراســة هــذه الوحــدة والتفاعــل مــع اأنشــطتها اأن يكونــوا قادريــن علــى  يتوقــع مــن الطلبــة بعــد الاإ
ــة مــن خــلال الاآتــي: توظيــف التوزيــع الطبيعــي المعيــاري فــي الحيــاة العمليّ

�لتعرف �إلى �لعلاقة بين �لعلامة �لمعيارية و�لعلامة �لخام.	 

حساب �لعلامة �لمعيارية، وتفسيرها.	 

�لتعرف �إلى �لتوزيع �لطبيعي �لمعياري، وخو�صّه.	 

�ستخد�م جدول �لتوزيع �لطبيعي في �إيجاد �لمساحة تحت �لمنحنى.	 

توظيف خو�ص �لتوزيع �لطبيعي في حل مسائل عملية.	 
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    العلامة المعيارية
1 - 3)Standard Score(     

�إذ� كانــت علامتــا �لطالبــة رنيــم فــي مبحثــي �لرياضيــات و�لفيزيــاء هــي ٩3 ، ٨٨ علــى �لترتيــب، فهــل 
نشاط

يعنــي ذلــك �أن تحصيــل �لطالبــة رنيــم �أفضــل فــي �لرياضيــات ؟ ................... لمــاذ� ؟ 1
.......................

للحكــم علــى �أفضليــة �لتحصيــل، ل� يكفــي �أن نعتمــد علــى �لعلامــة فقــط، و�إنمــا نحتــاج �إلــى معرفــة �لوســط �لحســابي، 
و�ل�نحــر�ف �لمعيــاري لعلامــات جميــع طلبــة �لصــف.

الوسط الحسابي )µ(: هو مجموع �لقيم )�لمشاهد�ت( مقسوماً على عددها.

    اأتذكر

 = 1=

س




 

الانحراف المعياري )(: هو �لجذر �لتربيعي لمتوسط مربعات �نحر�فات �لقيم عن وسطها �لحسابي. 



        

   = 1=

٢) −
 

)س



 

 
           

هــي:        نيســان،  شــهر  مــن  �أيــام  خمســة  فــي  صفــد  مدينــة  فــي  �لحــر�رة  درجــات  كانــت  �إذ� 
نشاط

2
٨،١٢،١٤،١6،٢٠  �أجد �لوسط �لحسابي، و�ل�نحر�ف �لمعياري لدرجات �لحر�رة.

................................... = 
    

 = 1=

س





�لوسط �لحسابي  

.......................... =



                

   = 1=

٢) −
 

)س


�ل�نحر�ف �لمعياري 

تبعد درجة �لحر�رة ١6 عن �لوسط �لحسابي بمقد�ر .........................
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Standard Score: )( العلامة المعيارية
القيمة الخام: هي �لقيمة �ل�أصلية �لتي نحصل عليها في �ختبار �أو مقياس ما، ويرمز لها بالرمز "س".

ــي تبعدهــا �لقيمــة )�لعلامــة( �لخــام عــن �لوســط �لحســابي،  ــة �لت ــات �لمعياري ــة: هــي عــدد �ل�نحر�ف ــة المعياري العلام
 _ س

 = 


وبالرمــوز فــاإن: 

آتــي �لــذي يبيــن علامــات ثلاثــة طلاب فــي �لرياضيات  معتمــد�ً علــى �لمعلومــات �لــو�ردة فــي �لجــدول �ل�
نشاط

3
و�لمحاسبة. �أجيب عن كل مما ياأتي:

تحصيل بلال �أفضل في .................................................
�أجد �لعلامة �لمعيارية للطالب بلال في �لرياضيات و�لمحاسبة 

١,٨ = 
6٨٢ – ٤

١٠
 = 
 _ س

 = 
١



�لعلامة �لمعيارية للرياضيات 

٢ =
  7٨٠ – ٠

 =
٥

 
 _ س

 = 
٢



�لعلامة �لمعيارية للمحاسبة 

تحصيل بلال �أفضل  في �لمحاسبة؛ ل�أن علامته
�لمعيارية في �لمحاسبة �أكبر من �لعلامة �لمعيارية

في �لرياضيات.

تحصيل يامن �أفضل في..................

�لمحاسبة�لرياضيات

6٤7٠�لوسط �لحسابي

 ١٠٥�ل�نحر�ف �لمعياري

٨٢٨٠بلال

6٤7٠يامن

6٠6٠كنان

تحصيل كنان �أفضل في.................           

مثــال )1(: مــز�رع فلســطيني يــزرع �لبنــدورة فــي ســهل مــرج �بــن عامــر، كان �لوســط �لحســابي لكتلــة )3٠٠( صنــدوق 
بنــدورة ١7 كغــم، و�نحر�فهــا �لمعيــاري )٢( كغــم، �ختيــرت 3 صناديــق، وكانــت كتلهــا ١3 كغــم،  ١٩ كغــم، ١7 كغــم 

علــى �لترتيــب. �أجــد �لعلامــة �لمعياريــة لكتــل كل مــن �لصناديــق �لثلاثــة.

  ،لوسط �لحسابي للكتل� µ ،حيث ع هي �لعلامة �لمعيارية، س �لكتلة �لخام ،
 _ س

 = 


الحل: 

�ل�نحر�ف �لمعياري لها.

٢- =
  ١7 _ ١3

 =
١


٢
- �لعلامة �لمعيارية للصندوق �ل�أول 

١ =
  ١7 _ ١٩

 =
٢


٢
- �لعلامة �لمعيارية للصندوق �لثاني 



٨٠

= صفر
  ١7 _ ١7

 =
3


٢
- �لعلامة �لمعيارية للصندوق �لثالث 

مثــال )2(: حصلــت عهــد علــى علامــة مــا فــي �لرياضيــات، وكانــت �لعلامــة �لمعياريــة �لمقابلــة لهــا )٥‚١( علماً باأن �لوســط 
�لحســابي لعلامــة طالبــات صفهــا كان )٨٥( و�ل�نحــر�ف �لمعيــاري )6(، �أجــد علامــة عهد في �ختبــار �لرياضيات.

 _ س
 =

 



الحل: 

،  ٩ = س – ٨٥   ومنها   س = ٩٤
س _ ٨٥  

 
6

 = ١,٥

مثال )3(: �إذ� كانت �أعمار )٥( �أشخاص كال�آتي: ٢٠، ٨، ١٢، ١٤، ١6، �أجد:

١( �لعلامة �لمعيارية �لمناظرة ل�أعمار هؤل�ء �ل�أشخاص.
٢( �لوسط �لحسابي للعلامات �لمعيارية.
3( �ل�نحر�ف �لمعياري للعلامة �لمعيارية.

١٤ = 
7٠
٥

 = 
١ + ١٤ + ١٢ + ٨6 + ٢٠

٥
 =
    

 = 1=

س





الحل: 

س _ )س _ (٢)س _ (�لعمر )س(
 =

 




٢٠636١,٥ = 
6
٤

١6٢ = ٢٤٠,٥
٤

صفر١٤٠٠

٢ = -٤٠,٥-١٢٢-
٤

٨6-36١,٥- = 
6-
٤

صفر٨٠�لمجموع
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٨٠
٥ =١6 =٤ =



                

   = 1=
٢
) −

 

)س



٢( �لوسط �لحسابي للعلامات �لمعيارية:

١,٥ + ٠,٥ + ٠ + -٠,٥ + -١,٥

٥
= 

    

               = صفر

3( �ل�نحر�ف �لمعياري للعلامات �لمعيارية: 



                

   = 

1=

٢
)  −

 
 (

٥
=

١,٥_٠(٢ + )٠,٥_٠(٢ + )٠_٠(٢ + )-٠,٥_٠(٢ + )-١,٥_٠(٢(
    

٥ = ١
٥  = 




 مجموعــة مــن �لقيــم �ل�أصليــة، وكانــت �لعلامــات �لمعياريــة 

، .........، س

٢
، س

١
نتيجــة: �إذ� كانــت س

فــاإن �لوســط �لحســابي  لمجموعــة هــذه �لعلامــات 
 
 ،............ ،

٢
 ،

١
 لمقابلــة لهــا هــي�

.١ = 

 يســاوي صفــر�ً، و�ل�نحــر�ف �لمعيــاري لهــا

مثال )4(: �إذ� كانت �لعلامات �لمعيارية �لمناظرة ل�أطو�ل ٥ �أشجار صنوبر كال�آتي:

      ل ، ٠,٥ ، صفر، -٠,٥، -١,٥ فما قيمة ل

الحل: ل + ٠,٥ + ٠ + -٠,٥ + -١,٥ = صفر 

ل + -١,٥ = صفر             

ل = ١,٥     

مثال )5(: �إذ� كانت علامتا طالبين في �متحان �لمحاسبة 7٠ ، ٨٨ وكانت علامتاهما �لمعياريتان �لمناظرتان
-٠,٨ ، ١ على �لترتيب، ما �لوسط �لحسابي و�ل�نحر�ف �لمعياري لعلامات طلبة �لصف في �ل�متحان؟

  
 _ س

 = 
         



٨2

 

  _ 7٠
 = ٠,٨-

            

)١( ..........  – 7٠ = وبالضرب �لتبادلي: -٠,٨
                    

 _ ٨٨
 = ١

  


 
       )٢( ..........   ٨٨ =  :وبالضرب �لتبادلي

       

�أحل �لمعادلتين )١( ، )٢( بالحذف

  ٨٨ =    

  7٠ = ٠,٨-        
                 

١٠ =  ١٨ ومنها = بالطرح ١,٨

     7٨ =  ومنها   وبالتعويض في �إحدى �لمعادلتين ينتج �أن ١٠ = ٨٨

�أي �أن �لوسط �لحسابي = 7٨  و�ل�نحر�ف �لمعياري = ١٠
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3 - 1  تمارين ومسائل

آتــي ٤٠ كغــم، ٥٠ كغــم، 6٠ كغــم، 7٠ كغــم، ٥٥ كغــم.  س1: فــي مزرعــة خــر�ف، �إذ� كانــت كتــل )٥( خــر�ف كال�
�أجــد �لعلامــات �لمعياريــة للكتــل؟

س2: �إذ� علمــت �أن علامــة علــي فــي �متحــان �للغــة �لعربيــة 7٢، وفــي �لمحاســبة 6٩، وفــي �لرياضيــات 7٥، و�لوســط 
�لحســابي لعلامــات طلبــة �لصــف فــي �لمــو�د �لثــلاث بالترتيــب هــو 6٩، 6٨، 7٩، و�ل�نحــر�ف �لمعيــاري ١، ٤، ٢، 

فــي �أي �لمــو�د كان تحصيــل علــي �أفضــل؟

س3: �إذ� كان �لوســط �لحســابي ل�أطــو�ل �أشــجار �لصنوبــر فــي محيــط بــرك ســليمان فــي بيــت لحــم ١7متــر�ً و�ل�نحــر�ف 
�لمعيــاري لمجموعــة �ل�أطــو�ل يســاوي 3م، �أجــد �ل�أطــو�ل �لحقيقيــة للاأشــجار �لتــي �لعلامــات �لمعياريــة ل�أطو�لهــا هــي: 

.٢ ، -١,٨

آتــي ٠,٥ ، ٠,٥ك ، -١,٥ ، ٠ ، -٠,٥،  س4: �إذ� حولــت �لقيــم �لخــام لمجتمــع �إحصائــي �إلــى علامــات معياريــة وكانــت كال�
�أجــد قيمــة ك ؟ �أتحقــق �أن �ل�نحــر�ف �لمعيــاري للعلامات �لمعيارية يســاوي ١.

ــان -٢ ، 3 علــى �لترتيــب. �أجــد �لوســط �لحســابي  ــان �لمعياريت ــان ٤٤ ، ٨٤ تقابلهمــا �لعلامت س5: �إذ� كانــت �لعلامت
و�ل�نحــر�ف �لمعيــاري لتوزيــع �لعلامــات �ل�أصليــة؟

س٦: �إذ� كانــت �لعلامــات �لمعياريــة �لمقابلــة للعلامتيــن ٨٥ ، 7٠ هــي ١ ، -٢ علــى �لترتيــب. �أحســب �لعلامــة 
�لمعياريــة للعلامــة �لخــام 7٥.
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   التوزيع الطبيعي المعياري
2 - 3)Standard Normal Distribution(     

تكمــن وظيفــة �لهيموجلوبيــن فــي �لــدم، باأنـّـه يقــوم بحمــل �ل�أكســجين و�لغــذ�ء �إلــى �لخلايــا �لحيويّــة 

نشاط
1

ــدّدة  ــتويات مح ــن فــي مس ــون نســبة �لهيموجلوبي ــق �لجســم، ويجــب �أن تك ــة فــي جميــع مناط كافّ
ــن �أعضــاء �لجســم مــن �لقيــام بوظائفهــا بكفــاءة  نســان وجنســه، حتــى تتمكّ تختلــف حســب عمــر �ل�إ
آتــي: عنــد �لذكــور �لبالغيــن: مــن   عاليــة. و�لمســتوى �لطبيعــي للهيموجلوبيــن يجــب �أن يكــون كال�
نــاث: مــن ١١ - ١٤ جــر�م/ ديســيليتر، وعنــد �ل�أطفــال: مــن  ٥‚١3 - ٥‚١7جــر�م/ ديســيليتر، عنــد �ل�إ

أم �لحامل: من ١١ - ١٤ جر�م/ ديسيليتر. ١١ - ١6 جر�م/ ديسيليتر، وعند �ل�
�إذ� كانت نسبة �لهيموجلوبين عند سيدة عمرها ٤٥ سنة هي ٨‚٨، فاإن هذه �لنسبة تكون �أقل من �لمعدل �لطبيعي.

�إذ� كانت نسبة �لهيموجلوبين عند رجل مدخن هي ٥‚١٢، فاإن هذه �لنسبة تكون................
�إذ� كانت نسبة �لهيموجلوبين عند طفل هي ١3، فاإن هذه �لنسبة تكون..............................  

مثـّـل �لمعلــم حمــد�ن علامــات طــلاب مدرســته فــي مــادة 
نشاط

2

�لرياضيــات بيانيــاً، كمــا هو في �لشــكل �لمجــاور. �أل�حظ 
�أن هنــاك تجمعــاً لعلامــات �لطــلاب فــي �لمنتصــف، كما 
�أن شــكل �لتمثيــل �لبيانــي لتوزيــع �لعلامــات يشــبه �لجرس 

تقريباً. �إن مثل هذ� �لتوزيع يسمى توزيعاً طبيعياً.

�لوسط �لحسابي للعلامات يقع في �لفئة )7١-7٥(
�لوسيط للعلامات يقع في �لفئة ..................
�لمنو�ل للعلامات هو مركز �لفئة ................

 �إذ� كان �لوسط = �لوسيط = �لمنو�ل يكون �لتوزيع طبيعياً.
اأتعلم

 التوزيع الطبيعي:
يوجــد �لعديــد مــن �لتوزيعــات �ل�حتماليــة، ومنهــا �لتوزيــع �لطبيعــي، ويعتبــر �لتوزيــع �لطبيعــي مــن �أهــم �لتوزيعــات �ل�حتمالية 
أنــه يمثــل كثيــر�ً مــن �لظو�هــر �لتــي تقابلنــا فــي �لحيــاة �لعمليــة، مثــل: �ل�أطــو�ل، و�لكتــل، و�ل�أعمــار،  حصــاء، ل� فــي علــم �ل�إ

ودرجــات �لحــر�رة، و�لدخــول �لشــهرية، وغيرهــا مــن �لظو�هــر �لمتصلــة.
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خصائص التوزيع الطبيعي:
١( �لتمثيل �لبياني له منحنى يشبه �لجرس، ومتماثل حول �لمستقيم �لر�أسي �لمار بالوسط.

٢( يتساوى فيه �لوسط و�لوسيط و�لمنو�ل.
3( �لمنحنى متصل.

٤( يقترب �لمنحنى من �لمحور س، ولكنه ل� يمسه.

التوزيــع الطبيعــي المعيــاري: هــو التوزيــع للعلامــات المعياريــة، وســطه  الحســابي يســاوي صفــراً، وانحرافــه 
المعيــاري يســاوي )1(.

وسنركز في در�ستنا هذه على �لتوزيع �لطبيعي �لمعياري.

جدول المساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري:
�لمســاحة �لكليــة تحــت �لمنحنــى �لطبيعــي �لمعيــاري تســاوي وحــدة مســاحة و�حــدة، وقــد وضــع �لعلمــاء جــد�ول خاصــة 

تبيــن نســبة �لمســاحة تحــت �لمنحنــى و�لمحــدودة بقيمــة معينــة مــن �لعلامــات �لمعياريــة.
سنعتمد �لجد�ول �لملحقة في نهاية �لكتاب و�لتي تعطي �لمساحة �لمحصورة تحت  حيث ع عدد حقيقي.

مثال )1(: باستخد�م جدول �لتوزيع �لطبيعي �لمعياري، �أجد كلاّ من:

)١‚١7 = ( لمساحة تحت� )أ�

)٢‚١ = ( لمساحة فوق� )ب

)١- = ( لمساحة تحت� )جـ

)٥‚٠- = ( لمساحة فوق� )د

)٠,١٥ =
 ٢( و )٠,٨- =

 ١( لمساحة �لمحصورة بين� )هـ
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�لحل: �أ( �لمساحة تحت ) = ١7‚١( = ٨7٩٠‚٠ ويتم �إيجادها من جدول �لتوزيع �لطبيعي �لمعياري وتحدد من 

تقاطع �لصف ١‚١ ومن �لعمود ٠,٠7، حيث �أن تقاطع �لعمود مع �لصف يمثل قيمة �لمساحة. �أل�حظ �لشكل: 

٠ ١‚١7

٨‚٠7٩٠

ب( �لمساحة فوق ) = ٢‚١( = ١ – �لمساحة تحت ) = ٢‚١( = ١ _ ٨٨٤٩‚٠ = ١١٥١‚٠ �أل�حظ �لشكل:

٠ ٢‚١

١١٥١‚٠

جـ( �لمساحة تحت ) = -١( = ١٥٨7‚٠ مباشرة من �لجدول، �أل�حظ �لشكل:

٠ ١-

١٥٨‚٠7
            

د( �لمساحة فوق ) = -٠,٥( = ١ _ )�لمساحة تحت ع = -٠,٥(

                                = ١ _ 3٠٨٥‚٠ = 6٩١٥‚٠ �أل�حظ �لشكل:

٠,٥-

٠‚6٩١٥
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)٠,١٥ = 
٢( و )٠,٨- = 

١( لمساحة �لمحصورة بين� )هـ

)٠,٨- = ( لمساحة تحت� _ ).,١٥ = ( لمساحة تحت� =

٠,3٤77 = ٠,٥٥٩ _ ٠,٢١١٩6 =                 

٠ ٠,١٥

٠,3٤77

٠,٨-

مثال )2(: �أجد قيمة ع في كل مما ياأتي:

�أ( �لمساحة تحتها تساوي ٠,٩٨٥٠ 

ب( �لمساحة فوقها تساوي 66٢٨,٠  

الحل: �أ( �لمساحة تحت  تساوي ٠,٩٨٥٠ ، �أبحث في �لجدول عن �لمساحة ٠,٩٨٥٠ ، �أجد �أنها تقع عند تقاطع

صف  = ٢,١  وعمود ٠,٠7 ، ومنها   = ٢,١7 ، �أل�حظ �لشكل �ل�آتي: 

٠ ١‚٢7

٠,٩٨٥٠

 تساوي ٠,66٢٨ = ١ _ �لمساحة تحت  ب( �لمساحة فوق

٠,66١ _ ٢٨ =  لمساحة تحت�

 ٠,337٢ =    

٠,٤٢-

٠,66٢٨
من �لجدول  = -٠,٤٢ �أل�حظ �لشكل �لمجاور:             

ــة �لتــي ينتجهــا �أحــد �لمصانــع هــو ١٢٠٠ ســاعة بانحــر�ف  ــال )3(: �لوســط �لحســابي ل�أعمــار �لمصابيــح �لكهربائي مث
معيــاري مقــد�ره 3٠٠ ســاعة، فــاإذ� كانــت هــذه �ل�أعمــار تتبــع �لتوزيــع �لطبيعــي و�ختيــر �أحــد �لمصابيــح عشــو�ئياً، فمــا 

�لنســبة �لمئويــة ل�أن يبقــى �لمصبــاح �لكهربائــي صالحــاً مــدة تزيــد علــى ١٨٠٠ ســاعة.
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)
س=١٨٠٠

|
الحل: نسبة �أن يبقى �لمصباح صالحاً لمدة تزيد على ١٨٠٠ ساعة = �لمساحة فوق ) 

  س


 = 

٢ =
  ١٢٠٠  ١٨٠٠

 = 
س=١٨٠٠

|3٠٠          

)٢ = ( لمساحة = �لمساحة فوق�

)٢ = ( ١ – �لمساحة تحت =

                ٠,٩ = ٠,٠٢٢٨77١ – ٢ =

٠ ٢

٠,٠٢٢٨

 �لنسبة �لمطلوبة = ٠,٠٢٢٨ × ١٠٠% = ٢,٢٨%           

مثــال )4(: �لوســط �لحســابي لكتــل ١٠٠٠ شــخص يســاوي 6٥ كغــم، و�ل�نحــر�ف �لمعيــاري للكتــل ١٠ كغــم، فــاإذ� 

كانــت �لكتــل تتبــع �لتوزيــع �لطبيعــي، فمــا نســبة �ل�أشــخاص �لذيــن تقــع كتلهــم بيــن 6٥ كغــم و ٩٥ كغــم؟ ومــا عددهــم؟

الحل: نسبة �ل�أشخاص �لذين كتلهم بين 6٥ كغم، ٩٥ كغم

٠ 3

٠,٤٩٨7

= �لمساحة �لمظللة في �لشكل �لمقابل.            

       �أحول �لقيمة �لخام ٩٥ �إلى علامة معيارية
         س


 =       

3 = 
6٩٥ - ٥

١٠
 = 

س=٩٥
|

نسبة �ل�أشخاص = �لمساحة بين ) = صفر ، و  = 3(      لماذ�؟

                = �لمساحة تحت ) = 3( – ٥,.     لماذ�؟

.,٠,٩٩٨ – ٥7  =                

 ٠,٤٩٨7 =        

�أي �أن �لنسبة �لمئوية للاأشخاص �لذين تنحصر كتلهم بين 6٥ كغم و ٩٥ كغم = ٤٩,٨7% 

عدد هؤل�ء �ل�أشخاص = ١٠٠٠ × ٠,٤٩٨7 ≈ ٤٩٩ شخصاً.
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3 - 2  تمارين ومسائل

آتية: س1: �أجد �لمساحة تحت �لمنحنى �لطبيعي �لمعياري في كل من �لحال�ت �ل�

)١,3٨ = ( تحت  ) أ�

)٠,٩٠ = ( فوق )ب

)١,٥ = ( و )١,٥- = ( بين )جـ

آتية: س2: �أجد �لعلامة �لمعيارية )( في كل من �لحال�ت �ل�

�أ (  �لمساحة تحت  هي ٠,٨٥٥٤

ب( �لمساحة فوق  هي 773٤,٠ 

جـ( �لمساحة بين - و  هي 6,٠

س3: مدرســة ثانويــة فيهــا ٥٠٠ طالــب، �أطو�لهــم تتبــع �لتوزيــع �لطبيعــي بوســط حســابي يســاوي ١6٥ســم، وبانحــر�ف معيــاري 

١٠ســم، مــا نســبة �لطلبــة �لذيــن تنحصــر �أطو�لهــم بيــن ١٥٠ســم، ١٨٠ســم ؟ ومــا عددهــم ؟

س4: �إذ� كان �لزمــن �لــذي يســتغرقه بائــع جر�ئــد للوصــول �إلــى �أحــد �لبيــوت يتخــذ توزيعــاً طبيعيــاً، بوســط حســابي ١٢ 
أيــام �لتــي  دقيقــة وباإنحــر�ف معيــاري دقيقتــان، وكان هــذ� �لمــوزّع ينقــل �لجر�ئــد يوميّــاً علــى مــد�ر 36٥ يومــاً، مــا عــدد �ل�

يســتغرق فيهــا �لمــوزّع زمنــاً:
�أ( يزيد على ١7 دقيقة؟

ب( ينحصر بين ٩ - ١3 دقيقة؟

س5: �إذ� كانــت علامــات 6٠٠ طالــب تتخــذ توزيعــاً طبيعيــاً بوســط حســابي 7٢ وبانحــر�ف معيــاري ٨ وكانــت علامــة 

�لنجــاح هــي 6٠، �أجــد:

�أ (  �لنسبة �لمئوية للطلبة �لذين تقع علاماتهم بين 6٢، 7٨

ب( عدد �لطلبه �لر�سبين. 

س٦: تتبــع رو�تــب ١٠٠٠ موظــف فــي �إحــدى �لشــركات توزيعــاً طبيعيــاً بوســط حســابي 7٠٠ دينــار، وبانحــر�ف معيــاري 

٢٠ دينــار�ً. �أحســب عــدد �لموظفيــن �لذيــن تنحصــر رو�تبهــم بيــن 6٨٠ دينــار�ً و 7٤٠ دينــار�ً.
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3 - 3   تمارين عامة:

جابة �لصحيحة في كل مما ياأتي: س1: �أضع د�ئرةً حول رمز �ل�إ

ما قيمة �لوسط �لحسابي )( و�ل�نحر�ف �لمعياري )( لمنحنى �لتوزيع �لطبيعي �لمعياري:( ١

٠ =  ، ١ =  )١      د =  ، ٠ =  )٠     جـ =  ، ٠ =  )١     ب =  ، ١ =  )أ�

ما �لعلامة �لمعيارية �لمناظرة للعلامة 77 علماً باأن �لوسط �لحسابي 7٠ و�ل�نحر�ف �لمعياري ١٤ ؟( ٢

د( ٢          �أ( -٢     ب( -٠,٥                جـ( ٠,٥                

3( �إذ� كان �لوسط �لحسابي لمجموعة من �لمفرد�ت 7٥ و�ل�نحر�ف �لمعياري ١٥ فما �لعلامة �لخام �لمناظرة للعلامة 

�لمعيارية  = ٢؟

د( ١٠٥                �أ(  ١٠3                ب( ١٠٨                 جـ( ١٠٤  

٤( �إذ� كان تقييــم �أد�ء موظفــي بنــك  يتبــع �لتوزيــع �لطبيعــي بوســط حســابي ٨‚3 وباإنحــر�ف معيــاري ٤‚٠ وتقييــم موظفــي 
بنــك ب يتبــع �لتوزيــع �لطبيعــي بوســط حســابي 6‚3 وباإنحــر�ف معيــاري ٢‚٠ ، �إذ� كان وســيم موظفــاً فــي بنــك  وتقييمــه 

3‚٤ وفــر�س موظفــاً فــي بنــك ب تقييمــه 7‚3 مــا �لعبــارة �لصحيحــة فــي كل ممــا يلــي:

�أ( �أد�ء فر�س �أفضل من �أد�ء وسيم.   جـ( كلا �لموظفين لهما نفس �ل�أد�ء.

ب( �أد�ء وسيم �أفضل من �أد�ء فر�س.   د( ل� يمكن �لحكم على �أد�ئهما.
٥( ما �لمساحة تحت ) = ٢,٨٥(؟

   �أ( ٩٩7٨‚٠           ب( ٠٠٢٢‚٠         جـ( ٠3٢٢‚٠        د( ٩7٨٨‚٠
:)١,6٥<< ٠,٩6( ما مساحة �لمنطقة بين )6

د( 7٨٢‚١ �أ( ٠٩٩١‚٠           ب( ١١٩٠‚٠         جـ( ٨١٢‚١  
7( ما مجموع �لعلامات �لمعيارية لتوزيع طبيعي معياري؟

د( ٥٠٠٠‚٠ �أ( ١                     ب( ٠                   جـ( -١   

٨( �إذ� كانت �لعلامة �لخام �أقل من �لوسط �لحسابي في توزيع ما، فاإن �لعلامة �لمعيارية �لمناظرة )( تكون:

د( موجبة �أو سالبة ب( موجبة   جـ( صفر   �أ( سالبة  

 فما قيمة �لثابت  ؟
٢
١- ،  ، ٢

3- ،
٢
٩( �إذ� كانت �لعلامات �لمعيارية لخمسة طلاب كما يلي ١،  ١

٢
د(  ١   

٢
�أ( ١                 ب( -١                       جـ( -١
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١٠( ما �لمساحة �لو�قعة )فوق  = 7٥¸٠(؟

د(  ٠,٥7٢١ �أ( ٠,٢٢66          ب( ٠,٢73٤                 جـ( 7٥١٢,٠  

ــان للعلامتيــن 7١ ، ٥3 همــا ٠,٥ ، -١ علــى �لترتيــب، �أجــد �لوســط  ــان �لمناظرت ــان �لمعياريت س2: �إذ� كانــت �لعلامت

�لحســابي و�ل�نحــر�ف �لمعيــاري للعلامــات �لخــام لطلبــة �لصــف.

أرز بوســط حســابي يســاوي ١,٠١ كغــم، وبانحــر�ف معيــاري يســاوي  س3: خــط �إنتــاج فــي مصنــع ينتــج �أكياســاً مــن �ل�

٠,٠٢ كغــم. �أجــد:

�أ (  نسبة �ل�أكياس �لتي كتلتها �أقل من ١,٠3 كغم.

ب( نسبة �ل�أكياس �لتي تتر�وح كتلها بين ١ كغم  و ١,٠٥ كغم.

س4: �إذ� �رتبــط عمــر بطاريــة �لســيارة بالمســافة �لتــي تقطعهــا �لســيارة باســتعمال هــذه �لبطاريــة، وعلــم �أن عمــر �أحــد 

�أنــو�ع بطاريــات �لســيار�ت يتــوزع توزيعــاً طبيعيــاً بوســط حســابي ١٠٠٠٠٠كــم، وبانحــر�ف معيــاري ١٠٠٠٠كــم. 

ــي �لشــهر. �أجــد: ــوع ف ــن هــذ� �لن ــة م و�أنتجــت �إحــدى �لشــركات ٢٠٠٠٠ بطاري

�أ ( عدد �لبطاريات �لتي يتر�وح عمرها بين ٩٠٠٠٠ كم، ١١٠٠٠٠ كم.

ب( عدد �لبطاريات �لتي يزيد عمرها على ١٢٠٠٠٠ كم. 

جـ( �لنسبة �لمئوية للبطاريات �لتي تتر�وح �أعمارها بين ٨٠٠٠٠ كم، ١١٠٠٠٠ كم.

س5: نادي رياضي مكون من ٤٠٠ عضو تتبع �أعمارهم �لتوزيع �لطبيعي بوسط حسابي ٤٠ سنة وبانحر�ف معياري 

٥ �أجد: 

�أ ( عدد �ل�أعضاء �لذين تزيد �أعمارهم على ٥٠ سنة.

ب( عدد �ل�أعضاء �لذين تتر�وح �أعمارهم بين 3٥ سنة �إلى ٤٥ سنة.

س٦: �أقيّم ذ�تي: �أكمل �لجدول �ل�آتي:

مستوى �ل�نجاز مؤشر الاداء

متوسط منخفض  مرتفع

 �جد �لعلامة �لمعيارية

 �جد �لمساحة تحت �لمنحنى �لطبيعي

 �حل مسائل منتمية ل�يجاد كل من �لوسط و�ل�نحر�ف �لمعياري

 �وظف �لمنحنى �لطبيعي في حل مشكلات حياتية



التكامل
)Integration(

الوحدة الرابعة

4



اأفكر واأناقش: كيف اأجد مساحة المناطق المحصورة بين بعض الاأقواس 
والمحور الاأفقي في الصورة؟
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نتهــاء مــن دراســة هــذه الوحــدة والتفاعــل مــع اأنشــطتها اأن يكونــوا قادريــن علــى  يتوقــع مــن الطلبــة بعــد الاإ
توظيــف قواعــد التكامــل غيــر المحــدود فــي الحيــاة العمليّــة مــن خــلال الاآتــي:

�لتعرف �إلى مفهوم �لتكامل غير �لمحدود.	 

�إيجاد �لتكامل غير �لمحدود.	 

�لتعرف �إلى قو�عد �لتكامل غير �لمحدود وتوظيفها في �إيجاده.	 

�لتعرف �إلى �لتكامل �لمحدود، وحسابه.	 

�لتعرف �إلى خو�ص �لتكامل �لمحدود وتوظيفها في حسابه.	 

�ستخد�م طريقة �لتعويض في �إيجاد بعض �لتكاملات.	 

توظيف �لتكامل غير �لمحدود في تطبيقات هندسية.	 

توظيف �لتكامل �لمحدود في �إيجاد بعض �لمساحات.	 
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        التكامل غير المحدود
1 - 4)Indefinite Integral(          

ــاً ظاهــرة  ــا شــاهد� مع ــى شــاطئ �لبحــر، عندم ــه عل ــق ل ــة مــع صدي ــة قمري ــة ليلي ــي رحل ــي ف كان عل
نشاط

1
طبيعيــة وهــي �لمــد و�لجــزر، وتحدثــا معــاً علــى وجــود كثيــر مــن �لظو�هــر �لطبيعيــة �لمتعاكســة فــي 
�لحيــاة �لطبيعيــة، مثــل: �لتجمــد و�ل�نصهــار، و�لتجــاذب و�لتنافــر، و�لتاأكســد و�ل�ختــز�ل، وفــي 
�لرياضيــات هنــاك عمليتــا �لجمــع و�لطــرح، وعمليــة �إيجــاد مربــع عــدد حقيقــي موجــب، هــي عكــس 

عملية �إيجاد �لجذر �لتربيعي لهذ� �لمربع. 

�إذ� كان ق)س( = س3 فاإن ق/)س( = 3س٢، �إذ� كان ق/)س( = ٢س، فاإن ق)س( = ...........؟    
ــي  ــة �ل�شــتقاق �لت ــة عكســية لعملي ــى ق/)س( هــي عملي أول ــذي عُلِمــت مشــتقته �ل� ــر�ن ق)س( �ل ــة �إيجــاد �ل�قت �إن عملي

تعلمتهــا فــي �لوحــدة �لســابقة.

مثال )1(: �أكتب ثلاثة �قتر�نات مشتقتها �ل�أولى هي ٤س3 ؟

الحل: ق)س(= س٤، ك)س(= س٤ + ١3، هـ)س( = س٤ _ ، جميعها مشتقتها هي ٤س3.

 ) – أل�حــظ �أن ق)س( – ك)س( = س٤  – )س٤  + ١3( = -١3 وكذلــك ك)س( – هـــ)س( = )س٤  + ١3( – )س٤�
= ١3 +  �أي �أن �لفــرق بيــن �أي �قتر�نيــن لهمــا نفــس �لمشــتقة هــو عــدد ثابــت، لذلــك فــاإن �ل�قتــر�ن �لــذي مشــتقته 

٤س3 ســيكون علــى �لصــورة ق)س( = س٤ + جـــ، �أي �أن �لتكامــل عمليــة عكســية للتفاضــل.

تعريف:
أولــى للاقتــر�ن ق)س(، فــاإن �ل�قتــر�ن ق)س( + جـــ يمثــل مجموعــة  �إذ� كان �ل�قتــر�ن ق/)س( هــو �لمشــتقة �ل�

أولــى ق/)س(، ويســمى بالتكامــل غيــر �لمحــدود للاقتــر�ن ق/)س(، �أو يســمى بال�قتــر�ن  �ل�قتر�نــات �لتــي مشــتقتها �ل�

�ل�أصلــي �لــذي مشــتقته ق/)س(.

وبالرمــوز يكتــب: ق/)س( س = ق)س( + جـــ ، جـــ  ، �لرمــز  هــو �إشــارة �لتكامــل، س تشــير �أن �ل�قتــر�ن 

بدل�لــة �لمتغيــر س ، جـــ يســمى ثابــت �لتكامل.
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مثال )2(: �أجد ٢س ؟

الحل: ٢س = ق)س( ، حيث ق/)س( = ٢

ق)س( = ٢س + جـ

٢س = ٢س + جـ )�ل�قتر�ن �ل�أصلي(.

مثال )3(: �أجد 3س٢ س ؟

الحل: 3س٢ س = ك)س(، حيث ك/)س( = 3س٢                                         

ك)س( = س3 + جـ

3س٢ س = س3 + جـ )�ل�قتر�ن �ل�أصلي(.

مثال )4(: �أي من �ل�قتر�نين ق)س( = ٢س3 + ٤س٢ + ٤س + جـ
هـ)س( = ٢س3 + ٥س٢ + ٤س + جـ

يمكن �عتباره �قتر�ناً �أصلياً للمشتقة )6س٢ + ١٠س + ٤( ؟

الحل: ق/)س( = 6س٢ + ٨س + ٤

هـ/)س( = 6س٢ + ١٠س + ٤

هـ)س( = ٢س3 + ٥س٢ + ٤س + جـ هو �ل�قتر�ن �ل�أصلي للمشتقة )6س٢ + ١٠س + ٤(  
وبالرموز )6س٢ + ١٠س + ٤( س = ٢س3 + ٥س٢ + ٤س + جـ

مثال)5(: �إذ� كان ق)س( = )س٢ + س()س – ٢( س ، �أجد ق/)س( ؟

الحل: ق/)س( = مشتقة )س٢ + س()س – ٢( س، وبما �أن �ل�شتقاق عملية عكسية للتكامل، 

فاإن ق/)س( = )س٢ + س()س _ ٢(.
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4 - 1   تمارين ومسائل

س1. �أكمل �لجدول �ل�آتي:

الاقتران الاأصلي ق)س( + جـالمشتقة ق/ )س(

 ٤س١3.

 س٤ + س3 + ٢س + جـ٢.

 ٢س + 3١.

 )٤س٢ +  )3س٤.

س2. �أضع �إشارة  �أمام �لعبارة �لصائبة و�إشارة � �أمام �لعبارة �لخاطئة:

 + ٤س
٥س٢
٢

�أ ( )٥س + ٤( س =

ب( )6س٥ + 3س٢( س = س6 + س3 + جـ

جـ( )٢س3 + 3س( س = 6س + 3

+ جـ
٥
س

س =
٥-
س٢

 )د

هـ( ٢نقس = نق٢ + جـ

و( ٢نقنق = نق٢ + جـ

 س، �أجد ق/)س(. 
س٢ + 3
س + ١

 = )س3. �إذ� كان ق)س
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4 - 2       قواعد التكامل غير المحدود
)Rules of Indefinite Integral(       

�لميــر�ث شــرعة �للــه ســبحانه وتعالــى فــي كتابــه �لعزيــز، ورغــم هــذ� �لتشــريع �إل� �أن بعــض �لمشــاكل بيــن 
أنظمــة و�لتشــريعات و�لقو�نيــن �لتــي تخــص توزيــع هــذ� نشاط �لنــاس تحــدث بســبب عــدم رجــوع �لنــاس �إلــى �ل�

�لمير�ث، حيث �إن �ل�عتماد على هذه �لقو�نين �أو �لقو�عد، يساعد في عملية توزيع �لمير�ث بسهولة.

وللعلــوم �ل�أخــرى فــي �لحيــاة قو�نيــن وقو�عــد تســهّل فهــم �لمســائل و�لمشــكلات �لعمليــة و�لعلميــة، وتعمــل علــى تحليلهــا 
وحلهّا.

�إذ� كان �ل�قتــر�ن �ل�أصلــي للمشــتقة ق/)س( = 3س٢ هــو س3 + جـــ، فكيــف يمكــن �إيجــاد �ل�قتــر�ن �ل�أصلــي للمشــتقة 

يجــاد �ل�قتــر�ن �ل�أصلــي؟ ق/)س( = ٤س3 + 3س٢ _ 3 ؟ هــل يوجــد قو�عــد ل�إ

�ل�قتر�ن �ل�أصلي لـِ ٤س3 هو س٤ + جـ 

�ل�قتر�ن �ل�أصلي لـِ 3س٢ هو س3 + جـ 

�ل�قتر�ن �ل�أصلي لـِ -3 هو ........

�ل�قتر�ن �ل�أصلي لـِ ٤س3 + 3س٢ _ 3 هو ......

مثال )1(: �أجد 3س ؟

الحل: �لمطلوب هو �إيجاد �ل�قتر�ن �ل�أصلي ق)س( �لذي مشتقته �ل�أولى ق/)س( = 3.
من معلوماتنا في �لتفاضل، �أل�حظ �أن �ل�قتر�نات:

)س( = 3س + ٥،
٢
)س( = 3س            ،    ق

١
ق

)س( = 3س + ثابت
٤
٢    ،    ق )س( = 3س _ 

3
ق

أولــى ق/)س( = 3، �أل�حــظ �أن �لفــرق بيــن هــذه �ل�قتر�نــات هــو فــي �لحــد �لثابــت فقــط، ولذلــك  هــي �قتر�نــات مشــتقتها �ل�
فاإن �ل�قتر�ن �ل�أصلي ق)س( �لذي مشــتقته ق/)س( = 3 هو ق)س( = 3س + جـ.

�أي �أن 3س = 3س + جـ
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قاعدة )  :)1س =  س + جـ  ،   ، جـ عددين حقيقيين.

آتية:  مثال )2(: �أجد �لتكاملات �ل�

  . 
١
٢  )3         ص 3   )٢ ١( -٥س    

الحل: ١( -٥س = -٥س + جـ، �ل�قتر�ن بدل�لة �لمتغير س.

ص + جـ، �ل�قتر�ن بدل�لة �لمتغير ص. 3  3ص =   )٢

. جـ، �ل�قتر�ن بدل�لة �لمتغير +  
١
٢

 =  
١
٢  )3

 مثال )3(: �أتاأمل �لجدول �ل�آتي، و�أجيب عن �ل�أسئلة �للاحقة:

ق)س(
س3
3

7 + 
س٤
٤

س٥
٥

٢ + 
س6
6

س٥س٤س3س٢ق/)س(

١. ما �لعلاقة بين درجة ق/)س( و درجة ق)س(؟
٢. ما �لعلاقة بين معامل �لحد �لذي يحتوي على س في ق)س( ودرجة ق)س( ؟

الحل: ١. درجة �ل�قتر�ن ق)س( تزيد ١ عن درجة ق/)س(.

معامل �لحد �لذي يحتوي على س يساوي مقلوب درجة �ل�قتر�ن.

 .١- ≠  ،جـ، جـ عدد حقيقي + 
١+س
١ + 

س = 
 س :)2( قاعدة

آتية: مثال )4(: �أجد كلاً من �لتكاملات �ل�

س س٢ 3 )د س   
١
٢ ج( س س  

ب( س-3 س   
�أ( س٢

 + جـ
س3
3

 + جـ = 
س٢+١
٢ + ١

الحل: �أ( س٢س = 
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 + جـ
س-٢
٢-

 + جـ = 
س-3+١
١ + 3-

س = 
ب( س-3 

 + جـ

3
٢ ٢س
3

 + جـ = 

3
٢ س
3
٢

 + جـ = 
١ + 

١
٢ س

١ + ١
٢

 س = 

١
٢

ج( س

 + جـ
س٥ 3

 
3
٥

 + جـ = 

٥
3 3س
٥

 + جـ =  

٥
3 س
٥
3

 + جـ = 
١ + 

٢
3 س

٢ + ١
3

 س =  
٢
3 س٢ س = س 3 )د

    ، س )س(ق = س )س(ق  قابلاً للتكامل، فاإن )قاعدة )3(: �إذ� كان �ل�قتر�ن ق)س

آتية: مثال )5(: �أجد �لتكاملات �ل�

ل 
 7
٢ ل  )جـ س   

3 س٤ 
٥
 )ب س    

�أ( ٢س3 

 + جـ
س٤
٢

 + جـ = 
٢س٤
٤

س = 
س = ٢س3 

الحل: �أ ( ٢س3 

 + جـ
3س٥
٢٥

 + جـ = 
س٥
٥
× 3

٥
س = 

س٤  3
٥

س =  
س٤  3

٥
 )ب

 + جـ
ل٨
٨

 ٢ ل = 
 7
ل ٢ ل = 

 7
٢ ل  )ج

قاعدة )4(: �إذ� كان ق)س(، هـ)س( �قتر�نين قابلين للتكامل، فاإن:

١. )ق+هـ( ) )س( س = ق)س(  س + هـ)س(  س

٢. )ق_هـ( ) )س( س = ق)س(  س _ هـ)س(  س

مثال )٦(: �أجد )3س٢ + ٤س( س

الحل: )3س٢ + ٤س( س = 3س٢ س + ٤ س س

لماذ� ؟ = س3 + ٢س٢ + جـ    
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( س
٥

س٢
١ س3 _ 

٢
( أجد� :)مثال )٧

 س
٥

س٢
 _ 3س ١

٢
 = س )

٥
س٢

١ س3 _ 
٢
( :الحل

س
س _ ٥س-٢

س3 ١
٢
 =

لماذ�؟  + ٥س-١ + جـ  
س٤
٨  =

يمكن تعميم القاعدة )4( لاأكثر من اقترانين.

س
مثال )٨(: �أجد )س + 3(٢

الحل: )س + 3(٢ = )س + 3()س + 3( = س٢  + 6س + ٩

س + 6س س + ٩ س
س = )س٢ + 6س + ٩( س = س٢ 

)س + 3(٢ 

 + ٩س + جـ
س٢
٢  6 + 

س3
3  =

 + 3س٢ + ٩س + جـ
س3
3  =

3- ≠  ،  
٢ _ ٩


3 + 

 مثال )٩(: �أجد

 _ 3 + جـ
٢

٢

 =  )3 _ ( =  
)3 _ ()3 + 

(
)3 + (

 = ع 
٢ _ ٩


3 + 

 :لحل�

 ؟
ص
س

مثال )1٠(: �إذ� كان ص = )٥س٢ + 3س( س = �أجد 

 + جـ
3س٢
3  + 

٥س3
3 �لحل: ص=)٥س٢ + 3س( س = 

3 × ٢س + صفر
٢

 + 
٥ × 3س٢

3
 = 

ص
س

ماذ� تلاحظ؟ = ٥س٢ + 3س   

هل يمكن �لحل بطريقة �أخرى؟    وضّح ذلك.



1٠2

4 - 2  تمارين ومسائل

آتية:  س1: �أجد �لتكاملات �ل�

٥ س  س  .ج        .ب ٢ س    
3
 .أ�

و. ك٢ س ، ك ثابت ≠ ٠ ٢ + ١( س  
س٢

هـ. )7س3 _  د. )٢س٢ +  )3س  

س2: �أجد )٢ص – ٥()ص + )3ص 

 ل  ،  ل ≠ ٢
ل٢ – ٥ل + 6

ل – ٢
 س3: �أجد

س4: �أجد )٢س + ١()س3 + س٢ – 3س + ٤( س

س5: �إذ� كان ق)س( = )3س3 + ٥س٢ – ٢س + ٤( س، �أجد ق/)س(.

ص
س

س٦: �إذ� كان ص = )٢س + ٢()س٢ + ٢س(٥ س، �أجد 
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تطبيقات هندسية على التكامل غير المحدود
3 - 4 )Geometric Applications for

Indefinite Integral(   

ألعــاب فيهــا، ركــب بــلال فــي لعبــة  ذهــب بــلال فــي رحلــة مدرســية �إلــى مدينــة حيفــا وز�ر مدينــة �ل�

ألعــاب نشاط �لقطــار �لــذي يســير فــي مســار متعــرج، وبعدهــا ســاأل بــلال معلمــه عــن كيفيــة تصميــم هــذه �ل�
ألعــاب يعتمــد علــى �إيجــاد  وتركيبهــا، بمــا يضمــن ســلامة �لمتنزهيــن، �أجابــه �لمعلــم: بــاأن تصميــم �ل�

قاعدة رياضية لمنحنى مسار �لقطار، وهذه مهمة �لمهندسين.
كيــف يمكــن معرفــة قاعــدة �ل�قتــر�ن، �إذ� علــم ميــل منحنــى هــذ� �ل�قتــر�ن عنــد �أي نقطــة؟ كيــف يمكــن �إيجــاد قيمــة 

�لثابــت جـــ؟
لتكن ق/)س( = ٢س تمثل ميل منحنى �ل�قتر�ن ق)س( عند �أي نقطة عليه، �أجد قاعدة �ل�قتر�ن ق)س(؟

حسب قاعدة �لتكامل غير �لمحدود ق/)س( س = ق)س(

قاعــدة �ل�قتــر�ن ق)س( = ٢سس = س٢ + جـــ  �أل�حــظ �أنــه ل� يمكــن �إيجــاد صــورة عنصــر معيــن فــي ق)س( �إل� 
بمعرفــة قيمــة جـــ.

ــر�ن، و�إيجــاد صــورة �أي  ــه يمكــن �إيجــاد قاعــدة �ل�قت ن ــر�ن ق)س( يمــر بالنقطــة )٠ ، 3( فاإ ــى �ل�قت لكــن �إذ� كان منحن
عنصــر فــي هــذ� �ل�قتــر�ن؟

مثال )1(:
�إذ� كان ميــل �لممــاس لمنحنــى ق)س( عنــد �أي نقطــة عليــه يعطــى بالقاعــدة ق/)س( = 3س – ١، �أجــد قاعــدة �ل�قتــر�ن 

ق)س( علمــاً باأنــه يمــر بالنقطــة ) ٠ ، 7 (؟

 _ س + جـ
3س٢ 

٢
الحل: ق)س( = ق/)س( س = )3س – ١( س = 

�ل�قتر�ن يمر بالنقطة )٠ ، 7(

لماذ�؟ ق)٠( = 7   ومنها   جـ = 7  

 _ س + 7
3س٢ 

٢
ومنها  ق)س( = 
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مثال )2(:

�إذ� كان ق//)س( = ٢ – ٤س ، ق)س( له مماس �أفقي عند �لنقطة )3 ، 3٠( �لو�قعة عليه، �أجد قاعدة �ل�قتر�ن ق)س(؟

الحل: ق//)س( = ٢ _ ٤س  ومنها  ق/)س( = ق//)س( س

١
ق/)س( = )٢ _ ٤س( س = ٢س _ ٢س٢ + جـ

ق)س( له مماس �أفقي عند �لنقطة )3 ،3٠(  ومنها  ق/)3( = ٠

١٢ = 
١
 = ٠  ومنها  جـ

١
٢)3( – ٢)3(٢ + جـ

ق)س( = ق/)س( س

٢
 + ١٢س + جـ

٢س3
3

ق)س( = )٢س _ ٢س٢ + ١٢(س = س٢ _ 

�لنقطة )3 ، 3٠( و�قعة على منحنى �ل�قتر�ن ⇐ ق)3( = 3٠

3 =
 ٢
 = 3٠  ومنها  جـ

٢
٢×٢7 + ١٢ ×3 + جـ

3
 - )٩(

 + ١٢س + 3 
٢س3
3

قاعدة �ل�قتر�ن ق)س( = س٢ – 

4 - 3  تمارين ومسائل

س1: �إذ� كان ميل �لمماس لمنحنى �ل�قتر�ن ق)س( عند �أي نقطة عليه يعطى بالعلاقة ق/)س( = ٥، �أجد قاعدة
�ل�قتر�ن ق)س( علماً باأن منحناه يمر بالنقطة )٢ ، 3(.

س2: �إذ� كان ميل �لمماس لمنحنى �ل�قتر�ن ق)س( عند �أي نقطة عليه يعطى بالعلاقة ق/)س( = س + 3، �أجد 
قاعدة �ل�قتر�ن ق)س( علماً باأنه يمر بالنقطة )٢ ، 7(.

س3: �إذ� كان ميل �لمماس لمنحنى �ل�قتر�ن ك)س( عند �أي نقطة عليه يعطى بالعلاقة ك/)س( = )س+١(3، �أجد 
ك)٢( علماً باأن منحنى ك)س( يمر بالنقطة )٠ ، ٢(.

س4: �إذ� كان ق//)س( = -١٢س + ٢ وكان ميل �لمماس يساوي ٤ عند �لنقطة )٠ ، 3(، �أجد قاعدة �ل�قتر�ن 
ق)س(.
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4 - 4    التكامل المحدود
)Definite Integral(     

أرقــام   بلغــت كميــة �ل�أمطــار �لتر�كميــة �لتــي هطلــت علــى محافظــة �لخليــل لموســم ٢٠١7م حســب �ل�

نشاط
1

�لتــي �أوردتهــا وز�رة �لزر�عــة ٤١6 ملــم. حيــث يتــم قيــاس هــذه �لكميــة بمقيــاس كميــة �ل�أمطــار 
�لموجود في منطقة محددة، وذلك لصعوبة جمع �ل�أمطار في منطقة غير محددة.

وكذلــك �لممــاس يمكــن �أن يكــون مماســاً لعــدد غيــر محــدود مــن �لمنحنيــات، كيــف يمكــن تحديــد 
�ل�قتــر�ن �لخــاص لهــذ� �لمماس؟

ــد�ر  ــف يمكــن حســاب مق ــو ق/)س( = ٢س + 3، كي ــى ق)س( ه ــاس لمنحن ــل �لمم �إذ� كان مي
نشاط

2
 = ٥؟ 

٢
= ٢ �إلى س

١
�لتغير في �ل�قتر�ن ق)س( عندما تتغير س من س

لحساب هذ� �لتغير يلزمنا ق)س(، حيث:

ق)س( = ق/)س( س

= )٠٠٠٠٠( س

= س٢ + 3س + جـ

�لتغير في �ل�قتر�ن = ق)٥( – ق)٢( =

= )٢٥ + ١٥ + جـ( – )               (

   3٠ = 

هل نحن بحاجة لمعرفة قيمة �لثابت جـ لحساب هذ� �لتغير؟

تعريف: �إذ� كانت ق/)س( هي �لمشتقة �ل�أولى للاقتر�ن ق)س(، وكان ق/)س( قابلاً للتكامل، فاإن

ق/)س(س = ق)ب( – ق) ،) ، ب عدد�ن حقيقيان. وهذ� �لتكامل يسمى تكاملاً محدود�ً، حدّه �لعلوي = ب،

ب



وحدّه �لسفلي= ، وقيمته تساوي عدد�ً ثابتاً.
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)س –  )3س ؟
٢

١

مثال )1(: �أحسب قيمة �لتكامل 

الحل: ق)س( = )س –  )3س

 – 3س + جـ
س3
٢

 = 

)س – 3( س = ق)٢( – ق)١(
٢

١

١ – 3 + جـ(
٢

= )٢ – 6 + جـ( – )

3-
٢ -3 + جـ – جـ = 

٢
 =

يمكن حل المثال بطريقة اأخرى
٢

١

 – 3س(  
س3
٢

)س – 3( س = )
٢

١

�أعوض �لحد �لعلوي، ثم �أطرح منه ناتج تعويض �لحد �لسفلي.

3-
٢

 = )3 – ١
٢

 ( – )6 – ٢( =

)3س٢ – ٢س + ١(س
٢

١-

مثال )2(: �أجد 

٢

١-

)3س٢ – ٢س + ١(س = )س3 – س٢ + س(  
٢

١-

الحل: 

)٨ – ٤ + ٢( – )-١-١-١( =           

٩ =           

مثال )3(: �إذ� كان ق/)س(= ٢س3 + ٥س �أحسب متوسط تغير �ل�قتر�ن ق)س( عندما تتغير س من ١ �إلى 3.

ق)3( – ق)١(
١ – 3

الحل: متوسط �لتغير = 
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)٢س3 + ٥س( س
3

١

لكن  ق)3( – ق)١( = 
3

١

  
٥س٢
٢

 + 
س٤
٢

 =

) ٥
٢

 + ١
٢

( – ) ٤٥
٢

 + ٨١
٢

( =

3 – 63 =

6٠ =

ق)3( – ق)١(
١ – 3

متوسط �لتغير = 

3٠ = 
6٠
٢  =

)ب س –  )7س = 3٤، �أجد قيمة �لثابت ب.

٤

٢

مثال )4(: �إذ� كان 

3٤ = 

٤

٢

 _ 7س(  
ب س٢

٢
)ب س – 7( س = )

٤

٢

الحل: 

= )٨ب _ ٢٨( _ )٢ب _ ١٤( = 3٤  
6ب _ ١٤ = 3٤
6ب = ٤٨
ب = ٨

6 س س = -63، �أجد قيمة/قيم �لثابت ب.

ب

٥

مثال )5(: �إذ� كان 

63- = 

ب

٥

6 س س = 3س٢    

ب

٥

الحل: 

3ب٢ – 7٥ = -63

لماذ�؟ ب٢ = ٤  

ب = ±٢
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�أجد ق/)س( في كل مما ياأتي:
نشاط

)3س٢ – ٢س( س3
3

١

    ١( ق)س( = 

س
)3س٢ – ٢س(٩

7

١-

         ٢( ق)س( = 

 مشتقة �لتكامل �لمحدود تساوي صفر�ً.
اأتعلم
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4 - 4  تمارين ومسائل

آتية:  س1: �أحسب قيمة كل من �لتكاملات �ل�

( س
)٥ – 3س٢ 

٢

٠

ب(     6س     

٢

١-

�أ (   

س س
3


٨

١

د (   ( س   ١
س3

 – ١
س٢

( 

3

١

جـ(  

س = 3٢ فما قيمة/ قيم �لثابت ب ؟
ب٢ 

٥

3

س2: �إذ� كان 

)3 – ٢س( س = صفر�ً، فما قيمة/ قيم �لثابت  ؟


٢-

س3: �إذ� كان 

س.
)٢س – ١(٢  

٢

٠

س4: �أحسب 

ص لكل مما ياأتي:
س

س5: �أجد 

�أ ( ص = )٤س3 + ٢س – ٥( س

)٤س3 + ٢س – ٥( س
7

٢

ب( ص = 
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خصائص التكامل المحدود   5 - 4
)Definite Integral Properties(     

ماجــد طالــب مجتهــد، يذهــب صباحــاً �إلــى مدرســته �لتــي تبعــد عــن منزلــه 3كــم، وبعــد �لمدرســة يذهــب 

نشاط
1

�إلــى دكاّن و�لــده �لــذي يبعــد عــن �لمدرســة ٢كــم، وفــي �لمســاء يعــود مــن �لطريــق نفســه، ويقــوم بو�جباتــه 
�لمدرسية. فاإذ� كانت �لمدرسة تقع بين منزله ودكان و�لده، وجميعها على �ستقامة و�حدة:

�لمنزل ــــــــــــــــــــــــــ 3كم ــــــــــــــــــــــــــــــــ �لمدرسة ــــــــــــــــــــــــــــــ ٢كم ـــــــــــــــــــــــــــــــ �لدكان
١( يسير ماجد في ذهابه من �لمنزل �إلى �لمدرسة في �ليوم �لو�حد مسافة .......................
٢( يسير ماجد في ذهابه من �لمدرسة �إلى �لدكاّن في �ليوم �لو�حد مسافة ......................
3( يسير ماجد في ذهابه من �لمنزل  �إلى �لدكاّن في �ليوم �لو�حد مسافة .......................
٤( يسير ماجد في ذهابه من �لمنزل  �إلى �لدكاّن في ٤ مسافات .............................
٥( عندما يخرج من �لمنزل في �لصباح، ثم يعود �إليه مساءً، تكون �إز�حته = صفر�ً           )لماذ�؟(

6( �إذ� �عتبرنا �أن �إز�حته من �لمنزل �إلى �لدكاّن ٥كم باتجاه �لدكاّن، فاإن �إز�حته من �لدكاّن �إلى �لمنزل .............

   ٢ – ٢( = ٠( 7  =  

٢

٢

 7س = 7س  
٢

٢

 .١
نشاط

2

  = ٠    )لماذ� ؟(

٥

٥

)٢س + 3( س = ).........(  
٥

٥

 .٢

لكل   ح ق)س( س = ٠  




     خاصية )1(: �إذ� كان ق)س( �قتر�ناً قابلاً للتكامل فاإن 

حسب �لخاصية )١( )٢س٢ + 3س + ٢( س = ٠  
١

١

           فمثلاً: �أ. 

س + ٥( س = ٠                          حسب �لخاصية )١( (
٢

٢

                 ب. 
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�أكمل �لجدول �ل�آتي: نشاط
3

قيمتهالتكاملقيمتهالتكامل

)س + ١( س
٢

١

٥
٢

)س + ١( س
١

٢

٥-
٢

 7س
٥

3

 7س١٤
3

٥

س
س٥ 

١

٠

س 
س٥ 

٠

١

١
6

 -

من �لجدول ماذ� نلاحظ ؟

ق)س(س


ب

ق)س(س = - 

ب



      خاصية )2(: �إذ� كان ق)س( �قتر�ناً قابلاً للتكامل، فاإن: 

ق)س( س ؟ 

١

٢

ق)س( س = ٨ ، �أحسب  

٢

١

مثال )1(: �إذ� علمت �أن 

حسب �لخاصية )٢( ق)س( س = -٨   

٢

١

ق)س( س = - 

١

٢

الحل: 

-٢ق)س( س ؟ 

٢

3

ق)س( س= -3 ، �أجد  

3

٢

مثال )2(: �إذ� كان 

ق)س( س 

٢

3

-٢ق)س( س = -٢  

٢

3

الحل: 
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لماذ�؟ ق)س( س  

3

٢

 ٢ =

 6- = )3-( ٢ =

�أكمل �لجدول �ل�آتي: نشاط
4

)1( التكامل
قيمته

)2( التكامل
قيمته

)3( التكامل
قيمته

اأكتب علاقة بين 
)3(،)2(،)1(

٥ س 

٢

١

٥ س٥ 

٥

٢

٥ س١٥ 

٥

١

٥+١٥= ٢٠٢٠

س٢ س 

٢

٠

٨
3

س٢ س 

٤

٢

س٢ س 

٤

٠

6٤
3

)س _  )3س 

٢

١

)س _ )3س 

3

٢

١
٢

)س _  )3س-  

3

١

من �لجدول �أعلاه، ماذ� نلاحظ؟

خاصية )3(: �إذ� كان ق)س( �قتر�ناً قابلاً للتكامل، على ]  ، جـ [ ، ب  ]  ، جـ [ فاإن:

ضافة(. ق)س( س    )خاصية �ل�إ

جـ



ق)س( س =

جـ

ب

ق)س( س + 

ب



ق)س( س ؟ 

٤

١

ق)س( س = -٩ �أجـــد  

٤

٢

ق)س( س= 3،  

٢

١

مثال )3(: �إذ� علمت �أن 

ق)س( س    حسب �لخاصية )3( 

٤

٢

ق)س( س +  

٢

١

ق)س( س =  

٤

١

الحل: 

6- = )٩ -( + )3( =
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-٢ق)س( س ؟ 

٤

١

٥ق)س( س = ١٥   �أجـــد  

3

٤

ق)س( س = ٢،  

3

١

مثال )4(: �إذ� علمت �أن 

ق)س( س 

٤

١

-٢ق)س( س= -٢  

٤

١

الحل: 

ق)س( س 

٤

3

ق)س( س +  

3

١

ق)س( س =  

٤

١

   لكن 

ق)س( س = -3      لماذ�؟ 

3

٤

ق)س( س = -  

٤

3

      

ق)س( س = ٢ + )-3( = -١     لماذ�؟ 

٤

١

-٢ق)س( س = -٢ )-١( = ٢ 

٤

١

خاصية )4(: �إذ� كان ق)س(، هـ)س( �قتر�نين قابلين للتكامل، على ]  ، ب [ ، فاإن:

هـ)س( س

ب



ق)س( س ± 

ب



)ق)س( ± هـ)س(( س = 

ب



)3ق)س( + س + ٢( س ؟ 

٢

١-

ق)س( س = -٥ ، �أجــــد  

٢

١-

مثال )5(: �إذ� كان 

)س + ٢( س 

٢

١-

3ق)س( س +  

٢

١-

)3ق)س( + س + ٢( س =  

٢

١-

الحل: 

 

٢

١-

 + ٢س( 
س٢
٢

ق)س( س + ) 

٢

١-

3 =

]))١ + ٢)-١
٢

 ( _ )٤ + ٤
٢

([ + )٥-(3 =

 ١٥-
٢

 = ) 3
٢

 + 6( + ١٥- =
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4 - 5  تمارين ومسائل

)س٢ – 6س( س 

٢

٢

س1: �أحسب 

)س –  )6س 

٥

3

)س –  )6س      جـ(  

٥

٢

)س –  )6س     ب(  

3

٢

آتية: �أ(  س2: �أحسب �لتكاملات �ل�

٢ق)س( س = ٤، �أجد قيمة �ل�آتي: 

٢

٠

ق)س( س = -3 ،  

٢

١-

س3: �إذ� كان 

)3ق)س( + س( س 

٢

١-

جـ(  ق)س( س   

٠

١-

-3ق)س( س            ب(  

٢

٠

�أ( 

-٢هـ)س( س = 6 ، �أجد قيمة: 

3

٢

3ق)س( س = ١٢ ،  

3

٢

س4: �إذ� كان 

)٥هـ)س( – 3ق)س(( س 

3

٢

. س = ٠ ، �أجد قيمة/قيم �لثابت )٢س + ٥( 



١

س5: �إذ� كان 
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    التكامل بالتعويض
٦ - 4

)Integration by Substitution(     

ــى �لســوق و�شــترت 3 كغــم مــن �لتفــاح، و٢ كغــم مــن �لبنــدورة، و٢ كغــم مــن   ذهبــت �إيمــان �إل

نشاط
1

�لمــوز، و3 كغــم مــن �لخيــار، وكيلوغــر�م و�حــد مــن �لفجــل، ووضعتهــا فــي �أكيــاس، ولمــا همّــت 
بحمــل هــذه �ل�أغــر�ض، وجــدت صعوبــةً فــي حملهــا؛ لذلــك �قتــرح عليهــا صاحــب �لمحــل �أن تضــع 

جميع هذه �ل�أكياس في كيس و�حد كبير؛ لتسهيل حملها و�لتنقل بها.

بعــض �ل�قتر�نــات ل� يمكــن تكاملهــا باســتخد�م �لقو�عــد �لتــي درســتها، وهــذه �ل�قتر�نــات يمكــن تكاملهــا بطــرق متعــددة 
ومتنوعــة، وســنتعرف فــي در�ســتنا لهــذه �لوحــدة �إلــى طريقــة �لتكامــل بالتعويــض علــى �أنــو�ع معينــة مــن �ل�قتر�نــات.

�أجد )س – 3(٢ س
نشاط

لماذ� ؟ 2 )س – 3(٢ س = )         ( س  

 – 3س٢ + ٩س + جـ
س3
3

 =

وبالطريقة نفسها �أجــد )٤س – ٩( 3س

لكن هل يمكن �أن �أجد )٤س – ٩(١٠ س بسهولة بالطريقة نفسها ؟

يمكن �إيجاد )س – 3(٢ س بطريقة �أخرى، تسمى طريقة �لتكامل بالتعويض

ص = ١ ، س = ص بالتعويض في �لتكامل
س

الحل: �أفرض �أن  ص = )س – 3( ، 

 + جـ
ص3
3

ص = 
)س – 3(٢ س = ص٢ 

 + جـ
)س – 3(3

3
 =           
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مثال )1(: �أجد )3س + ١(٩ س

  
ص
3 ص =  ، 3س = 

س
الحـــل: �أفرض �أن ص = 3س + ١ ، 

�أعوض في �لتكامل

ص
١ ص٩ 

3
ص = 

3
)3س + ١(٩ س = ص٩ 

 + جـ
ص١٠
3٠

 + جـ = 
ص١٠
١٠

 × ١
3

 =    

 + جـ
)3س + ١(١٠

3٠
 =    

س)3س٢ – ١( 3س 

١

٠

مثال )2(: �أجـــد 

ص
6س

ص = 6س  ومنها  س = 
س

الحل: نفرض �أن ص = )3س٢ – ١(، 

�أعوض في �لتكامل

ص
  ص3 

١
6

 = 
ص
6س س)3س٢ – ١( 3س = س ص3 

 + جـ
)3س٢–١(٤

٢٤
 + جـ = 

ص٤
٤

 × 
١
6

 =     

١

٠

  
)3س٢–١(٤

٢٤
س)3س٢ – ١( 3س =  

١

٠

١٥
٢٤

 = 
٠–١(٤×3(

٢٤
 – 

١–١(٤×3(
٢٤

 =      
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مثال )3(: �أجـــد )٢س + ١()س٢ + س – ٥( 3س

ص = )٢س + ١(
س

الحل: �أفرض �أن ص = )س٢ + س – ٥( ، 

�أعوض في �لتكامل

ص 
)٢س+١(

)٢س + ١()س٢ + س – ٥( 3س =)٢س + ١()ص(3 

 + جـ
+ س _ ٥(٤

)س٢ 
٤

 + جـ = 
ص٤
٤

ص = 
            = ص3 

4 - ٦  تمارين ومسائل

آتية: �أجـــد �لتكاملات �ل�

س :1)٢ – 3س( 3س

 س
3

) س – ١(٥
 :2س

س( :3س + ب(٤ س  ،   ، ب ثو�بت

س :4س٢)س3 + ١(٤ س

)٢س – 3(٢ س 

٢

١

س5: 

)٢س – ٥()س٢ – ٥س + 7(-٢ س 

١

٠

س٦:  

3س – ١ س   :س٧

س٢ + ٤سس
3

س٨: )س + ٢( 
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تطبيقات على التكامل المحدود   
)اإيجاد المساحات(4 - ٧        

     )Definite Integral Applications( )Areas(

أر�ضــي باأســماء مالكيهــا �لحقيقييــن،   تعمــل د�ئــرة تســجيل �ل�أر�ضــي فــي فلســطين علــى تســجيل �ل�

نشاط
1

ومن متطلبات هذ� �لتسجيل معرفة مساحة كل قطعة من هذه �ل�أر�ضي.
بعــض مــن هــذه �لقطــع �أشــكالها هندســية مســتوية كالمثلــث و�لمســتطيل وشــبه �لمنحــرف، �إضافــةً 
�إلــى �ل�أشــكال �لتــي يمكــن تركيبهــا مــن هــذه �ل�أشــكال، وبعضهــا �ل�آخــر ذ�ت �أشــكال غيــر منتظمــة، 

ل� يمكــن حســاب مســاحتها باســتخد�م قو�نيــن �لمســاحات. كيــف يمكــن �إيجــاد مســاحة مثــل هــذه �لقطــع؟

يجــاد مســاحة �لمنطقــة �لمحصــورة بيــن منحنــى ق)س( ومحــور  فــي هــذ� �لــدرس سنســتخدم �لتكامــل �لمحــدود ل�إ
ــوق محــور �لســينات. ــاه ف ــع منحن ــاً ويق ــل بياني ــاأن ق)س( ممث ــاً ب ــة، علم ــرة معين ــي فت �لســينات ف

نظريــة: اإذا كان ق)س( اقترانــاً موجبــاً )فــوق محــور الســينات(، فــاإن مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى 

ق)س( س

ب



ق)س( ومحور الســينات والمســتقيمين س =  ، س = ب تســاوي 

منحنــى  بيــن  �لمحصــورة  �لمنطقــة  مســاحة  �أحســب   :)1( مثــال 
 ٤ ٢، س =  �لســينات و�لمســتقيمين س =  ٤ ومحــور  ق)س( = 

كمــا فــي �لشــكل �لمجــاور.

 = ٤×٤ – ٤×٢ = ٨ وحد�ت مربعة.

٤

٢

٤ س = ٤س   

٤

٢

الحل: 

�أل�حظ �أن �لمنطقة �لمحصورة هي مستطيلة �لشكل.
مساحة �لمستطيل = �لطول × �لعرض = ٤ × ٢ = ٨ وحد�ت مربعة.

مثــال )2(: �أحســب مســاحة �لمنطقــة �لمحصــورة بيــن منحنــى ق)س( = ٢س + ١ ومحــور �لســينات، و�لمســتقيمين 
س = ٠ ، س = ٢، �أل�حــظ �لشــكل �لمرســوم.

٠
٠

١

٢-١١-3-٤- ٢ 3 ٤

٢

3

٤

ص

ق)س(

س
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الحل: �لمساحة )م( �لمظللة في �لشكل تساوي
٢

٠

)٢س + ١( س = )س٢  + س(  

٢

٠

م = 

= )٤+٢( – )٠( = 6 وحد�ت مربعة

هل يمكن حساب �لمساحة بطريقة �أخرى؟

مثال )3(: �أحسب مساحة �لمنطقة �لمحصورة بين منحنى
ق)س( = س٢ ومحور �لسينات و�لمستقيمين س = ٠ ،

س = ٢ ، �أل�حظ �لشكل �لمرسوم.

الحل: �لمساحة )م( �لمظللة في �لشكل تساوي
٢

٠

 
س3
3

س٢  س =  

٢

٠

م = 

٨ وحدة مربعة
3

 = ٠
3

 – ٨
3

 =  

   هل يمكن حساب �لمساحة بطريقة �أخرى؟

٠
٠

١

٢-١١-3- ٢ 3

٢

3

٤

٥

ص

س

ق)س(

٠
٠

١

٢-١١-3- ٢ 3

٢

3

٤

٥

ص

س

ق)س(
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4 - ٧  تمارين ومسائل

ــى ق)س( = 3، ومحــور  ــن منحن ــة �لمحصــورة بي س1: �أجــد مســاحة �لمنطق
�لســينات و�لمســتقيمين س = -١ ، س = 3

س2: �أجــد مســاحة �لمنطقــة �لمحصــورة بيــن منحنــى ق)س( = 3س – ٢ ومحــور 
�لســينات و�لمســتقيمين س = ١ ، س = 3

س3: �أجــد مســاحة �لمنطقــة �لمحصــورة بيــن منحنــى ق)س( = س3 ، ومحــور �لســينات 
و�لمســتقيمين س = ٠ ، س = ١

س4: �إذ� كانــت مســاحة �لمنطقــة �لمحصــورة بيــن منحنــى ق)س( = س ومحــور 
�لسينات و�لمستقيمين س = ١،  س = ٥ تساوي ٨ فما قيمة �لثابت  ،  < صفر.

3س + ٩  س5: �أجد مساحة �لمنطقة �لمحصورة بين منحنى ك)س( = 
ومحور �لسينات و�لمستقيمين س = صفر ، س = ٩.

١-

ص

ق)س(

س

س

ص
ق)س(

س

ص

ق)س(

س

٥

ص
ق)س(

3-
٩

س

ص

ق)س(
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4 - ٨   تمارين عامة:

جابة �لصحيحة فيما ياأتي: س1: �أضع د�ئرةً حول رمز �ل�إ

١( �إذ� كان ق)س( = )٢س + ١( س فما قيمة ق/)٢(؟

د( 6 جـ( ٥    ب( ٢    �أ( صفر   

٢( ما �ل�قتر�ن �لذي يمثل �قتر�ناً �أصلياً للمشتقة ق/)س( = ٤س٢ + 6س + ٢ ؟

س3 + 6س٢ + ٢س + ١ ٤
3 ب( ق)س( =  س3 + 3س٢ + ٢س + ١   ٤

3 �أ ( ق)س( = 

س3 + 3س٢ + ٢ ٤
3 د ( ق)س( =  جـ( ق)س( = ٨س + 6    

3( �إذ� كان ق/)س( س = 3س – ٤س٢ + ٢، ما قيمة ق/)١( ؟

د( صفر جـ( ١    ب( -٥    �أ( -٨   

س؟
س٢ ٤( ما هو س 3

 + جـ
٨
3 س 3

٨ د(   + جـ  
٨
3 جـ( س   + ج ـ

٥
3 س 3

٥  + ج ـ        ب(  
٥
3 �أ( س

ق/)س( س = ١٢، وكان ق)٥( = ٢ق)٢(، ما قيمة ق)٢( ؟   

٥

٢

٥( �إذ� كان 

د( ٢ جـ( ٤    ب( ٥    �أ( ١٢   

)٢س + 3س٢ + ١( س، ما قيمة هـ/)٢(؟ 

3

٠

6( �إذ� كان هـ)س( = 

د( ١٥    جـ( ٨    ب( 3    �أ( صفر   

ب س = ٢، ما قيمة/ قيم �لثابت ب ؟ 

ب

١

7( �إذ� كان 

د( -١ ، -٢     جـ( -١، ٢   ب( ١ ، -٢   �أ( ١ ، ٢   

ق)س( س ؟ 

٥

٢

ق)س( س = -٢، ما قيمة  

٥

7

3ق)س(س = ٩،  

7

٢

٨( �إذ� كان 

د( ١ جـ( ٥    ب( ١١    �أ( 7   
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)س٢ + ٢س + ١(٥ س 

١

١

٩( ما قيمة

 + جـ 
)س٢ + ٢س + ١(6

6
د(  جـ( )٤(٥   ب( )٤(6   �أ( صفر  

١٠( )٢س +  7)3س = 

 + جـ 
)٢س + 3(٨

٨
ب(  �أ ( )٢س+3(٨ + جـ   

 + جـ 
)٢س + 3(٨

٤
د (   + جـ   

)٢س + 3(٨
١6

جـ( 

س2: �إذ� علمت �أن ق/)س( = ٤س3 + س٢ – ٢س، ق)٠( = 3 �أجد ق)١(.

س3: �إذ� كان ميــل �لممــاس لمنحنــى ق)س( عنــد �أي نقطــة عليــه يعطــى بالعلاقــة ق/)س( = 3 – ٢س مــا قاعــدة 
ــة )١، 6(. ــر بالنقط ــى ق)س( يم ــاأن منحن ــاً ب ــر�ن ق)س( علم �ل�قت

)٢ق)س( – ٥هـ)س( + ٢( س ؟ 

١

3

هـ)س( س = -٤ ، ما قيمة  

3

١

ق)س( س = 7 ،  

3

١

س4: �إذ� كان 

 س.
)س٢+ س + ٤(٢ س5: �أجد )٢س + ١( 3

س٦: �أجد �لمساحة �لمحصورة بين منحنى
ق)س( = س٢ + ٥، ومحور �لسينات

و�لمستقيمين س = ٠ ، س = ٢

س٧: �أقيّم ذ�تي: �أكمل �لجدول �ل�آتي:

مستوى �ل�نجاز مؤشر الاداء

متوسط منخفض  مرتفع

�جد تكامل �قتر�نات  غير محدودة

 �وظف قو�عد �لتكامل في حل مسائل منتمية

�كامل �قتر�نات باستخد�م �لتعويض

�حل مشكلات وتطبيقات على �لتكامل �لمحدود

٥- ٥

٥

٠
٠ ١٠

١٠
)س(

٢
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اأين يقع هذا النفق ؟
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نتهــاء مــن دراســة هــذه الوحــدة والتفاعــل مــع اأنشــطتها اأن يكونــوا قادريــن علــى  يتوقــع مــن الطلبــة بعــد الاإ
ــة مــن خــلال الاآتــي: توظيــف مفاهيــم الفائــدة والســندات فــي الحيــاة العمليّ

�لتعرف �إلى مفهوم �لفائدة، و�أنو�عها.	 

�لتعرف �إلى عو�مل �لفائدة.	 

�إيجاد �لفائدة �لبسيطة.	 

�إيجاد �لفائدة �لمركبة.	 

�ستنتاج �لفرق بين �لفائدتين �لبسيطة و�لمركبة.	 

�لتعرف �إلى مفهوم �لسند�ت، و�أنو�عها.	 
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                الفـائـــــــدة 
1 - 5)Interest(            

يســتثمر بعــض �لنــاس نقودهــم عــن طريــق �إيد�عهــا فــي �لبنــوك، حيــث يقــوم �لبنــك باســتثمارها فــي 
نشاط

1
أربــاح، ويعطــي فو�ئــد للذيــن يدّخــرون لديــه بنســبة معينــة،  مشــاريع تحقــق لهــم نســبة معينــة مــن �ل�
نــه ياأخــذ منهــم نســبة فائــدة  تســمى نســبة فائــدة. وعندمــا يقتــرض �أصحــاب �ل�أعمــال مــن �لبنــك، فاإ

�أيضاً مقابل ذلك. 

فمثــلاً، �إذ� �أودع شــخص مبلــغ ٢٠٠ دينــار فــي �أحــد �لبنــوك، وكان هــذ� �لبنــك يعطــي فائــدةً ســنويةً نســبتها ٨% ، فمــا 
�لمبلــغ �لــذي يقبضــه �لشــخص مــن �لبنــك �أرباحــاً عــن �لمبلــغ �لمــودع؟ يقبــض �لشــخص ٨ دنانيــر عــن كل مائــة دينــار، 

نــه يقبــض فــي نهايــة �لعــام ............... لــذ� فاإ

يسمى �لمبلغ ١6 دينار�ً �لذي يقبضه في نهاية �لسنة �لفائدة.

�أم �لعبــد �مــر�أة فلســطينية زوجهــا �أســير فــي ســجون �ل�حتــلال، لديهــا بنــت وولــد وتفكــر كيــف تؤمــن 

نشاط
2

لهمــا �أقســاط �لدر�ســة �لجامعيــة بعــد 6 ســنو�ت، حيــث �إنهــا تمتلــك مبلــغ ٤٠٠٠ دينــار ورثتــه عــن 
ــك �أنهــا  ــي �لبن ــار،  و�أبلغهــا �لموظــف ف ــغ ٢٠٠٠ دين ــح حســاب بنكــي لهمــا بمبل ــررت فت �أبيهــا، ق

ستحصل على ٢٠٠ دينار زيادة سنوياً:

 ما مقد�ر �لزيادة �لتي تحصل عليها �أم �لعبد بعد 6 سنو�ت؟- ١

�لزيادة بعد �لسنة �ل�أولى : ٢٠٠ دينار.

�لزيادة تكون 6٠٠ بعد �لسنة ...........

�لزيادة بعد �لسنة �لسادسة :.............

تسمى هذه �لزيادة:................، �لنسبة �لمئوية للزيادة : ١٠% .   لماذ�؟- ٢

جملة �لمبلغ �لذي ستحصل عليه بعد 6 سنو�ت: ..........................- 3

�لعو�مل �لمؤثرة في �لفائدة: �لزمن، ..............، ................ - ٤
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:)Interest( تعريف الفائدة
هــو �لمبلــغ �لــذي يدفــع مقابــل �ســتخد�م �لمــال، �أو هــي عائــد �ســتثمار مبلــغ مــا بمعــدل معيــن لزمــن معيــن. ويعبــر 

عنــه عــادة بنســبة مئويــة تســمى "ســعر �لفائــدة" �أو "معــدل �لفائــدة" وهــي نوعــان:
الفائدة البسيطة: وهي �لفائدة �لتي تحسب على �أصل �لمبلغ في نهاية كل فترة زمنية.

الفائــدة المركبــة: وهــي �لفائــدة �لتــي تحســب علــى �أصــل �لمبلــغ بعــد �إضافــة �لفائــدة �إلــى �ل�أصــل فــي نهايــة كل 
فتــرة زمنيــة، �أي �أنــه بعــد نهايــة كل فتــرة زمنيــة يكــون لدينــا �أصــل جديــد، وهــذ� �ل�أصــل �لجديــد هــو �أصــل �لمبلــغ 

�لســابق مضافــاً �إليــه �لفائــدة مــن �لفتــرة �لســابقة.

العوامل المؤثرة في حساب الفائدة، هي:
١- �أصل �لمبلغ، ويرمز له بالرمز  )م(: وهو عبارة عن مبلغ �لقرض، �أو �لمبلغ �لمستثمر.

٢- معدل �لفائدة ويرمز لها بالرمز )(: هو �لعائد من وحدة ر�أس �لمال )دينار( لكل وحدة زمن )سنة()١(.
3- �لفترة �لزمنية ويرمز لها بالرمز )(: وهي عبارة عن مدة �لقرض، �أو مدة �ل�ستثمار.

:)Simple Interest( الفائدة البسيطة
ــن ســنة(،  ــل م ــادة �أق ــرة �ل�أجــل )ع ــة قصي ــرة زمني ــو�ل، �أو �ســتثمارها لفت أم ــر�ض �ل� ــد �قت ــدة �لبســيطة عن تســتخدم �لفائ
وتحســب د�ئمــاً علــى �أصــل �لمبلــغ عــن كل وحــدة زمنيــة، �أي �أنهــا ل� تعتبــر مــن فتــرة زمنيــة �إلــى �أخــرى عنــد ثبــات �أصــل 

�لقــرض، �أو �أصــل �لمبلــغ �لمســتثمر.
تسمى هذه �لفائدة بالفائدة �لبسيطة، وتحسب بالعلاقة:  

 ×  × ف = م  
جملة �لمبلغ بفائدة بسيطة = �لمبلغ �ل�أصلي + �لفائدة �لبسيطة.

  جـ = م + ف 
حيــث: )ف( هــي �لفائــدة ،)م( �أصــل �لمبلــغ، و)( معــدل �لفائــدة، و)( �لفتــرة �لزمنيــة، �أو �لمــدة بالســنو�ت، و�إذ� 

كانــت بال�أشــهر = عــدد �ل�أشــهر ÷ ١٢

مثال )1(: �ستثمر يامن مبلغ ١٠٠٠ دينار لمدة 3 سنو�ت في �أحد �لبنوك بمعدل فائدة سنوي قدره %7 ، 
            �أجد مقد�ر �لفائدة �لبسيطة، وجملة �لمبلغ.

الحل: �لمعطيات: م = ١٠٠٠ دينار ،    ، %7 =  = 3 سنو�ت.

       ف =  م ×  ×  = ١٠٠٠ × ٠,٠7 × 3 = ٢١٠ دنانير.
جملة �لمبلغ = �لمبلغ �ل�أصلي + �لفائدة �لبسيطة  
جملة �لمبلغ = ١٠٠٠ + ٢١٠ = ١٢١٠ دنانير.   

١     تم �لتعارف على كتابة معدل �لفائدة في مقد�ر �لعائد لكل ١٠٠ وحدة من �لنقود / لكل وحدة زمن لذلك فاإن معدل �لفائدة يكتب كنسبة مئوية 
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ــار�ً. �أجــد �أصــل  ــال )2(: �إذ� كان �لعائــد )�لفائــدة( مــن �ســتثمار مبلــغ تــم �ســتثماره لمــدة ٤ ســنو�ت هــو ٤٨٠ دين مث
ــاأن معــدل �لفائــدة هــو ٨% ســنوياً. �لمبلــغ �لمســتثمر، علمــاً ب

 %٨ =  ، ً�٤ سنو�ت  ، ف = ٤٨٠ دينار =  :الحل: �لمعطيات

  ×  × ف =  م        

٤٨٠ = م × ٠,٠٨ × ٤   

 = ١٥٠٠ دينار
٤٨٠
٠,3٢

      م = 

  �أكمل �لفر�غ في �لجدول �ل�آتي: 
نشاط

�لجملة�لفائدة�لزمن بالسنو�تمعدل �لفائدة �لبسيطة�لمبلغ 3

١٢%١٤٠٠٠3  

٢ %6٤36٠٠ 

3٥٠٠٠%7  ٨٥٠٠

٥  ٤  

 ٩٢٩٠  3٠٠٠٠�لمجموع

اأنواع الفائدة البسيطة: 

أيام، نميز بين طريقتين لحساب �لفائدة �لبسيطة:  يد�ع بال�     �إذ� كانت مدة �ل�إ

�لفائدة �لتجارية : )ف(: حيث تعتبر عدد �أيام �لسنة في �لفائدة �لتجارية 36٠ يوماً، ( ١

أيام ÷ 36٠      �أي    = �لمدة بال�

(: حيث تعتبر عدد �أيام �لسنة في �لفائدة �لصحيحة )١( 36٥ يوماً ( ٢
—
�لفائدة �لصحيحة )ف

أيام ÷ 36٥       �أي    =   �لمدة بال�

١     �لسنة �لكبيسة عدد �أيامها 366 يوماً  )سنقتصر في در�ستنا على �لسنة �لعادية فقط(. 
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مثــال )3(: �أجــد قيمــة كل مــن �لفائــدة �لتجاريــة و�لصحيحــة �لمترتبــة علــى مبلــغ قــدره ٢٠٠٠٠ دينــار، �ســتثمر بمعــدل 
فائــدة بســيطة 6% ســنوياً لمــدة ٩٠ يومــاً، علمــاً بــاأن �لســنة عاديــة. مــاذ� نســتنتج ؟

الحل: �لفائدة �لتجارية:

  ×  × ف =  م        

 = 3٠٠ دينار.
٩٠
36٠ ف = ٢٠٠٠٠  × ٠,٠6 × 

    
�لفائدة �لصحيحة: 

 ×  × م  = 
—
        ف

 = ٢٩٥,٩ دينار�ً.
٩٠
36٥  × ٠,٠6 × ٢٠٠٠٠ = 

—
ف

�أل�حظ �أن �لفائدة �لصحيحة �قل من �لفائدة �لتجارية.

لذلك تستخدم �لبنوك �لفائدة �لتجارية عند منح �لقروض، و�لفائدة �لصحيحة عند فتح حسابات �لتوفير.

ملاحظة: يكتفى بالحل لاأقرب ثلاث منازل عشرية.
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5 - 1  تمارين ومسائل

س1: �أودعت عبير مبلغاً قدره ١3٨٠٠ دينار في بنك لمدة ١٠ �أشهر، بمعدل فائدة بسيطة ٤% سنوياً، �أجد:
     �أ( مقد�ر �لفائدة.     

    ب( �لجملة �لبسيطة للمبلغ في نهاية �لمدة.

س2: �أجــد مقــد�ر �لمبلــغ �لــذي يجــب �إيد�عــه فــي بنــك لمــدة ٨ ســنو�ت، للحصــول علــى جملــة مقد�رهــا ٥6٠٠ دينــار 
بمعــدل فائــدة بســيطة ٥%.

ــدة بســيطة ٨% ســنوياً ليعطــي  ــار، بمعــدل فائ ــدره ٢٤٠٠٠ دين ــغ ق س3: �أحســب عــدد �ل�أشــهر �للازمــة ل�ســتثمار مبل
ــار. ــدة قدرهــا ٨٠٠ دين فائ

س4: �قتــرض تاجــر مــن �لبنــك مبلــغ ١٢٠٠٠ دينــار، بمعــدل فائــدة بســيطة مقد�رهــا ١١% لمــدة 3 ســنو�ت �أحســب 
جملــة �لمبلــغ.

س5: قامت فيروز باستثمار مبلغ ١٢٠٠٠ دينار، بمعدل فائدة  3% سنوياً من �أصل �لمبلغ �لمستثمر. �أجد:
�أ( �لفائدة �لتي تحصل عليها فيروز في 3 �أشهر.

ب( �لفترة �لزمنية �للازمة للحصول على عو�ئد قدرها ٢١6٠ دينار�ً.

س٦: �أودع جــورج مبلــغ ٨٠٠٠ دينــار لمــدة ٢٤٠ يومــاً، بمعــدل فائــدة بســيطة ١٢% ســنوياً. �أحســب �لفائــدة �لتجاريــة 
و�لصحيحة.

س٧: حصلــت لبنــى علــى فو�ئــد مــن �لبنــك قيمتهــا ٤٢٠ دينــار�ً مقابــل �ســتثمارها مبلــغ ١٢٠٠٠ دينــار فــي حســاب �لربــح 
�لبســيط لمــدة 7 شــهور. �أجــد معــدل �لفائــدة �لبســيطة �لتــي يمنحهــا �لبنــك للبنــى.
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        الفائــــدة المركبــــــــة 
2 - 5)Compound Interest(        

نشاط
1

يد�عات �لمالية للاأفر�د و�لشركات، وذلك للربح وزيادة ر�أس �لمال. تتنافس �لبنوك في جذب �ل�إ

فــاز فــادي فــي �إحــدى �لمســابقات، وحصــل علــى مبلــغ ١٠٠٠٠ دينــار، وذهــب �إلــى �أحــد �لبنــوك 
ل�ســتثمار هــذ� �لمبلــغ لمــدة 3 ســنو�ت، فاأخبــره موظــف �لبنــك بــاأن لهــذ� �لمبلــغ ربحيــن مختلفيــن فــي نهايــة �لثــلاث 

ســنو�ت، بفائــدة و�حــدة 6% تعجــب فــادي وتســاءل عــن �لفــرق فــي �لربــح:

١- ربح فادي بعد سنة 6٠٠ دينار بحساب �لربح �لبسيط.

٢- ربح فادي بعد 3 سنو�ت .................... بحساب �لربح �لبسيط.

3- ربــح فــادي بعــد ســنتين ١٢٠٠ دينــار بحســاب �لربــح �لبســيط، و ١٢36 دينــار�ً بربــح مــن نــوع �آخــر. كــم �لفــرق بيــن 
�لربــح فــي حســابين مختلفيــن.................. 

مفهوم الفائدة المركبة: 
�ســتعرضنا فــي �لصــف �لحــادي عشــر مفهــوم �لفائــدة �لمركبــة وكيفيــة حســابها علــى �ل�ســتثمار�ت طويلــة �ل�آجــال بشــكل 

عــام، وســوف نتعــرف فــي هــذ� �لــدرس علــى تطبيقاتهــا �ل�أخــرى، و�أنو�عهــا.  
مفهــوم الفائــدة المركبــة: هــي �لمــردود �لمالــي �لناتــج مــن �ســتثمار مبلــغ مــن �لمــال خــلال مــدة زمنيــة محــددة بمعــدل 
فائــدة معيــن، بحيــث يضــاف هــذ� �لمــردود �إلــى �لمبلــغ �ل�أصلــي فــي نهايــة كل دورة زمنيــة، وتحســب جملــة �لمبلــغ 

بالفائــدة �لمركبــة حســب �لعلاقــة: 
)+جـ = م )١      

        ف = جـ - م

       م: �لمبلغ �ل�أصلي ، : �لمدة �لزمنية ، : �لمعدل ، ف: �لفائدة �لمركبة ، جـ: جملة �لمبلغ.

مثال)1(: �أودع مبلغ 3٠٠٠٠ دينار في بنك لمدة 7 سنو�ت بمعدل فائدة مركبة 6% سنوياً. �أجد:
٢( مقد�ر �لفائدة �لمركبة. ١( جملة �لمبلغ.    
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)+جـ = م )١
جـ = 3٠٠٠ )١+ ٠,٠6(7 = 3٠٠٠ × ١,٥٠3 = ٤٥١٠٨,٩ دينار                                                          

ف = جـ - م
ف = ٤٥١٠٨,٩ - 3٠٠٠٠ = ١٥١٠٨,٩ دنانير.

مثــال)2(: مــا �لمبلــغ �لــذي �ســتثمره فــادي  لمــدة 6 ســنو�ت، فــي بنــك يعطــي فائــدة مركبــة بمعــدل ٩% ســنوياً، فاأعطــى 
مبلغــاً جملتــه ١677١٠ دنانير. 

)+جـ = م )١
١677١٠ = م )١,٠٩(6

 = ٩٩٩٩٩,٩٩  ١٠٠٠٠٠ دينار
١677١٠
6)١,٠٩(

م = 

مثــال)3(: يوفــر نــز�ر مبلــغ ١٠٠٠ دينــار فــي �أحــد �لبنــوك، بفائــدة مركبــة 6% ســنوياً، �إذ� بلغــت جملــة �لمبلــغ ٢٤٠٠ 
دينــار. �أجــد �لفتــرة �لزمنيــة �لتــي �ســتثمر فيهــا �لمبلــغ.

)جـ = م )١+ع

        )١,٠6( = ومنها    ٢,٤    )١,٠6(٢٤٠٠ = ١٠٠٠

آلة �لحاسبة �لعلمية ناأخذ لوغاريتم �لطرفين:  وباستخد�م �ل�

= ١٥,٠٢سنة 
٢,٤

١,٠6
 =  ومنها    )١,٠6( = ٢,٤

اإضافة الفائدة اأكثر من مرة في العام:

عند �إضافة �لفائدة �أكثر من مرة في �لعام، يكون قانون �لجملة �لمستخدم في هذه �لحالة، هو:

(،  حيث: عدد مر�ت �إضافة �لفائدة 


جـ = م )١+

مثــال )4(: �أحســب ر�أس �لمــال �لناتــج مــن توظيــف مبلــغ 3٠٠٠ دينــار فــي بنــك يعطــي فائــدة مركبــة معدلهــا ٨% ســنوياً 
لمــدة ٩ ســنو�ت، وتضــاف �لفائــدة مرتيــن فــي �لعــام، ثــم �أحســب �لفائــدة �لمركبــة.

) 


الحل: جـ = م )١+

(٩×٢ = 3٠٠٠)١,٠٤(١٨ = 6٠77,٤٥ دينار�ً.
٠,٠٨
٢

جـ = 3٠٠٠ )١+ 

�لفائدة �لمركبة = جـ - م = 6٠77,٤٥ - 3٠٠٠ = = 3٠77,٤٥ دينار�ً.
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 �أكمل �لفر�غ في �لجدول �ل�آتي:
نشاط

�لفائدة�لجملة�لمدة بالسنو�ت�لمعدل�لمبلغ2

٨٨  , ٤٢٩6٠٤% سنويا٢٠٠٠٠ً�أ

6٨  ,6٨٢١١٤7 ,6,٥36١٤7 سنة 7% كل 6 شهورب

٢٤ ,٥١٩١١١ ,١١%سنويا٨٠٠٠ًج

١7  ,7١٠6٨١ ,3% كل 3 شهور ١٠٠٠٠د

   

5 - 2  تمارين ومسائل

ــة معدلهــا �لســنوي ٩% �أجــد  ــار فــي بنــك، بحســاب فائــدة مركب أمــل للمكفوفيــن ٨٠٠٠ دين ــة �ل� س1: �أودعــت جمعي
جملــة �لمبلــغ بعــد 6 ســنو�ت.

س2: �أودعــت ســعاد مبلــغ ٥٠٠٠ دينــار فــي �لبنــك، بحســاب فائــدة مركبــة معدلهــا 7.٥% ســنوياً. �أجــد عــدد �لســنو�ت 
�لتــي تلــزم حتــى تصبــح جملــة �لمبلــغ 7١7٨.١٤66 دينــار�ً .

س3: �أودع غســان ٤٠٠٠٠ دينــار فــي بنــك بفائــدة مركبــة بمعــدل مــا وفــي نهايــة ٨ ســنو�ت بلغــت �لفو�ئــد �لمســتحقة 
لــه ١٥6٥7,٨٥ دينــار�ً.  �أجــد معــدل �لفائــدة �لمركبــة �لســنوي.

س4: �أحســب ر�أس �لمــال �لناتــج مــن توظيــف مبلــغ ١٥٠٠٠ دينــار فــي بنــك، يعطــي فائــدة مركبــة معدلهــا 7% ســنوياً 
لمــدة ٥ ســنو�ت، وتضــاف �لفائــدة مرتيــن فــي �لعــام، ثــم �أحســب �لفائــدة �لمركبــة.

ــغ  ــة كان �لمبل ــدة زمني ــة ٨% ســنوياً، وبعــد م ــدة مركب ــك بمعــدل فائ ــن �لبن ــار م ــغ ٨٠٠٠ دين ــرض ماجــد مبل س5: �قت
ــغ. ــدة �ل�ســتثمار لهــذ� �لمبل ــر، �أجــد م ــه ١٤٨٠7,٤٤ دناني ــوب من �لمطل

س٦: �أودع ر�مــي مبلــغ ٥٠٠٠ دينــار فــي بنــك بمعــدل فائــدة مركبــة ١٢ % ســنوياً ولمــدة 3 ســنو�ت، فــاإذ� علمــت �أن 
�لفو�ئــد تضــاف كل 3 شــهور. �أجــد جملــة �لوديعــة.
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5 - 3           الســــــندات  
)Bonds(                

نشاط )١(: للشركات و�لمؤسسات �ل�أهلية في فلسطين دور كبير في توفير فرص عمل لذوي �لدخل 
نشاط

1
�لمحدود و�لحال�ت �لخاصة عن طريق تطوير بعض �لمشاريع. 

�إقامة مصنع لحفظ وتغليف �لمنتجات �لزر�عية في  �أبو غز�لة �لتسوية  تنوي مؤسسة �لشهيدة شادية 
د�رية للمؤسسة �لبحث عن طرق مختلفة لتمويل �لتكاليف،  منطقة �ل�أغو�ر، و�تفقت عضو�ت �لهيئة �ل�إ
حيث �قترحت �إحدى �لعضو�ت �خذ قرض من �لبنك و�أخرى �قترحت بيع قطعة �رض تابعة للمؤسسة، و�أخير� قررت 
د�رية للمؤسسة �إصد�ر سند�ت قيمتها �ل�سمية ١٠٠٠٠ دينار وبمعدل ١٠٠ دينار لكل سند وفائدة �سمية ٨%. �لهيئة �ل�إ

ير�د منها بعد ٥ سنو�ت؟ ................. �إذ� �شترت مها ٢٠ سند� ً, ما مقد�ر �ل�إ

بعض  تمويل  �أجل  من  �لبلديات  بعض  �أو عن  �لعامة  �لمساهمة  �لشركات  �أو  �لدولة  دين يصدر عن  �أد�ة  هو  السند: 
�لمشاريع.

تطرح �لسند�ت للبيع في سوق �لمال لتحصيل مبالغ لتمويل �لشركات �أو �لمشروعات �لكبيرة. وتصنف �لسند�ت وفقا 
لمعايير مختلفة مثل: �لجهة �لمصدرة ، فترة �ل�ستحقاق ، �لفائدة، .......... �لخ. 

ويكتب على السند معلوماته الرئيسة وهي: �سم �لجهة �لمصدرة للسند وقيمته �ل�سمية ومعدل فائدته �ل�سمية و�لمدة 
�لزمنية ل�ستحقاقه.

ويرتبط حساب السندات بعدة عوامل وهي:
.  لقيمة �ل�سمية للسند: وهي �لقيمة �لنقدية �لتي تكون مدونة على �لسند. ويرمز لها بالرمز�  .١

 . معدل �لفائدة �ل�سمي )�لسنوية(: ويرمز له بالرمز  .٢
.  لمدة �لزمنية ل�ستحقاق �لسند: ويرمز له بالرمز�  .3

مبلغ �لفائدة عن كل وحدة زمنية ويرمز له بالرمز ف ، ويساوي حاصل ضرب �لقيمة �ل�سمية للسند في معدل �لفائدة   .٤
  ف   ل�سمي له، �إذ� كانت �لفائدة تدفع سنويا. حيث �أن�

.
—
 معدل فائدة �ل�ستثمار �لسوقية وهو قد يكون مساويا لمعدل �لفائدة �ل�سمي �أو �أقل منه �أو يساويه، ويرمز له بالرمز   .٥

�لقيمة �لحالية للقيمة �ل�سمية للسند: وهي تختلف من سنة �إلى �أخرى.  .6


)—١+ع(
     حيث �أن �لقيمة �لحالية للقيمة �ل�سمية للسند = 
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  )
١

)١+ع—( ن
−١( 

ع—
�لقيمة �لحالية للفو�ئد وتساوي  ف ×    .7

�لقيمة �لحقيقية للسند ويرمز لها بالرمز ق)ح( وهي �لقيمة �لسوقية )�لفعلية ( للسند وبناء عليها يتم تقييم �لسند في   .٨
لحظة ما، ويتم �تخاذ �لقر�ر ببيع �لمستثمر للسند في سوق �ل�أور�ق �لمالية �أو �سترجاعه من قبل �لجهة �لمصدرة، 

حيث �أن:
القيمة الحقيقية للسند = القيمة الحالية للفوائد  + القيمة الحالية للقيمة الاسمية للسند

) 
)١+ع—( ن

( + 

  )
١

)١+ع—( ن
−١( 

ع—
ق)ح( = ف ×  

 

مثــال )1(: ســند قيمتــه �ل�ســمية ٥٠٠ دينــار يســتهلك بعــد ١٠ ســنو�ت بمعــدل فائــدة �ســمي للســند ٨% ســنويا، 
ــة:  آتي ــال�ت �ل� ــي �لح ــند ف ــة للس ــة �لحقيقي ــد �لقيم ــمية �أج ــه �ل�س ــند قيمت ــتهلك �لس يس

معدل فائدة �ل�ستثمار �لسوقية ٩%سنويا.  )١

معدل فائدة �ل�ستثمار �لسوقية ٨%سنويا.  )٢

الحل: ١( معدل �لفائدة �ل�سمي للسند ٨% سنويا ومعدل فائدة �ل�ستثمار �لسوقية ٩%سنويا.

٨ = ٤٠دينار�ً
١٠٠             ف =  × ع = ٥٠٠ × 

) 
)١+ع—( ن

( + 
  )

١

)١+ع—( ن
−١( 

ع—

            ق)ح( = ف ×  

٥٠٠

١+٠,٠٩(١٠(
 +  

  )
١

١+٠,٠٩(١٠(
−١( 

٠,٠٩

ق)ح( = ٤٠ ×    

٢١١,٢37 + 
١−٠,٤٢٢

٠,٠٩  ×٤٠ =
٥٠٠

٢,367
 +  

  )
١

٢,367
−١( 

٠,٠٩

ق)ح( = ٤٠ ×    

ملاحظة: ل� يوجد في فلسطين مؤسسات تطرح �لسند�ت.
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٢١١,٢37 + )
٠,٥7٨
٠,٠٩ ق)ح( = ٤٠ × )  

ق)ح( = ٤٠ × ]6,٤٢٢[ +  ٢١١,٢37 دينار�ً.

     = ٤6٨,١١7 دينار�ً.

٢( معدل �لفائدة �ل�سمي للسند ٨% سنويا ومعدل فائدة �ل�ستثمار �لسوقية ٨%سنويا.  

)


)١+ع—( ن
( + 

  )
١

)١+ع—( ن
−١( 

ع—
ق)ح( = ف ×    

٥٠٠

١+٠,٠٨(١٠(
 + 

  )
١

١+٠,٠٨(١٠(
−١( 

٠,٠٨
ق)ح( = ٤٠ ×    

 

٥٠٠

٢,١٥٨٩
 + 

  )
١

٢,١٥٨٩
−١( 

٠,٠٨
ق)ح( = ٤٠ ×    

٢3١,6٠ + )
٠,٤63١−١

٠,٠٨
ق)ح( = ٤٠ × )  

٢3١,6٠ + )
٠,٥36٩
٠,٠٨

ق)ح( = ٤٠ × )  

ق)ح( = ٤٠ × )6,7١( + 6٠,٢3١  

٢3١,6٢ + ٠6٨,٤ =        

ق)ح( = ٥٠٠ دينار�ً.  
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مثال )2(: �أصدرت �إحدى �لشركات �لمساهمة �لعامّة سند�ت، �لقيمة �ل�سمية للسند ٥٠٠٠ دينار لمدة ١6 سنة، بمعدل 
فائدة �سمي ١٢% ومعدل فائدة �ل�ستثمار �لسوقية ٨%، �أجد �لقيمة �لحقيقية للسند، علماً باأن �لفائدة تدفع كل ربع سنة.

١ × ٤6 =  ، ٠,٠3 = 
٠,١٢
٤

 =  ، ٠,٠٢= 
٠,٠٨
٤  = الحل: 

 ف =  ×  = ٥٠٠٠ ×٠,٠3 = ١٥٠ دينار�ً  

)


 )+١(
 + 

  )
١

 )+١(
−١( 


ق)ح( = ف ×)   

٥٠٠

6١+٠,٠٢(٤(
 +  

  )
١

6١+٠,٠٢(٤(
−١( 

٠,٠٢
ق)ح( = ١٥٠ ×    

 

٥٠٠

3,٥٥١
 +  

  )
١

3,٥٥١
−١( 

٠,٠٢
ق)ح( = ١٥٠ ×    

٥٠٠

3,٥٥١
 + 

١−٠,٢٨١

٠,٠٢
ق)ح( = ١٥٠ ×   

ق)ح( = )١٥٠ × 3٥,٩٥( + ١٤٠,٨٠   

ق)ح( = ٥3٩٢,٥ + ١٤٠,٨٠  

        = ٥٥33,3٠ دينار�ً.

�لقيمة  تكون  �لسوقية  �ل�ستثمار  فائدة  معدل  يساوي  �لسند  على  �ل�سمي  �لفائدة  معدل  يكون  عندما 

�لحقيقية للسند تساوي �لقيمة �ل�سمية له. وعندما يكون معدل �لفائدة �ل�سمي على �لسند �أقل من معدل اأتعلم
فائدة �ل�ستثمار �لسوقية تكون �لقيمة �لحقيقية للسند �أقل من �لقيمة �ل�سمية، و�لعكس صحيح.
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5 - 3  تمارين ومسائل

س1:  �أجــد �لقيمــة �لحقيقيــة لســند قيمتــه �ل�ســمية ٤٥٠٠ دينــار� لمــدة ٥ ســنو�ت ومعــدل فائدتــه �ل�ســمية  7% ســنويا، 
علمــا بــان فائــدة �ل�ســتثمار �لســوقية 7% �أيضــاً، علمــا بــاأن )١.٠7(٥ = ١.٤٠3.

س2:  �شــترت يمنــى ســند� قيمتــه �ل�ســمية ١٥٠٠ دينــار� لمــدة ٥ ســنو�ت بمعــدل فائــدة �ســمي 7% ســنويا ومعــدل فائــدة 
�ل�ســتثمار �لســوقية 6% �أجــد �لقيمــة �لحقيقيــة للســند. علمــا بــاأن  )١.٠6(٥ = 33٨.١.

ــار لمــدة ٨ ســنو�ت ومعــدل فائدتــه �ل�ســمية 6% ســنويا، �إذ� كان معــدل فائــدة  س3:  ســند قيمتــه �ل�ســمية 36٠٠ دين
�ل�ســتثمار �لســوقية ٩% �أجــد �لقيمــة �لحقيقيــة لهــذ� �لســند.

س4:  بلــغ معــدل �ل�ســتثمار فــي �لســوق �لماليــة 7% ســنويا لمــدة 3 ســنو�ت لســند قيمتــه �لحقيقيــة ١7٠٠ دينــار�ً ومعــدل 
فائدتــه �ل�ســمي 7% ســنويا �أجــد �لقيمــة �ل�ســمية للســند. 

س5:  ســند قيمنــه �ل�ســمية ٤٠٠٠ دينــار�ً لمــدة ٥ ســـنو�ت، �إذ� كان معــدل فائــدة �ل�ســـتثمار �لســـوقية ١٠% �أجــد معــدل 
�لفائــدة �ل�ســمي علمــا بــاأن �لقيمــة �لحقيقيــة للســند هــي 7٤٨٤.٤7٢ دينــار.

(،  وفي �أسئلة �لفائدة �لمركبة يعطى قيم  بعض �للوغاريتمات.
ع— ملاحظة: في مثل هذه �ل�أسئلة يعطى �لطالب  قيمة �لمقد�ر  )١+
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            اأنواع السندات
4 - 5)Types of bond(              

�إن �لتطــور و�لتوســع �لتجــاري �لحاصــل فــي �ل�أســو�ق، قابلــه تطــور فــي �آليــة عــرض �لمعامــلات �لماليــة 
نشاط

1
وتنوعها، وبال�أخص �لسند�ت.

ينــوي يامــن �ســتثمار مبلــغ مــن �لمــال بشــر�ء ســند�ت، ومــن ضمــن �لعــروض �لمتوفــرة ســند قيمتــه 
١٠٠٠ دينــار وعائــده �ل�ســمي 3% ومدتــه ســنة، وســند قيمتــه ١٠٠٠ دينــار، وعائــده �ل�ســمي حســب 

ســعر �لفائــدة �لســوقي، ومدتــه ١٠ ســنو�ت.

اأي العروض اأفضل للاستثمار؟ .......................................... 

هنــا يجــب �أن ل� ننظــر فقــط لمقــد�ر �لفائــدة، بــل يجــب �أخــذ مــدة �ل�ســتحقاق بعيــن �ل�عتبــار، حيــث �إن �لســند �ل�أول 
يســترجع قيمتــه كاملــة فــي نهايــة �لعــام �ل�أول �إضافــة �إلــى 3%، بينمــا يحصــل صاحــب �لســند �لثانــي علــى فائــدة قيمتهــا 

٥%  ولكــن ســعرها غيــر معلــوم فــي نهايــة �لعــام، �أي هنالــك �أنــو�ع مختلفــة للســند�ت، مــن حيــث �لفائــدة.

اأنواع السندات من حيث الفائدة:
    للســند�ت �أنــو�ع كثيــرة مــن حيــث �لفائــدة، منهــا: �لســند�ت �لمســتديمة )ذ�ت معــدل �لفائــدة �لثابــت( وذ�ت معــدل 

�لفائــدة �لمتحــرك، وصفريــة �لكوبــون و�لدخــل و�لمشــاركة و�لرديئــة.

سنتطرق في دراستنا اإلى السندات المستديمة فقط:

1( السندات المستديمة:
   هــذ� �لنــوع مــن �لســند�ت ليــس لــه فتــرة ســد�د محــدد، وتصدرهــا عــادة �لحكومــات لتمويــل مشــروعاتها، . ويســتطيع 
حامــل �لســند �ســترد�د �لقيمــة ببيــع �لســند فــي �لســوق �لماليــة، ويمكــن حســاب ثمــن �لشــر�ء )�لقيمــة �لشــر�ئية ( لهــذ� 

�لســند باســتخد�م علاقــة �لقيمــة �لحاليــة للدفعــات �لمســتديمة، �أي �أن ثمــن شــر�ء �لســند. 

 ×  = علماً باأن ف ، 
× 


ق)ح( =  

 

: �لقيمة �ل�سمية.

: معدل �لفائدة �لسنوية.
: معدل �لفائدة في �لسوق �لمالي، وتسمى معدل �ل�ستثمار. —



ق)ح(: �لقيمة �لحالية للسند�ت �لمستديمة.
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ــار  ــة، ســند�ت مســتديمة �لقيمــة �ل�ســمية للســند ١٠٠٠ دين ــال )1(: �أصــدرت �إحــدى �لشــركات �لمســاهمة �لعام مث
ومعــدل �لفائــدة �ل�ســمي علــى هــذه �لســند�ت يســاوي ٨% ســنوياً، �إذ� كان معــدل �لفائــدة فــي �لســوق ١٠% �أجــد �لقيمــة 

�لحقيقيــة لهــذه �لســند�ت.

 = ٨٠٠ دينار
١٠٠٠ × ٠,٠٨

٠,١٠
 = 

× 


الحل: ق)ح( = 

ــدل  ــدة �ســمي ١٠ % ومع ــدل فائ ــند�ت مســتديمة بمع ــة س ــال )2(: �أصــدرت �إحــدى �لشــركات �لمســاهمة �لعام مث
ــار.  ــة تســاوي 36٠٠ دين ــة �لحقيقي ــاأن �لقيم ــاً ب ــة �ل�ســمية للســند، علم ــي �لســوق ١٢% �أجــد �لقيم ــدة ف �لفائ

       
× 


  الحل: ق)ح( = 

  �أي �أن  = ٤3٢٠ دينار�ً وهي �لقيمة �ل�سمية.
٤3٢
٠,١

 =  ومنها    
٠,١× 
%١٢

 = 36٠٠          

 ، مثــال )3(: �ســتثمر ســامي فــي شــر�ء ســند�ت مســتديمة بقيمــة �ســمية ٥٠٠٠ دينــار�ً للســند بمعــدل فائــدة �ســمي
ومعــدل �لفائــدة فــي �لســوق ٨ % فــاإذ� كانــت �لقيمــة �لحقيقيــة للســند حاليــاً 6٢٥٠ دينــار�ً �أجــد معــدل �لفائــدة �ل�ســمية.

، % ٨ =   ، ٥٠٠٠ =  :الحل

ق)ح( = 6٢٥٠

× 


ق)ح( = 

   × ٥٠٠٠
٠,٠٨

 = 6٢٥٠

ومنها  = ١٠ %        لماذ�؟
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5 - 4  تمارين ومسائل

ــة  ــدة �لدوري ــاأن �لفائ ــه ٨% علمــاً ب ــار، ومعــدل فائدت ــه �ل�ســمية ٤٥٠٠ دين ــم قيمت ــة لســند د�ئ س1: �أجــد �لقيمــة �لحالي
أولــى تــؤدى بعــد 7 ســنو�ت، ومعــدل �لفائــدة فــي �لســوق �لماليــة 6% ســنوياً. �ل�

س2: �أجــد ثمــن شــر�ء ســند قيمتــه �ل�ســمية 3٠٠٠ دينــار، يســتهلك بعــد ١٢ ســنة بالقيمــة �ل�ســمية نفســها، وتدفــع 
فو�ئــده كل ثلاثــة شــهور، وبمعــدل ســنوي ٨% �إذ� علمــت �أن معــدل �ل�ســتثمار فــي �لســوق �لماليــة ٥% كل ثلاثــة شــهور.

)ملاحظــة: 3 شــهور تعنــي ربــع ســنوي(.

س3: �أصــدرت شــركة مســاهمة عامــة ســند�ت مســتديمة بقيمــة �ســمية ٤٠٠٠ دينــار للســند وبمعــدل فائــدة �ســمي ٩% 
فــاإذ� علمــت �أن �لقيمــة �لحقيقيــة للســند تســاوي ٥١٤٢,٨6، �أجــد معــدل �لفائــدة �لســوقي.

س4: �شــترى وليــد ســند�ت مســتديمة مــن �أحــد �لشــركات �لمســاهمة �لعامــة بقيمــة �ســمية 3٠٠٠ دينــار للســند وبمعــدل 
فائــدة �ســمي ١٢%، فــاإذ� كان معــدل �لفائــدة فــي �لســوق ١٢%، �أجــد �لقيمــة �لحقيقيــة للســند�ت.
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5 - 5   تمارين عامة:

جابة �لصحيحة مما ياأتي:  س1: �أختار رمز �ل�إ

١( �إذ� �ستثمر مبلغ  قدره ٨٢٠٠٠ دينار، بمعدل ٥% سنوياً، فما �لفائدة �لبسيطة بعد 6 سنو�ت:

د( ٢٤6٠٠جـ( ٢٤١٠٠ب( ٢٤٩٠٠�أ( ٢٤٢٠٠

٢( �ستثمر مبلغ قدره ٥٠٠٠ دينار بمعدل ٨% سنوياً، فما �لجملة �لبسيطة للمبلغ بعد ١٠ سنو�ت: 

د( ٩٥٠٠جـ( ٩٤٠٠ب( ٥٤٠٠�أ( ٩٠٠٠

3( �إذ� بلغت �لفائدة �لبسيطة لمبلغ ٨٠٠ دينار ٨٠ دينار�ً، فاإن معدل �لفائدة يساوي: 

د( ١٥%جـ( ١٠%ب( ١٨% �أ( ٥%

٤(�إذ� كانت �لفائدة �لتجارية لمبلغ ما تساوي ١٤6 فما قيمة �لفائدة �لصحيحة؟ 

د( ١٤7جـ( ١٤6ب( ١٤٤�أ( ١٤٩

٥( �أصــدرت �إحــدى �لشــركات �لمســاهمة �لعامــة ســند�ت �لقيمــة �ل�ســمية للســند ١٠٠٠٠٠ دينــار لمــدة ١٥ ســنة، 
وتحمــل معــدل فائــدة �ســمي ١٠% ، ومعــدل �لفائــدة بالســوق ١٠% مــا �لقيمــة �لحقيقيــة للســند في تاريخ �ل�ســتحقاق؟

د( ١١٠٠٠٠ دينارجـ( ١٠٠٠٠ دينارب( ١٠٠٠٠٠ دينار�أ( ١٠٠٠ دينار

آتية ليست من عناصر �حتساب �لفائدة؟ 6( �أي من �ل�

د( جملة �لمبلغجـ( �لمدةب( سعر �لفائدة�أ( مبلغ �لقرض

7( �أر�د علــي �أن يســتثمر مبلــغ ٢٨٠٠ دينــار بفائــدة بســيطة بمعــدل ٤% ســنوياً، وحصــل فــي نهايــة �لمــدة علــى فائــدة 
مقد�رهــا ٢٨٠ دينــار�ً، كــم مــدة �ل�ســتثمار؟

د( 3 سنو�تجـ( سنتان ونصفب( سنة ونصف�أ( ٨ سنو�ت

٨( تتساوى �لفائدة �لمركبة مع �لفائدة �لبسيطة في: 
ب( �لفترة �ل�أولى للقرض فقط �أ ( جميع فتر�ت �لقرض    

جـ( �لفترتان �ل�أولى و�لثانية     د( ل� تتساوى في �أي فترة من �لفتر�ت.
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٩( �ســتثمر مبلــغ ١٠٠٠ دينــار لمــدة ١٠ ســنو�ت، وبلغــت جملتــه ١٥٥٢,٩6٩ دينــار�ً، فمــا هــي معــدل �لفائــدة 
ــة؟ �لمركب

 د( ١,٥%جـ( ٤,٥% ب( 3,٥%   �أ( ٢,٥%

١٠( �إذ� بلغــت �لقيمــة �لحقيقيــة لســند�ت مســتديمة ٢٤٠٠٠ دينــار، وبلــغ معــدل �لفائــدة فــي �لســوق ١٠% فمــا مبلــغ 
�لفائــدة علــى �لســند�ت؟ 

د( ٢٤٠ دينار�ً. جـ( ٢٤٠٠٠٠ دينار   ب( ٢٤٠٠٠ دينار   �أ( ٢٤٠٠ دينار

ــدة �لبســيطة  ــار لمــدة ١٢٠ يومــاً بمعــدل ١٢% ســنوياً. �أحســب �لفائ ــل مــن بنــك مبلــغ ٨٠٠٠ دين س2: �قترضــت رتي
ــة و�لصحيحــة. �لتجاري

س3: حصــل �أحــد �لتجــار مــن �لبنــك علــى فو�ئــد قيمتهــا ٨٤٠ دينــار�ً مقابــل مبلــغ ٢٤٠٠٠ دينــار، �أودعــه فــي �لبنــك 
لمــدة ســنتين �أحســب معــدل �لفائــدة �لبســيطة �لتــي حســبها �لبنــك؟

س4: �أودعــت فــد�ء مبلــغ ٥٠٠٠ دينــار فــي �لبنــك بمعــدل فائــدة مركبــة ١٢% ســنوياً، �أحســب مبلــغ �لفائــدة �لمســتحقة 
لهــا بعــد ٤ ســنو�ت، �إذ� كانــت �لفو�ئــد تضــاف كل شــهر؟

س5: �أجــد �لمبلــغ �لــذي تصبــح جملتــه 7١76,٨٨ دينــار�ً فــي نهايــة 3 ســنو�ت، بمعــدل فائــدة مركبــة 6% ســنوياً تضــاف 
كل شهرين.

س٦: �أصــدرت �لدولــة ســند�ت د�ئمــة �لقيمــة �ل�ســمية للســند ١٠٠٠ دينــار، ومعــدل �لفائــدة �ل�ســمي ١٠% ، ومعــدل 
�لفائــدة فــي �لســوق ٩% و�لفو�ئــد تدفــع كل ســنة، �أجــد ســعر �إصــد�ر هــذه �لســند�ت.

آتي: س٧: �أقيّم ذ�تي: �أكمل �لجدول �ل�

مستوى �ل�نجاز مؤشر الاداء

متوسط منخفض  مرتفع

�جد حسب �لقو�عد �لفائدة بانو�عها

�حدد �نو�ع �لسند�ت وكيفية حسابها

 �حل مشكلات حياتية على �نو�ع �لسند�ت
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0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00 ع
0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 3.7-
0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 3.6-
0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 3.5-
0.0002 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 3.4-
0.0003 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0005 0.0005 0.0005 3.3-
0.0005 0.0005 0.0005 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0007 0.0007 3.2-
0.0007 0.0007 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0009 0.0009 0.0009 0.0010 3.1-
0.0010 0.0010 0.0011 0.0011 0.0011 0.0012 0.0012 0.0013 0.0013 0.0013 3.0-
0.0014 0.0014 0.0015 0.0015 0.0016 0.0016 0.0017 0.0018 0.0018 0.0019 2.9-
0.0019 0.0020 0.0021 0.0021 0.0022 0.0023 0.0023 0.0024 0.0025 0.0026 2.8-
0.0026 0.0027 0.0028 0.0029 0.0030 0.0031 0.0032 0.0033 0.0034 0.0035 2.7-
0.0036 0.0037 0.0038 0.0039 0.0040 0.0041 0.0043 0.0044 0.0045 0.0047 2.6-
0.0048 0.0049 0.0051 0.0052 0.0054 0.0055 0.0057 0.0059 0.0060 0.0062 2.5-
0.0064 0.0066 0.0068 0.0069 0.0071 0.0073 0.0075 0.0078 0.0080 0.0082 2.4-
0.0084 0.0087 0.0089 0.0091 0.0094 0.0096 0.0099 0.0102 0.0104 0.0107 2.3-
0.0110 0.0113 0.0116 0.0119 0.0122 0.0125 0.0129 0.0132 0.0136 0.0139 2.2-
0.0143 0.0146 0.0150 0.0154 0.0158 0.0162 0.0166 0.0170 0.0174 0.0179 2.1-
0.0183 0.0188 0.0192 0.0197 0.0202 0.0207 0.0212 0.0217 0.0222 0.0228 2.0-
0.0233 0.0239 0.0244 0.0250 0.0256 0.0262 0.0268 0.0274 0.0281 0.0287 1.9-
0.0294 0.0301 0.0307 0.0314 0.0322 0.0329 0.0336 0.0344 0.0351 0.0359 1.8-
0.0367 0.0375 0.0384 0.0392 0.0401 0.0409 0.0418 0.0427 0.0436 0.0446 1.7-
0.0455 0.0465 0.0475 0.0485 0.0495 0.0505 0.0516 0.0526 0.0537 0.0548 1.6-
0.0559 0.0571 0.0582 0.0594 0.0606 0.0618 0.0630 0.0643 0.0655 0.0668 1.5-
0.0681 0.0694 0.0708 0.0721 0.0735 0.0749 0.0764 0.0778 0.0793 0.0808 1.4-
0.0823 0.0838 0.0853 0.0869 0.0885 0.0901 0.0918 0.0934 0.0951 0.0968 1.3-
0.0985 0.1003 0.1020 0.1038 0.1056 0.1075 0.1093 0.1112 0.1131 0.1151 1.2-
0.1170 0.1190 0.1210 0.1230 0.1251 0.1271 0.1292 0.1314 0.1335 0.1357 1.1-
0.1379 0.1401 0.1423 0.1446 0.1469 0.1492 0.1515 0.1539 0.1562 0.1587 1.0-
0.1611 0.1635 0.1660 0.1685 0.1711 0.1736 0.1762 0.1788 0.1814 0.1841 0.9-
0.1867 0.1894 0.1922 0.1949 0.1977 0.2005 0.2033 0.2061 0.2090 0.2119 0.8-
0.2148 0.2177 0.2206 0.2236 0.2266 0.2296 0.2327 0.2358 0.2389 0.2420 0.7-
0.2451 0.2483 0.2514 0.2546 0.2578 0.2611 0.2643 0.2676 0.2709 0.2743 0.6-
0.2776 0.2810 0.2843 0.2877 0.2912 0.2946 0.2981 0.3015 0.3050 0.3085 0.5-
0.3121 0.3156 0.3192 0.3228 0.3264 0.3300 0.3336 0.3372 0.3409 0.3446 0.4-
0.3483 0.3520 0.3557 0.3594 0.3632 0.3669 0.3707 0.3745 0.3783 0.3821 0.3-
0.3859 0.3897 0.3936 0.3974 0.4013 0.4052 0.4090 0.4129 0.4168 0.4207 0.2-
0.4247 0.4286 0.4325 0.4364 0.4404 0.4443 0.4483 0.4522 0.4562 0.4602 0.1-
0.4641 0.4681 0.4721 0.4761 0.4801 0.4840 0.4880 0.4920 0.4960 0.5000 0.0

عملحق: جدول �لتوزيع �لطبيعي �لمعياري �لتر�كمي
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تابع جدول �لتوزيع �لطبيعي �لمعياري �لتر�كمي

0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00 ع
0.5359 0.5319 0.5279 0.5239 0.5199 0.5160 0.5120 0.5080 0.5040 0.5000 0.0
0.5753 0.5714 0.5675 0.5636 0.5596 0.5557 0.5517 0.5478 0.5438 0.5398 0.1
0.6141 0.6103 0.6064 0.6026 0.5987 0.5948 0.5910 0.5871 0.5832 0.5793 0.2
0.6517 0.6480 0.6443 0.6406 0.6368 0.6331 0.6293 0.6255 0.6217 0.6179 0.3
0.6879 0.6844 0.6808 0.6772 0.6736 0.6700 0.6664 0.6628 0.6591 0.6554 0.4
0.7224 0.7190 0.7157 0.7123 0.7088 0.7054 0.7019 0.6985 0.6950 0.6915 0.5
0.7549 0.7517 0.7486 0.7454 0.7422 0.7389 0.7357 0.7324 0.7291 0.7257 0.6
0.7852 0.7823 0.7794 0.7764 0.7734 0.7704 0.7673 0.7642 0.7611 0.7580 0.7
0.8133 0.8106 0.8078 0.8051 0.8023 0.7995 0.7967 0.7939 0.7910 0.7881 0.8
0.8389 0.8365 0.8340 0.8315 0.8289 0.8264 0.8238 0.8212 0.8186 0.8159 0.9
0.8621 0.8599 0.8577 0.8554 0.8531 0.8508 0.8485 0.8461 0.8438 0.8413 1.0
0.8830 0.8810 0.8790 0.8770 0.8749 0.8729 0.8708 0.8686 0.8665 0.8643 1.1
0.9015 0.8997 0.8980 0.8962 0.8944 0.8925 0.8907 0.8888 0.8869 0.8849 1.2
0.9177 0.9162 0.9147 0.9131 0.9115 0.9099 0.9082 0.9066 0.9049 0.9032 1.3
0.9319 0.9306 0.9292 0.9279 0.9265 0.9251 0.9236 0.9222 0.9207 0.9192 1.4
0.9441 0.9429 0.9418 0.9406 0.9394 0.9382 0.9370 0.9357 0.9345 0.9332 1.5
0.9545 0.9535 0.9525 0.9515 0.9505 0.9495 0.9484 0.9474 0.9463 0.9452 1.6
0.9633 0.9625 0.9616 0.9608 0.9599 0.9591 0.9582 0.9573 0.9564 0.9554 1.7
0.9706 0.9699 0.9693 0.9686 0.9678 0.9671 0.9664 0.9656 0.9649 0.9641 1.8
0.9767 0.9761 0.9756 0.9750 0.9744 0.9738 0.9732 0.9726 0.9719 0.9713 1.9
0.9817 0.9812 0.9808 0.9803 0.9798 0.9793 0.9788 0.9783 0.9778 0.9772 2.0
0.9857 0.9854 0.9850 0.9846 0.9842 0.9838 0.9834 0.9830 0.9826 0.9821 2.1
0.9890 0.9887 0.9884 0.9881 0.9878 0.9875 0.9871 0.9868 0.9864 0.9861 2.2
0.9916 0.9913 0.9911 0.9909 0.9906 0.9904 0.9901 0.9898 0.9896 0.9893 2.3
0.9936 0.9934 0.9932 0.9931 0.9929 0.9927 0.9925 0.9922 0.9920 0.9918 2.4
0.9952 0.9951 0.9949 0.9948 0.9946 0.9945 0.9943 0.9941 0.9940 0.9938 2.5
0.9964 0.9963 0.9962 0.9961 0.9960 0.9959 0.9957 0.9956 0.9955 0.9953 2.6
0.9974 0.9973 0.9972 0.9971 0.9970 0.9969 0.9968 0.9967 0.9966 0.9965 2.7
0.9981 0.9980 0.9979 0.9979 0.9978 0.9977 0.9977 0.9976 0.9975 0.9974 2.8
0.9986 0.9986 0.9985 0.9985 0.9984 0.9984 0.9983 0.9982 0.9982 0.9981 2.9
0.9990 0.9990 0.9989 0.9989 0.9989 0.9988 0.9988 0.9987 0.9987 0.9987 3.0
0.9993 0.9993 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9991 0.9991 0.9991 0.9990 3.1
0.9995 0.9995 0.9995 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9993 0.9993 3.2
0.9997 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9995 0.9995 0.9995 3.3
0.9998 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 3.4
0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 3.5
0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 3.6
0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 3.7

ع
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الوحدة الاأولى )المصفوفات(

حلول تمارين ومسائل  1 - 1

 

١٥٠   ١٠٠     ٥٠
٢٠٠   ١٥٠    ١٠٠

 ١٥٠    ١٠٠   ٢٥٠
١٥٠    ٢٠٠    ٥٠

 �أو 
        ٥٠    ٢٥٠    ٢٠٠    ١٥٠
       ٢٠٠   ١٠٠   ١٥٠   ١٠٠
١٥٠    ١٥٠   ١٠٠    ٥٠

 
س1:

 ١( رتبة  = ٢×3 ، رتبة ب = ٢×٢ ، رتبة جـ = 3×٢
س2:

٥- = 
٢3
 = ٢.3 ، جـ

١3
 = 3 ، جـ

٢١
، ب ٢

3
 = 

٢٢
 )٢

3- = 
٢3
 + جـ

٢١
 )3

س3: ١(  ص = 3 ، س = 3                ٢( س = -٢ ، ص = -6

٠
        

١

٢     3

٥     ٤
 

=

 

٢١
جـ

      ١١
جـ

٢٢
    جـ

١٢
جـ

٢3
    جـ

١3
جـ

 

س4: جـ =

حلول تمارين ومسائل  1 - 2

٤٥٠٠    ٥٠٠٠    3٥٠٠ ، ج ـ=  6٥٠٠٠    ٥٥٠٠    ٥٠٠ ٢٠٠٠    ٢٥٠٠    ٤٠٠٠ ،  ب = 
 
 =  )س1: �أ

٢٥٠٠    3٠٠٠    3٠٠٠ ١٠٥٠٠   ١٢٥٠٠   ١٥٥٠٠ ،  جـ(  ب( س= 

٢        3        ٤  
٥        3-       ٠  

 )٢

          

١-
        

٢-

٢-     3

٥     -١-

س2: ١( 

٩
          

٢

١     ٥-

١      ٩
 )3          

٩
          

٢

١     ٥-

١      ٩
 )٢    

3-
            

٨

١     -١٠-

٥       ٠-

س3: ١( 
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٩
          

١

١      ٢

٢      ٥

 )6     

٩
          

١

١      ٢

٢      ٥

 )٥    

٨
          

٢-

١6     ٤-

٢      ١٤

 )٤

٢(  س = -٤ ، ص = ٢  ، س4: ١( س = 3 ، ص= ١  

 
٢     ٢      ٨- 
٠      ٨    -١٨ 

٢( ص =   ،   
١      ٩

٢
   

١       -١٥-     
س5: س = 

               
حلول تمارين ومسائل  1 - 3

س1: 

رتبة �لمصفوفة


رتبة �لمصفوفة
ب

 ب
معرفة

 ب
غير معرفة

رتبة مصفوفة �لناتج

3×١٢×3⎷______١×٢

3×٢3×٢______⎷______

٢×١3×١⎷______3×٢

33      ٢       -١  
٤      ٤    -٥٠  

 )٤    
١       ٠-

٠       ١ 
٢( �لضرب غير معرف  3(   33 س2: ١( 

   ٤( ل� يمكن.
٤7      ٤       ٥٩
١7-     ٢3      ١-
١٢      ٢٤-     6-

 )3    
7٢٢       -٢٢      -٢-
7٤٨     -٥٨     -٨-
6٥٠      ٠-     3٠-

 )٢  
١     ١٠٩     ٩٥3
٤7    3٤      -١

س3: ١( 

،   ص = ٥ س4: س =  ٢  

33-      ١٠٥     3٩
١١6-      ٢١7     ٩٠

 )٢  
33-      ١٠٥     3٩
١١6-      ٢١7     ٩٠

س5: ١(  
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١٢      6       ٤٢
١٨     6٥     -٨6

 )٥        
١٢      6       ٤٢
١٨     6٥     -٨6

 )٤  
١٢      6       ٤٢
١٨     6٥     -٨6

  )3

حلول تمارين ومسائل  1 - 4

3٤- )3 س1: ١( ٢      ٢( ٠   

| )3-٢ب| = ١٨ س2: ١( |.ب| = ١6     ٢( |+ب| = ٩  

س4: س = ١ س3: س = ٤   

حلول تمارين ومسائل  1 - 5

١     ٠

٠     ١
 )3 ٢( ل� يوجد     

١
3

    ٢
3

 -

١
3

      ١
3

س1: ١( 

١6-
3٢

    ٨
3٢

  

١٢
3٢

    ٤-
3٢

  
س3: ب-١ =  ٢( س = 6±   س2: ١( س = ٢  

٠       ١   

3
٢

    ١
٢

 
 = ١- . ب-١     ،    

٠       ١   

3
٢

    ١
٢

 
س( :4.ب(-١ = 

٢7-
٢

    ١٩
٢

 

٤٤
٢

    3٢-
٢

 
س5: س = 

حلول تمارين ومسائل  1 - ٦

٢( س = 3 ، ص = ٠ س1: ١( س = ٨  ، ص = ٥  

٢( س = 3 ، ص = ٢  س2: ١( س = 3 ، ص = -٥  
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س3: س =3    ، ص=١

س4: �أ( س + ٢ص + ٢ = ٠  ،  3س + ١١ص − ٩ = ٠ 
ب( س = -٨ ، ص = 3 

حلول تمارين ومسائل  1 - ٧

١٢3٤٥67٨٩١٠�لفقرة

جابة بدج�أبج�أج�أد�ل�إ

 ٢      ١٤   -٤6 

33-     63      ٩٢ 

٨3-   ١33     ١7٢

جـ(      
 ١      ٢- 

6       ٢ 
ب(     

 6-      ٨ 

7       ٤ 
س2: �أ( 

                                    هـ(  ١6     

٤
٢3

    3
3٢

  

٥
٢3

    ٢-
٢3

  
      د( 

 ٨

٨
      جـ(  

  ١
٢

 -    ٢ 

١
٢

 -    6 
ب(       

 3       ٢ 

١       3 
س3: �أ( 

 ٢

٢

٠

  = 

س 

ص

ع

  . 

 3    3-       ١ 

٤        ١       -١ 

٥         ١       -١

ب(    
 ٠

7
 = 

س 

ص
 . 

 3-       ٢ 

١       ٢ 
س4: �أ( 

س٦: س = 3           س٧: س= 3   س5: س = ١  ،  ص = 3   

الوحدة الثانية )التفاضل(

حلول تمارين ومسائل  2 - 1

س1: �أ( ��س = ١,٨  ،  ��ص = ٩    ،    ب( ��س = -6  ،  ��ص = -3٠
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ب( ٨    ١
3

س2: �أ(  

س4: ١ ب( ٤٥     س3: �أ( 3٩   

حلول تمارين ومسائل  2 - 2

جـ( صفر ب( -١     �أ( ٢    
 
س1:

جـ( -٨ ب( ٤     س2: �أ( ٨    

س5: ٢س    7
٤

س4:  س3: -٢    

حلول تمارين ومسائل  2 - 3

٢

س 3 3
د( ١٤س +    ٥ + 6-

س3
جـ(  ب( ٥   س1: �أ( صفر  

 3
١6

و(  هـ( -٨س3 – ١٥س٢ + 6   

س5:   ٤3     ٥-
٨١

س4:  س3:  ١٠       س2:  ٥  

س٧: ق/)س( = ٨س3 + 3س٢ – ٤ ، ق//)س( = ٢٤س٢ + 6س    3
٤

ب(  س٦:  �أ( ٢٤ 

ق)3()س( = ٤٨س + 6 ، ق)٤()س( = ٤٨ ، ق)٥()س( = ٠ ومنها ق)٥()١( = ٠

حلول تمارين ومسائل  2 - 4

-٤ ، س = ١
3

س1: ميل �لمماس = ق/)-٢( = -١٠    س2: ص – س – ١ = صفر       س3: س = 

3 =  :5س4: ص – 3س – 7 = ٠    س

حلول تمارين ومسائل  2 - 5

س3: ٤ – ١٠ = ٨س + ٢ س2: ٨س – ٤    س1: ٢س + ٢   

س٦: -6 ، ٥ س5: ١٢    س4: ٩6   
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حلول تمارين ومسائل  2 - ٦

س1: �أ( ق)١( = ٢ قيمة عظمى محلية.

ب( ق)-٢( = ١6 قيمة عظمى محلية ، ق)٢( = -١6 قيمة صغرى محلية.

جـ( ق)-١( = ٤ قيمة عظمى محلية، ق)١( = ٠ قيمة صغرى محلية.

د( ق)٥( = 3٠ قيمة عظمى محلية.

س3: ب = -٤ س2:  �لقيمة �لصغرى �لمحلية = ق)١( = صفر  

س4: �إشارة ق/)س( موجبة لكل سح*.

س5: عند )س = -٢( يوجد قيمة عظمى محلية، عند )س = ٢( يوجد قيمة صغرى محلية.

حلول تمارين ومسائل  2 - ٧

س1:

١٢3٤٥67٨٩١٠�لفقرة

جابة جـبجـد�أدبجـب�أ�ل�إ

س5: ٥٨ س4: 6     س3: ٤    س2: 36  
١
٢

 =  :س٨ س٧: ١3ص + س – ٤٠ = ٠     س٦: 33  

س٩: ق)-٢( = ١١ قيمة عظمى محلية،  ق)٠( = 7 قيمة صغرى محلية.  

الوحدة الثالثة )التكامل(

حلول تمارين ومسائل  3 - 1

س1:

الاقتران الاأصلي ق)س( + جـالمشتقة ق/)س(
 س٤ + جـ ٤س3

س٤ + س3 + ٢س + جـ٤س3 + 3س٢ + ٢

س٢ + س + جـ٢س + ١

)٤س)3 + 3ص٤س٢ + 3
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س2:

وهـدجب�أالعبارة

جابة ⎷×⎷×⎷×الاإ

س٢ + 3
س + ١

س3: ق/)س( = 

حلول تمارين ومسائل  3 - 2

 + جـ
س٢ ٥ -

٢
جـ(   ب(  + جـ     س + جـ    ٢

3
س1: �أ( 

و( ك٢س + جـ ٢ + س + جـ  
س

 + 
7س٤
٤

هـ(   + 3س + جـ  
٢س3
3

د( 

 – 3ل + جـ
ل٢
٢

س3:    – ١٥ص + جـ    
ص٢
٢

 + 
٢ص3

3
س2: 

س5: 3س3 + ٥س٢ – ٢س + ٤  + ٤س + جـ  
٥س٢
٢

 + 
٥س3
3

 – 
3س٤
٤

 + 
٢س٥
٥

س4: 

س٦: )٢س + ٢()س٢ + ٢س(٥

حلول تمارين ومسائل  3 - 3

 + 3س – ١
س٢
٢ س2: ق)س( =  س1: �أ( ق)س( = ٥س – 7   

س4: ق)س( = -٢س3 + س٢ + ٤س + 3 س3:  ٢٢     

حلول تمارين ومسائل  3 - 4

س2: ب = ±٤     ٤٥
٤

د(    ٢
٩

س1: �أ( ١٨           ب( ٢           جـ( 

 = صفر
ص
س

 = ٤س3 + ٢س – ٥     ب( 
ص
س

١٤         س5: �أ( 
3

س :3 = ٥ ، -٢     س4: 
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حلول تمارين ومسائل  3 - 5

-١٥   جـ( -٤
٢

ب(    7-
٢

س2:  �أ(  س1:  صفر    

س5: ١ ، -6 س4: - ٢7     ١٥-
٢

جـ(  ب( -٥   س3: �أ( -6  

حلول تمارين ومسائل  3 - ٦

 + جـ
)س + ب(٥

٥
 + ج ـ          س3: 

3-
٤)س – ١(٤

 + ج ـ      س2: 
-)٢ – 3س(٤

١٢
س1: 

٤-
٢١

س٦:      ١
3

 + ج ـ      س5: 
)س3 + ١(٥

١٥
س4: 

 + جـ
٤
3 3)س3 + ٤س(

٨
 + ج ـ      س٨: 

3
٢ ٢)3س – ١(

٩
س٧: 

حلول تمارين ومسائل  3 - ٧

١ وحدة مساحة.
٤

س3:  س2: ٨ وحد�ت مساحة.   س1: ١٢ وحدة مساحة.   

س5: ٤٢ وحدة مساحة.      ٢
3  =  :4س

حلول تمارين ومسائل  3 - ٨

س1:

١٢3٤٥67٨٩١٠الفقرة

جابة ج�أدج�أ�أدب�أجالاإ

س4: - 3٨ س3: ق)س( = 3س – س٢ + ٤        ١٠
3 س2: 

3٨ وحدة مساحة.
3 س٦:   + جـ  

٥
3 3)س٢ + س + ٤(

٥
س5: 



154

حصاء( الوحدة الرابعة )الاإ

حلول تمارين ومسائل  4 - 1

س2: �لتحصيل �أفضل في �للغة �لعربية. س1: -١.٥ ، -٠.٥ ، ٠.٥ ، ١.٥ ، صفر  

س3 : ٢3 م ، ١١.6 م           س4: ك =  ، 3 = ١         س :5 = ٨ ،  = 6٠        س٦: -1

حلول تمارين ومسائل  4 - 2

جـ( ٠.٨66٤ ب( ٠.١٨٤١  س1: �أ( ٠.٩١6٢ 

س3: ٠.٨66٤  ،  ٤33  س2: �أ(  ١.٠6  ،  ب( -٠.7٥  ،  جـ( ٠.٨٤   

س٦: ٨١٩ س5: �أ( 66.7٨%        ب( ٤٠    ب( ٢٢٨    س4: �أ( ٢ 

حلول تمارين عامة  4 - 3

س1:

١٢3٤٥67٨٩١٠الفرع

جابة  �أد�أبب�أبدجـجـالاإ

ب(  66٨7.٠ س3: �أ( ٠.٨٤١3  س2: 6٥  ،  ١٢      

ب( ٢73 س5: �أ( ٩   جـ( ٨١.٨٥%   ب( ٤٥6  س4: �أ( ١36٥٢  

الوحدة الخامسة ) الرياضيات المالية(

حلول تمارين ومسائل  5 - 1

س1: �أ( �لفائدة )( = ٤6٠ دينار ، ب( جملة �لمبلغ )جـ( = ١٤٢6٠ دينار 

س( :3( = ٥ �أشهر        س4: )جـ( = ١٥٩6٠ دينار  س2: )م( = ٤٠٠٠ دينار    

ب( �لفترة �لزمنية )ن( = 6 سنو�ت  س5: �أ( )ف( = ٩٠ دينار  
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س٧: �لفائدة )ع( = %6  س٦: �لفائدة �لتجارية )ف( = 6٤٠ دينار     

�لفائدة �لصحيحة )ف( = 63١.٢3٢ دينار 

حلول تمارين ومسائل  5 - 2

%٤.٢ = )( :3س س1: )جـ( = ١3٤١6 دينار     س2: )( = ٥ سنو�ت  

س٦: )جـ( = 7١٢٥ دينار س4: )جـ( = ٢١١٥٠ دينار ، )ف( = 6١6٥ دينار      س5: )( = ٨ سنو�ت  

حلول تمارين ومسائل  5 - 3

س3: ق)( = 3٠٠٢.3٥6 دينار  س2: ق)( = ١٥63.6٤٢ دينار   س1: ق)( = ٤٥٠١.٢ دينار 

س5: �لفائدة �ل�سمية = 33.٠ س4: )�أ( = ١7٠٠ دينار  

حلول تمارين ومسائل  5 - 4

س3: معدل �لفائدة �لسوقي = %7 س1: ق)( = 6٠٠٠ دينار   س2: ق)( = ٢٩٤٥.٨٤٢ دينار  

س4:  ق)ح( = 3٠٠٠ دينار

حلول تمارين ومسائل  5 - 5

١٢3٤٥67٨٩١٠الفرع

جابة �أجـبجـدببجـ�أدالاإ

س2: �لفائدة �لتجارية )ف( = 3٢٠ دينار 

�لفائدة �لصحيحة )ف( = 3١٥.6١6 دينار 

س4: جملة �لمبلغ )جـ( = 3٠6٠ دينار    %١.7٥ = )( س3: معدل �لفائدة

س٦: ق)( = ١١١١ دينار س5: �لمبلغ )م( = 6٠٠٠  دينار    
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اأفكار ريادية

*  تصميم �د�ة لقياس �ثر �ستخد�م مو�قع �لتو�صل �ل�جتماعي على تحصيل �لطلبة. 

*  �عد�د در�سة لمشروع عن كيفية تشجيع طلبة �لمدر�س للتوجه للتخصصات �لمهنية. 

*  �إعد�د رحلات معرفية )Web quest( عن وحدة �لتكامل. 

   المراجع

سكندرية  . حصاء �لعام، د�ر �لوفاء لدنيا �لطباعة، �ل�إ بسيوني، جابر �أحمد )٢٠١٤( :  �ل�إ
د�رية و�لمالية، د�ر و�ئل للنشر، عمان . حمد�ن، فتحي خليل )٢٠١٢( ، �لرياضيات للعلوم �ل�إ

د�رية و�ل�قتصادية، د�ر �لحامد للنشر و�لتوزيع عمان. شاهر، ثائر فيصل )٢٠٠٩( : �لرياضيات في �لعلوم �لمالية و�ل�إ

حصاء �لوصفي و�لتطبيقي و�لحيوي، د�ر و�ئل للطباعة و�لنشر، عمان، ٢٠٠١. رمضان، زياد )٢٠٠١( : مبادئ �ل�إ
�لجندي، حسن عوض )٢٠١٤( :منهج �لرياضيات �لمعاصر محتو�ه و�ساليب تدريسه، مكتبة �ل�أنجلو �لمصرية، 

�لقاهرة .
�لمومني، غازي فلاح، �لرياضيات �لمالية �لمعاصرة ، د�ر �لمناهج للنشر و�لتوزيع، عمان، ٢٠١٤

�لخطيب، روحي �إبر�هيم )٢٠١٢( :  �لتفاضل و�لتكامل ج١، د�ر �لمسيرة، عمان .

�لخطيب، روحي �إبر�هيم )٢٠١٢( :  �لتفاضل و�لتكامل ج٢، د�ر �لمسيرة، عمان .
فريدريك بل )١٩٨6(: طرق تدريس �لرياضيات: �لجزء �ل�أول )ترجمة محمد �لمفتي وممدوح سليمان(. قبرص: 

�لد�ر �لعربية للنشر و�لتوزيع 
فريدريك بل )١٩٨6(: طرق تدريس �لرياضيات: �لجزء �لثاني )ترجمة محمد �لمفتي وممدوح سليمان(. قبرص: 

�لد�ر �لعربية للنشر و�لتوزيع 
�بو �أسعد ، صلاح عبد �للطيف )٢٠١٠(: �أساليب تدريس �لرياضيات، �لطبعة �ل�ولى. د�ر �لشروق للنشر و�لتوزيع

حصاء �لتربوي، �لطبعة �ل�ولى، د�ر �لشروق للنشر و�لتوزيع. �لزغلول، عماد )٢٠٠٥(: �ل�إ
حسين فرج، عبد �للطيف )٢٠٠٥(: طرق �لتدريس في �لقرن �لو�حد و�لعشرين، �لطبعة �ل�أولى، د�ر �لمسيرة للنشر 

و�لتوزيع و�لطباعة/ عمان  
Bostock&Perkins)1989(: Advanced Mathematics, volume1 
Bell,E,T )1937(: Men of Mathematics ,Simon and Schuter,N.Y 
Lanl B.Boyer )1989(: History of Mathematics Wiley,N.Y                 
Bostock&Perkins )1989(: Advanced Mathematics, volume2      



15٧

المشروع

شكل من �أشكال منهج �لنشاط؛ يقوم �لطلبة )�أفر�د�ً �أو مجموعات( بسلسلة من �ألو�ن 

�لنشاط �لتي يتمكنون خلالها من تحقيق �أهد�ف ذ�ت �أهمية للقائمين بالمشروع.

�أو �لجماعة لتحقيق  �لفرد  �لنشاط �لذي يقوم به  �أنه: سلسلة من  ويمكن تعريفه على 

�أغر�ض و�ضحة ومحددة في محيط �جتماعي برغبة ود�فعية.

ميزات المشروع:

قد يمتد زمن تنفيذ �لمشروع لمدة طويلة ول� يتم دفعة و�حدة.  .١  

ينفّذه فرد �أو جماعة.  .٢  

يرمي �إلى تحقيق �أهد�ف ذ�ت معنى للقائمين بالتنفيذ.  .3  

ل� يقتصر على �لبيئة �لمدرسية و�إنما يمتد �إلى بيئة �لطلبة لمنحهم فرصة �لتفاعل   .٤  

مع �لبيئة وفهمها.

يستجيب �لمشروع لميول �لطلبة وحاجاتهم ويثير د�فعيّتهم ورغبتهم بالعمل.  .٥  

خطوات المشروع:

اأولاً: اختيار المشروع: يشترط في �ختيار �لمشروع ما ياأتي:

�أن يتماشى مع ميول �لطلبة ويشبع حاجاتهم.  .١  

�أن يوفرّ فرصة للطلبة للمرور بخبر�ت متنوعة.  .٢  

�أن يرتبط بو�قع حياة �لطلبة ويكسر �لفجوة بين �لمدرسة و�لمجتمع.  .3  

�أن تكون �لمشروعات متنوعة ومتر�بطة وتكمل بعضها �لبعض ومتو�زنة، ل� تغلبّ   .٤  

مجال�ً على �ل�آخر.

�أن يتلاءم �لمشروع مع �إمكانات �لمدرسة وقدر�ت �لطلبة و�لفئة �لعمرية.  .٥  

�أن يُخططّ له مسبقاً.  .6  
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ثانياً: وضع خطة المشروع:

يتم وضع �لخطة تحت �إشر�ف �لمعلم حيث يمكن له �أن يتدخّل لتصويب �أي خطاأ يقع 

فيه �لطلبة.

آتية: يقتضي وضع �لخطة �ل�

تحديد �ل�أهد�ف بشكل و�ضح.  .١  

تحديد مستلزمات تنفيذ �لمشروع، وطرق �لحصول عليها.  .٢  

تحديد خطو�ت سير �لمشروع.  .3  

اأفراد  جميع  يشترك  اأن  )شريطة  �لمشروع،  لتنفيذ  �للازمة  �ل�أنشطة  تحديد   .٤  

اإبداء الراأي، باإشراف  المجموعة في المشروع من خلال المناقشة والحوار و

وتوجيه المعلم(.

تحديد دور كل فرد في �لمجموعة، ودور �لمجموعة بشكل كليّ.  .٥  

ثالثاً: تنفيذ المشروع:

مرحلة تنفيذ �لمشروع فرصة ل�كتساب �لخبر�ت بالممارسة �لعملية، وتعدّ مرحلة ممتعة ومثيرة 

نجاز  لما توفرّه من �لحرية، و�لتخلص من قيود �لصف، وشعور �لطالب بذ�ته وقدرته على �ل�إ

حيث يكون �إيجابياً متفاعلاً خلّاقاً مبدعاً، ليس �لمهم �لوصول �إلى �لنتائج بقدر ما يكتسبه 

�لطلبة من خبر�ت ومعلومات ومهار�ت وعاد�ت ذ�ت فائدة تنعكس على حياتهم �لعامة.

دور المعلم: 

متابعة �لطلبة وتوجيههم دون تدخّل.  .١  

�إتاحة �لفرصة للطلبة للتعلمّ بال�أخطاء.  .٢  

�ل�بتعاد عن �لتوترّ مما يقع فيه �لطلبة من �أخطاء.  .3  

�لتدخّل �لذكي كلما لزم �ل�أمر.  .٤  
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دور الطلبة:

�لقيام بالعمل باأنفسهم.  .١  

تسجيل �لنتائج �لتي يتم �لتوصل �إليها.  .٢  

تدوين �لملاحظات �لتي تحتاج �إلى مناقشة عامة.  .3  

تدوين �لمشكلات �لطارئة )غير �لمتوقعة سابقاً(.  .٤  

رابعاً: تقويم المشروع:  يتضمن تقويم المشروع الاآتي:

لكل  تحقّق  �لذي  �لمستوى  تحقيقه،  تم  ما  �أجلها،  من  �لمشروع  وضع  �لتي  الاأهداف   .1  

هدف، �لعو�ئق في تحقيق �ل�أهد�ف �إن وجدت وكيفية مو�جهة تلك �لعو�ئق.

الخطة من حيث وقتها، �لتعديلات �لتي جرت على �لخطة �أثناء �لتنفيذ، �لتقيّد   .2  

بالوقت �لمحّدد للتنفيذ، ومرونة �لخطة.

مكانات  الاأنشطة �لتي قام بها �لطلبة من حيث، تنوّعها، �إقبال �لطلبة عليها، تو�فر �ل�إ  .3  

�للازمة، �لتقيد بالوقت �لمحدد.

قبال على تنفيذه بد�فعيّة، �لتعاون في عملية  تجاوب �لطلبة مع �لمشروع من حيث، �ل�إ  .٤  

�لتنفيذ، �لشعور بال�رتياح، �إسهام �لمشروع في تنمية �تجاهات جديدة لدى �لطلبة.

يقوم المعلم بكتابة تقرير تقويمي شامل عن المشروع من حيث:

�أهد�ف �لمشروع وما تحقّق منها.  	  

�لخطة وما طر�أ عليها من تعديل.  	  

�ل�أنشطة �لتي قام بها �لطلبة.  	  

�لمشكلات �لتي و�جهت �لطلبة عند �لتنفيذ.  	  

�لمدة �لتى �ستغرقها تنفيذ �لمشروع.  	  

�ل�قتر�حات �للازمة لتحسين �لمشروع.  	  



        المشاركون في ورشات عمل كتاب الرياضيات للصف الثاني عشر الريادي والفندقي والاقتصاد المنزلي

�أ. ريم صو�فطة          �أ. ثورة علان�أ. نهى عبد�لر�زق�أ. نهى يعقوب�أ. عبد �لرحمن عز�م

�أ. �أيمن �أبو زياد        �أ. فادي ستيتي�أ. �سماعيل �أبوغضيب�أ. كفاية مضية�أ. �أسمهان نز�ل

�أ. سناء حماد     �أ. رهام مصلح�أ. ختام حنو�أ. موسى حر�حشة�أ. �أحمد جعافرة

�أ. فلاح �لترك       �أ. �أرو�ح كرم�أ. خالد �لدشت�أ. سهى كمال�أ. ياسر �لساحلي

�أ. ر�ئد عبد�لعال        د. رحمة عودة�أ. وسام موسى�أ. محمد �لفر��أ. مؤيد �لحنجوري

�أ. رفيق �لصيفي       �أ. باسم �لمدهون�أ. سميرة حنيف�أ. منال �لصباغ�أ. حسين عرفات

�أ. سيرين �أبو عيشة

م. فو�ز مجاهد     د. بصري صالح        د. صبري صيدم       

�أ. عبد �لحكيم �أبو جاموس  �أ. عز�م �بو بكر        �أ. ثروت زيد        

م. جهاد دريدي د. سمية �لنخالة       د. شهناز �لفار       

لجنة المناهج الوزارية

اللجنة الوطنية لوثيقة الرياضيات:

د. علي عبد �لمحسند. معين جبرد. محمد صالح )منسقًا(�أ. ثروت زيد

د. عبد �لكريم ناجي�أ. وهيب جبرد. عادل فو�رعةد. تحسين �لمغربي

د. علا �لخليليد. محمد مطرد.سعيد عسافد. عطا �أبوهاني

�أ. �رو�ح كرمد. �أيمن �ل�أشقر د. علي نصارد. شهناز �لفار

�أ. فتحي �أبو عودةد. وجيه ضاهر�أ. كوثر عطية�أ. حنان �أبو سكر�ن

�أ. مبارك مبارك�أ. قيس شبانة�أ. �حمد سياعرةد. سمية �لنخالة

�أ. نادية جبر�أ. نسرين دويكات�أ. �أحلام صلاح�أ. عبد �لكريم صالح

�أ. نشاأت قاسم

تمت مناقشة �لكتاب من قبل معلمين على مستوى مديريات �لوطن عبر �لعديد من �لورشات


