
الرياضيات

فريق التاأليف:

اأ. اإيناس زهران )منسقاً(             

اأ. نسرين دويكات               اأ. قيس شبانة                 

اأ. محمد الفرااأ.رهام مصلح

12

ال�أدبي والشرعي



قررت وزارة التربية والتعليم في دولة فلسطين

تدريس هذا الكتاب في مدارسها بدءاً من العام الدراسي 2018/ 2019 م

شراف العام ال�إ

الدائـــرة الفنية

جميع حقوق الطبع محفوظة ©

رئـــيــــس لـــجـــنـــة الــمناهج

    اإشـــراف فنــــــي

نائب رئيس لجــنــة المناهــج

    تصميم فــنــــــي

رئـــيـــس مــركــز الــمــنـــاهـج

تحكـيــم عـلــمي

تحـريـــر لغــــوي

قراءة:

د. صبري صيدم

اأ. كمال فحماوي

د. بصــري صالح

صباح الفتياني، منــال رمضــان

اأ. ثـــروت زيــــــــــد

د.عمر غنام 

د. سهير قاسم

رابعة حنايشة

د. سمية النخالة

الطبعة ال�أولى
٢٠١٩ م / ١٤٤٠ هـ

mohe.ps    |  mohe.pna.ps   |  moehe.gov.ps  

 .com/MinistryOfEducationWzartAltrbytWaltlym

 +970-2-2983280 هاتف |  +970-2-2983250 فاكس

حي المـاصيــون،  شــارع الـمـعـاهــد

ص. ب 719 – رام الله – فلسطين

 pcdc.edu.ps |  pcdc.mohe@gmail.com

متابعة للمحافظات الجنوبية 



تــقــديــم

أمــر الــذي  صــلاح التربــوي باأنــه المدخــل العقلانــي العلمــي النابــع مــن ضــرورات الحالــة،  المســتند اإلــى واقعيــة النشــاأة، ال� يتصــف ال�إ

انعكــس علــى الرؤيــة الوطنيــة المطــورة للنظــام التعليمــي الفلســطيني فــي محــاكاة الخصوصيــة الفلســطينية وال�حتياجــات ال�جتماعيــة، 

والعمــل علــى اإرســاء قيــم تعــزز مفهــوم المواطنــة والمشــاركة فــي بنــاء دولــة القانــون، مــن خــلال عقــد اجتماعــي قائــم علــى الحقــوق 

أمانــي،  آمــال، ويلامــس ال� والواجبــات، يتفاعــل المواطــن معهــا، ويعــي تراكيبهــا واأدواتهــا، ويســهم فــي صياغــة برنامــج اإصــلاح يحقــق ال�

ويرنــو لتحقيــق الغايــات وال�أهــداف.   

ــه قواعــده ومفاهيمــه، فقــد جــاءت ضمــن خطــة  ــوي، بوصفهــا علمــاً ل ــر المشــهد الترب ــة فــي تطوي ولمــا كانــت المناهــج اأداة التربي

عــداد  متكاملــة عالجــت اأركان العمليــة التعليميــة التعلميــة بجميــع جوانبهــا، بمــا يســهم فــي تجــاوز تحديــات النوعيــة بــكل اقتــدار، وال�إ

لجيــل قــادر علــى مواجهــة متطلبــات عصــر المعرفــة، دون التــورط باإشــكالية التشــتت بيــن العولمــة والبحــث عــن ال�أصالــة وال�نتمــاء، 

وال�نتقــال اإلــى المشــاركة الفاعلــة فــي عالــم يكــون العيــش فيــه اأكثــر اإنســانية وعدالــة، وينعــم بالرفاهيــة فــي وطــن نحملــه ونعظمــه.   

ــد  ــا، وباســتحضار واعٍ لعدي ــن اإنتاجه ــا يجــب اأن يكــون م ــة، وصــول�ً لم ــي المعرف ــة تلقّ ــى تجــاوز نمطي ــق الحــرص عل ــن منطل وم

المنطلقــات التــي تحكــم رؤيتنــا للطالــب الــذي نريــد، وللبنيــة المعرفيــة والفكريـّـة المتوخّــاة، جــاء تطويــر المناهــج الفلســطينية وفــق رؤيــة 

محكومــة باإطــار قوامــه الوصــول اإلــى مجتمــع فلســطيني ممتلــك للقيــم، والعلــم، والثقافــة، والتكنولوجيــا، وتلبيــة المتطلبــات الكفيلــة 

بجعــل تحقيــق هــذه الرؤيــة حقيقــة واقعــة، وهــو مــا كان لــه ليكــون لــول� التناغــم بيــن ال�أهــداف والغايــات والمنطلقــات والمرجعيــات، 

فقــد تاآلفــت وتكاملــت؛ ليكــون النتــاج تعبيــراً عــن توليفــة تحقــق المطلــوب معرفيــاً وتربويــاً وفكريــاً.

ــوازن  ــة الكتــب المقــررّة مــن المنهــاج دورهــا الماأمــول فــي التاأســيس؛ لت ــر، بمــا يعــزّز اأخــذ جزئي ــر لهــذا التطوي ــات تؤطّ ــة مرجعي ثمّ

طــار جــاءت المرجعيــات التــي تــم ال�ســتناد اإليهــا، وفــي طليعتهــا  اإبداعــي خــلّاق بيــن المطلــوب معرفيــاً، وفكريــاً، ووطنيــاً، وفــي هــذا ال�إ

ضافــة اإلــى وثيقــة المنهــاج الوطنــي ال�أول؛ لتوجّــه الجهــد، وتعكــس ذاتهــا علــى  وثيقــة ال�ســتقلال والقانــون ال�أساســي الفلســطيني، بال�إ

مجمــل المخرجــات.

ومــع اإنجــاز هــذه المرحلــة مــن الجهــد، يغــدو اإزجــاء الشــكر للطواقــم العاملــة جميعهــا؛ مــن فــرق التاأليــف والمراجعــة، والتدقيــق، 

ــر، ونحــن واثقــون مــن  ــة الحديــث عــن التطوي ــا مرحل ــا اأقــل مــا يمكــن تقديمــه، فقــد تجاوزن ــة العلي شــراف، والتصميــم، وللجن وال�إ

تواصــل هــذه الحالــة مــن العمــل.     

وزارة التربية والتعليم 

مــركــز الــمـنـاهـج الفلسطينية

اآب / ٢٠١٨م



مــقــدمــة

أدبــي والشــرعي،  أعــزاء كتــاب الرياضيــات للصــف الثانــي الثانــوي ال�    يســرنا اأن نقــدم لزملائنــا المعلميــن والمعلمــات، ولطلبتنــا ال�

وَفْــق الخطــوط العريضــة لوثيقــة الرياضيــات، والتــي تــم تطويرهــا بنــاءً علــى التغذيــة الراجعــة والدراســات الهادفــة اإلــى تطويــر المناهــج 

الفلســطينية، ومواكبتهــا لمهــارات القــرن الحــادي والعشــرين، مســتندين فــي ذلــك لمعاييــر وطنيــة ودوليــة. 

بــداع،     لقــد اشــتمل محتــوى الكتــاب، علــى اأنشــطةٍ وتطبيقــاتٍ وســياقاتٍ حياتيــةٍ، مــن اأجــل اإفســاح المجــال للطلبــة للتفكيــر وال�إ

بــراز اأهميــة الرياضيــات فــي الحيــاة، وقــد تــم مراعــاة التسلســل المنطقــي للمفاهيــم والنظريــات والتعميمــات . ول�إ

   وقد اشتمل الكتاب على اربعة وحدات، هي:     

ــر  وقواعــد ال�شــتقاق والقيمــة  ــة: متوســط التغي آتي ــم ال� ــى )التفاضــل والتكامــل( حيــث عرضــت المفاهي أول    الوحــدة ال�

قترانات كثيرة الحدود،  ثم ربط التكامل بالتفاضل، والتكامل المحدود وبعض قوانينه.  القصوى للاإ

   اأمــا فــي الوحــدة الثانيــة )المصفوفــات( فتــم تعريــف المصفــوفــــة والعمليــات عليهــا، المحــددات والنظيــر الضربــي وحــل 

اأنظمــة مــن المعــادل�ت باســتخدام المصفوفــات. 

   وفــي الوحــدة الثالثــة )المعــادل�ت والمتسلســلات( اســتعرضت الوحــدة طــرق حــل المعــادل�ت وكذلــك حــل بعــض المعــادل�ت 

ــواع المتسلســلات ومجموعهــا. ال�أســية واللوغارتميــة، والتعــرف علــى اأن

   اأمــا الوحــدة الرابعــة )ال�حصــاء( فتــم عــرض العلامــة المعياريــة، واســتخدام الجــداول فــي معرفــة المســاحة تحــت منحنــى التوزيــع 

الطبيعــي المعيــاري وتطبيقــات حياتيــة عليهــا.

     نتمنــى اأن نكــون بهــذا العمــل قــد حققنــا مطالــب عناصــر العمليــة التعليميــة كافــة، باإخــراج منهــاجٍ فلســطينيٍ واقعــيٍ ، يربــط 

الطالــب بظواهــر رياضيــةٍ حياتيــةٍ، اآمليــن مــن زملائنــا المعلميــن والمعلمــات والمديريــن والمديــرات فــي مــدارس الوطــن، تقديــم التغذيــة 

الراجعــة لمركــز المناهــج قبــل تطبيــق الكتــاب المقــرر، واأثنــاء تطبيقــه فــي الميــدان، وبعــد التطبيــق.

والله ولي التوفيق

فريق التاأليف
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الوحــــــدة 

التفّاضل والتكّامل
Differentiation and Integration

1

اأفكر واأناقش: 
كيف يمكن حساب مساحة الزجاج اللّازم لصناعة باب للمدخل الرئيسي للمتحف؟

2
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اإيجاد متوسط التغير للاقتران ق)س(.. ١

اإيجاد ميل القاطع لمنحنى ال�قتران ق)س( المارّ بنقطتين تقعان على ذلك المنحنى.. ٢

التعرف على مفهوم المشتقة ال�أولى للاقتران ق)س(.. 3

استخدام قواعد ال�شتقاق في اإيجاد المشتقة ال�أولى للاقتران ق)س(.. ٤

تحديد مجال�ت التزايد والتناقص للاقتران ق)س( في مجاله.. ٥

تعيين القيم القصوى المحلية للاقتران ق)س( في مجاله وتحديد نوعها.. ٦

التعرف على مفهوم التكامل.. ٧

اإيجاد التكامل غير المحدود.. ٨

استخدام خصائص التكامل المحدود في ايجاد التكاملات المختلفة.. ٩

نتهاء من دراسة هذه الوحدة والتفاعل مع اأنشطتها اأن يكونوا  يتوقع من الطلبة بعد ال�إ

قادرين على توظيف مبادئ التفاضل والتكامل في الحياة العمليّة من خلال ال�آتي:
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متوسط التغير  
 )1 - 1(Rate Of Change

تعريف

نشاط )1(
 يعــدّ الزيــت الفلســطيني مــن اأجــود اأنــواع الزيــوت علــى مســتوى 

العالــم، ويشــكّل دعامــة اقتصاديــة للعائلــة الفلســطينية. 

ــت  ــون، والزي ــاج  فلســطين مــن الزيت ــاه اإنت  يرصــد الجــدول اأدن
المســتخرج فــي عامــي ٢٠١3م  و٢٠١٤م، كمــا وردت مــن 

حصــاء المركــزي. جهــاز ال�إ

)الكميات بالطن(
 
      كمية الزّيتون وكمية الزّيت المستخرج منه في العامين 2013م و2014م 

 فاإِن:  
٢
 اإلِى س

١
اإذِا كان ص= ق)س( اقتراناً، وتغيرت س من س

، ويرمز له بالرمز ∆س   
١
 − س

٢
التغير في قيمة س = س

( ويرمز له بالرمز ∆ص
١
( − ق)س

٢
= ق)س

١
 − ص

٢
التغير في قيمة ص = ص

التغير بين العامين2014م2013مالسنة

٦٦٠٠٠١٠١٠٠٠3٥٠٠٠كمية الزّيتون س

         _________١٨٠٠٠٢٥٠٠٠كمية الزّيت المستخرجص

   التغير في كمية الزّيتون بين عامي )٢٠١3 م( و )٢٠١٤ م( يساوي 3٥٠٠٠ طن.

   التغير في كمية الزّيت المستخرج بين عامي )2013 م( و)2014م( يساوي ________________. 
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مثــال )1(

تعريف

نشاط )2(

 فاإِن:  
٢
 اإلِى س

١
 اإذِا كان ق)س( اقتراناً، وتغيرت س من س

٢
≠ س

١
،  س

)
١
( − ق)س

٢
ق)س

١
 − س

٢
س

 = ١
 − ص

٢
ص

١
 − س

٢
س

 = 
∆ص

∆س
         متوسط التغير للاقتران ق)س( = 

.٤ =
٢
= ١ اإلى س

١
 اأجدُ التغير في س عندما تتغير قيمة س من س

.__________________________ =
 ١
 − س

٢
∆س = س

 = ١،  ∆س =٢، فما قيمة التغير في قيمة ص؟
١
اإذِا كان ص = ق)س( = ٥-٢س٢، وكانت س

 الحلّ: 

 ١
 − س

٢
∆س = س    

١−
٢
     ٢ = س

3 =
 ٢
    س

( =   ق)3(  −  ق)١(
١
( − ق)س

٢
  ∆ص = ق)س

                               = )٥-٢)3(٢( − )٥-٢)١(٢(   )لماذا؟(

3 − ١3- =                             

١٦- =          

 اأناقش:  ما التغير في قيمة ص عندما يكون قيمة التغير في س يساوي ١؟   )في المثال ١(
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المفهوم الهندسيّ لمتوسط التغير: 

اإذِا قطع المستقيم ل منحنى ق)س( في 

 ))
٢
،ق)س

٢
((، )س

١
، ق)س

١
النقطتين )س

فاإِن ميل المستقيم القاطع ل يساوي 

)
١
( − ق)س

٢
ق)س

١
 − س

٢
س

 = 
∆ص

∆س
متوسط التغير =  

مثــال )2(
.  ٥،3  اأحسبُ متوسط التغير في ال�قتران ق)س( = س٢ + ٥، عندما تتغير س في 

 الحلّ: 

      ق)3( = )3(٢ + ٥ = ١٤

      ق)٥( = )٥(٢ + ٥ = 3٠

ق)٥( − ق)3(

3 − ٥
 = ١

 − ص
٢
ص

١
 − س

٢
س

      متوسط التغير للاقتران = 

 
١٤ − 3٠

٢
 =                            

٨ =                            

))
١
، ق)س

١
)س

ل

))
٢
،ق)س

٢
)س

١
ص

 
−

 ٢
∆ص = ص

١
س

 
−

 ٢
∆س = س

ق)س(

س

ص
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من الرسم:  

  ق)١( =  3

  ق)٩(  = ٨

 
ق)٩( − ق)١(

٩ − ١
 = 

)
١
( − ق)س

٢
ق)س

١
 − س

٢
س

 ميل القاطع = 

 

٥

٨

 

3 − ٨

٩ − ١

 
٥

٨
اإذن ميل القاطع لمنحنى ال�قتران ق)س( يساوي 

اإذِا قطع المستقيم ل منحنى ال�قتران ق)س( في النقطتين )-٤ ،٦( ، ب)٢، ٠(، فما متوسط التغير للاقتران ق)س(؟

الحلّ: 
)
١
( − ق)س

٢
ق)س

١
 − س

٢
س

 = 
∆ص

∆س
     متوسط التغير = 

 ١
 − ص

٢
ص

١
 − س

٢
س

 =                              

 
٦ − ٠

٤ − ٢-
 =                              

١- =
٦

٦-
 =                              

مثــال )4(

مثــال )3(
اأجدُ ميل القاطع لمنحنى ال�قتران ق)س( الممثل بالشكل المجاور.

الحلّ:

 =   

)٩، ٨(

)١، ٣(

س

ص

س(
نى ق)

منح
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مثــال )٥(
اإذا كان هـ )س(= ٢ق)س( +٤، وكان متوسط تغير ال�قتران ق)س( على ]3، ٧[ يساوي ١٠، اأجدُ متوسط التغير 

للاقتران هـ )س( على الفترة ذاتها.

الحلّ: 

 
ق)٧( − ق)3(

3 − ٧
 متوسط التغير للاقتران ق)س( = 

١٠ =                         

 
هـ)٧( − هـ)3(

3 − ٧
متوسط التغير للاقتران هـ)س(  = 

  
)٢ق)٧( + ٤( − )٢ق)3( + ٤( 

3 − ٧
 =                        

 
٢ق)٧( − ٢ق)3(

3 − ٧
 =      

)
ق)٧( − ق)3(

3 − ٧
(٢ =      

٢⨯١٠ =                        

٢٠ =                              
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تمارين ومسائل ) 1 - 1 (

١

٢

3

٤

٥

٦

.
٢
 اإلِى س

١
آتية عندما تتغير س من س   اأجدُ متوسط التغير في كل من ال�قترانات ال�

.3 =
٢
=٠ ، س

١
    اأ( ق)س( = ٦ − ٢س ،                 س

.٥ =
٢
=٢ ، س

١
   ب( هـ)س( = س٢ + ٢                   س

 .٦ =
٢
= -١ ، س

١
س+٢                  س    جـ( ل)س( = 3

 يقطــع المســتقيم ل منحنــى ال�قتــران ق)س( فــي النقطتيــن)١،-٢(، )جـــ، ٤(، فــاإِذا كان ميلــه يســاوي 3، 

اأجــدُ قيمــة الثابــت جـــ.

اإذِا كان متوسط تغير ال�قتران ق)س( في ]٢، ٤[ يساوي ٥، اأجدُ متوسط تغير ال�قتران 

هـ)س( = 3ق)س( −٢ في تلك الفترة.

اإذِا كان متوسط تغير ال�قتران ق)س(= اأس٢−٥س في ]١ ،3[ يساوي -٩، اأجدُ قيمة الثابت اأ ؟

 ٥ =
٢
= 3 اإلــى س

١
ــران ق)س( عندمــا تتغيــر س مــن س ــر فــي ال�قت اإذِا كان ق)3( =٨، وكان متوســط التغي

يســاوي -٢، اأجــد ق )٥(.

يمثل الشكل المجاور منحنى ق)س( على الفترة ]-٦، ٢[ 

احسب ميل القاطع الذي يمر بنقطتين )-٦،ق)-٦(( و )٢، ق)٢((



10

المشتقة ال�أولى 
 )2 - 1( First Derivative

نشاط )1(
أفــراد  أنشــطة الدولــة ونفقاتهــا. وقــد تــم اإقــرار ضريبــة الدخــل علــى ال�      تعــدّ الضرائــب مــن مصــادر التمويــل ال�أساســية ل�

أفــراد الذيــن ينحصــر دخلهــم الســنوي  مــن خــلال توزيعهــم فــي شــرائح ضريبيــة، حيــث تكــون ضريبــة الدخــل ٥% علــى ال�

بيــن )١-١٥( األــف دينــار، فــي حيــن لــم تقــر فــي فلســطين ضريبــة علــى الهدايــا اأو الميــراث.

مقدار الضريبة على ميراث قدره ١٢3٠ ديناراً يساوي صفراً )لماذا(؟

⨯ ١٠٠٠ = ٥٠ ديناراً.
٥

١٠٠
مقدار ضريبة الدخل على ١٠٠٠ دينار = 

.________ = ٢٤٠٠⨯
٥

١٠٠
مقدار ضريبة الدخل على ٢٤٠٠ دينار = 

مقدار ضريبة الدخل على ١٢٠٠٠دينار =___________________.

 وبالرموز: اإذِا كانت)ص( مقدار الضريبة المفروضة على الدخل الذي مقداره )س( حيث ١٠٠٠≥س≥١٥٠٠٠ فاإِنَّ:

ثابتة. )لماذا(؟
٥

١٠٠ ( ⨯ س، ل�حظ اأنه مهما اختلف المبلغ تبقى القيمة 
٥

١٠٠
ص= )

تعريف*
موجودة، فاإن ق)س( يكون 

  

) (ق − )هـ +(ق

هـ
  

هـ 
 اإذِا كان ص= ق)س( معرفاً عند س = ، وكانت 

.  =وتسمى المشتقة ال�أولى للاقتران ق)س( عند س  =قابلاً للاشتقاق عند س

 | . اأو ص́ | 
ص
س  ويرمز لها بالرمز ق́ )(  اأو 

 = صفر.
ص
س )س(=  قاعدة )1(: اإذِا كانت ص= ق)س(=  ، حيث   عدد حقيقي، فاإِن ق́

.  = 
ص
س قاعدة )2(: اإذِا كانت ص=  س+ ب، ، حيث  ، ب عددان حقيقيان،  فاإِن 

 
=س  

=س

* تعريف المشتقة ال�أولى للعلم فقط.
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مثــال )1(

مثــال )2(

آتية: اأجدُ مشتقة كل من ال�قترانات ال�

( ق)س( = ٩٨             ب(  ص=٥س             جـ(  ٢ص= -٤س            اأ

 الحلّ: 

قاعدة )3(:  اإذِا كان ق)س( = سن، فـــاإنّ  ق́ )س( = ن سن -١ ،حيث:

       ن عدد حقيقي، ن≠ ٠، س ≠ ٠ 

 اأجدُ مشتقة ال�قتران ق)س( = س٥ عند النقطة )-٢، -3٢(.

  الحلّ: 

)س( = ٥س٥-١ = ٥س٤             ق́

 ٢( = ٥)-٢(٤-(            ق́
    ٥× ١٦ =      

٨٠=              

اأ(   ق)س( = ٩٨  )اقتران ثابت(  

اإذن: ق́ )س( = صفر.

ب(  ص = ٥س  )اقتران خطي(   

٥ = 
ص
س اإذن:   

 جـ(   ٢ص= - ٤س    

 ٢- =  
ص
س ص = -٢س  ومنها  
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:)٨-( يجاد ق́ س٢   فلاإ اإذِا كان ق)س( = 3

س٢ ق)س( = 3  

3      )لماذا(؟  
٢
ق)س( = س  

 ١- 3
٢
س ٢

3 )س( =  ومنها    ق́

١
س 3

٢
3   =               

ومنها ق́)-٨( =  _______________________.

نشاط )2(

قاعدة )4(: اإذِا كان ق)س( اقترانا قابلاً للاشتقاق، وكان  عدداً حقيقياً،  ≠٠، فاإن ال�قتران هـ)س( = .ق)س(
)س( )س( = .ق́ شتقاق، وتكون هـ́                هو اقتران قابل للاإ

مثــال )3(
)٦(؟ )٦( = -١، فما قيمة هـ́   اإذِا كان هـ)س( = ٥ق)س(، وكان ق́

  الحلّ: 

هـ)س( = ٥ق)س(   

)س( )س( = ٥ق́   هـ́

)٦( = ٥ × ق́)٦(            هـ́

٦( = ٥ × -١ = -٥(           ومنها  هـ́
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تمارين ومسائل ) 1 - 2 (

١

3

٤

٢

آتية  عند قيمة س المقابلة لكل منها:   اأجدُ مشتقة كل من ال�قترانات ال�

١٠٠=
 
عند  س                ٥     اأ(  ق)س( = -٢ 

عند  س = ١٢   ب( ص = 3س                             

عند  س = -٧     جـ( ك)س( = س                          

١ =
 
عند  س س٥                     د(  ق)س( = 3

عند  س = -١     هـ( ق)س( = س3                        

آتية:  )س( لكل من ال�قترانات ال�    اأجد  ق́

٦٤ س-٥   ، س ≠ صفر               
٥     اأ( ق)س( =  

   ب( ق)س( = )٠,٠٠3(٥                     

   جـ( ق)س( = ٥س٤

 عند س = ٥
ص
س )٥( = ٧، اأجدُ قيمة  اإذِا كان ص = ٦ق)س(، وكان ق́

 اإذا كان ق)س( = س3، وكان ق́)٢( = ٦٠، فما قيمة الثابت  ؟
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قواعدال�شتقاق  
 )3 - 1(Derivative Rules      

مثــال )1(

نشاط )1(
اعتاد الفلسطيني منذ القدم تجميع مياه ال�أمطار في فصل الشتاء عن اأسطح المنازل في بئرٍ يُلحِقهُ ببيته. وتشكل هذه 

العملية جزءاً من الحصاد المائي الذي يقوم به الفلسطيني للتغلب على مشكلة نقص المياه في فصل الصيف.   

يمثل الشكل المجاور سطح اأحد المنازل.

مساحة سطح المبنى= )س٢(+ )_________(

كمية المياه المتجمعة)م3( في العام ٢٠١٦م تعطى بالعلاقة:

مساحة سطح المبنى )م2( ⨯ معدل سقوط ال�مطار العام )م( ⨯ 0,8

اإذا كان معدل سقوط ال�مطار عام ٢٠١٦ م يساوي ٠,٤٠٤م، 

فاإن كمية المياه المتجمعة عن سطح البيت = _____________________________________________.

كيف يمكن اشتقاق هذه العلاقة؟

س

س

س

٥

قاعدة )1(:  اإذِا كان ق)س( و هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق، وكان ك)س( = ق)س( ± هـ)س( فاإن: 

)س(.  )س( ± هـ́ )س( = ق́ ال�قتران ك)س( يكون قابلاً للاشتقاق، ويكون ك́

)س( + هـ́)س( )س( = ق́ وبلغة اأخرى:  )ق + هـ(́

اإذِا كان ق)س( = ٥س٢، وكان هـ)س( = ٤س3، اأجد: 

)س(         اأ( )ق + هـ(́

)١(        ب( )ق − هـ(́

الحلّ:    
)س( = ١٢س٢ )س( = ١٠س.  كما اأن:   هـ́   ق́
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نشاط )2(

نشاط )3(

)س(  )س( + هـ́ اأ( بحسب القاعدة:)ق + هـ(́ )س( = ق́

)س( = ١٠س + ١٢س٢  )لماذا(؟    ومنها: )ق + هـ(́

١( = ١٠)١( =١٠( ب(  ق́

  ١( = ١٢)١(٢ = ١٢(       هـ́

)س( )س( − هـ́ )س( = ق́ وبما اأن )ق − هـ(́

)١( = )١٠( − )١٢( )١( = ق́ )١( − هـ́ فاإن:  )ق − هـ(́

   ٢- =                     

اإذِا كان ق)س( = ٦س٢ +٥س − ٧، فاإن: 

)س( = ٦ × )٢س( + ٥   )لماذا؟(   ق́

 ق́)3( = _______________.                  

اإذِا كان ق)س( = ك)س( - ٢م)س( + ٧ حيث:   ك)س( = 3س3 + ٢، م)س( = 3س + ٢، فاإِن:

)س( = ٩س٢ ك́  

م́)س( = 3  

)س( )س( − ٢م́ )س( = ك́ ق́  

.______________________ =   

._____________________ = )٢-(    ومنها:  ق́

)س(، حيث ق)س( = )٢س+١(⨯)س(   اأفكر:  اأجدُ ق́
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يجاد )ق⨯هـ(/ )-٢( )-٢(اعتمد المعطيات في الجدول المجاور ل�إِ هـ́ هـ )-٢( )٢-( ق́ ق )-٢(

٧ ١- ٤- ٥

الحلّ:  

مشتقة حاصل ضرب اقترانين= ال�قتران ال�أول ⨯  مشتقة ال�قتران الثاني + ال�قتران الثاني ⨯ مشتقة ال�قتران ال�أول

)-٢(  + هـ)-٢( ⨯ ق́)-٢( )-٢( = ق)-٢( ⨯ هـ́ )ق ⨯ هـ(́  

 ٥   ⨯   ٧    +    -١  ⨯  -٤    =    

3٩ =      

قاعدة )2(:  اإذِا كان ق)س( ، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق عند س =  فاإن:

.)(́ق ⨯ )(هـ + )( )( = ق)( ⨯ هـ́ )ق ⨯ هـ(́

وبالكلمات:

مشتقة حاصل ضرب اقترانين=  ال�قتران ال�أول ⨯ مشتقة ال�قتران الثاني + ال�قتران الثاني ⨯ مشتقة ال�قتران ال�أول

مثــال )2(

نشاط )4(
اإذا كان ق)س( = )3س٢ -٥س( )٧-٤س( فاإن  ق́)س( تساوي: 

ق́)س( =  ال�قتران ال�أول ⨯  مشتقة ال�قتران الثاني + ال�قتران الثاني ⨯ مشتقة ال�قتران ال�أول

)س( = )3س٢ − ٥س( )-٤( + )٧ − ٤س( )٦س − ٥( ق́

)٢( = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ومنها ق́

            = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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مثــال )3(

  ، وكان: 
ق)س(
هـ)س( اإذا كان ك)س( = 

)١٠( = ١٧، اأجد ك/)١٠(. )١٠( = -3، هـ )١٠( = -٢، هـ́ ق)١٠( = ٢،  ق́

الحلّ:

قاعدة )3(:  اإذِا كان ق)س(، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق، وكان هـ )س( ≠ ٠ عند س =  فاإن:

= )( ́)
ق
هـ (٢))(هـ(

))( )(( − )ق)( ⨯ هـ́ )هـ)( ⨯ ق́

)المقام ⨯ مشتقة البسط( − )البسط ⨯ مشتقة المقام(
مربع المقام

مشتقة ناتج قسمة اقترانين =  

، وبالكلمات:

)هـ)س((٢
)س(( )س(( − )ق)س( ⨯ هـ́ )هـ)س( ⨯ ق́

 = ́)
ق)س(
هـ )س( )س( = ) ك́

)هـ)١٠((٢
))١٠( )١٠(( − )ق)١٠( ⨯ هـ́ )هـ)١٠( ⨯ ق́

 =  )١٠( ك́

    ٤
)٢ ⨯ ١٧( − )3- ⨯ ٢-(

 =            

 

٤

٢٨-
 =  

٧- =  
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مثــال )4(

  ٨

٩
، س ≠ 3، اأتحقق اأن ق́)١( = 

3 − ٤س
اذا كان ق)س( = ٢س − ٦

الحلّ:

)المقام ⨯ مشتقة البسط( − )البسط ⨯ مشتقة المقام(
مربع المقام )س( = ق́

)٢س − ٦(٢

)٢س − ٦( )-٤( − )3 − ٤س()٢(
ق́)س( = 

    ٤(٢-(

)٤( )-٤( − )-١()٢-(
 = )١( ق́

 

 ٨

٩
=   ١٦

١٨
 =     
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تمارين ومسائل ) 1 - 3 (

١

٢

3

٤

٥

٦

٧

 بال�عتماد على البيانات في الجدول 

      المجاور اأحسبُ ما ياأتي:

      اأ ( )ق +٢هـ(́)٥(    ب( )3ق −٤هـ(́ )٥( 

)٥(                              د(  )ق×هـ(́ )٥( ́) ق
هـ       جـ( )

 اإذا كان ق)س( = س٢ + ٧، هـ )س( = ٢ − 3س، اأجد:

                   
ق́ )س(
هـ́ )س(

(́ )س(         جـ(  ق
هـ )١(                     ب( )       اأ ( )ق +هـ(́

)٢-( )٢(                      هـ( ق́ )٢( × هـ )٢(                و( )س٢× ق)س((́       د(  )ق×هـ(́

)٧( = 3 اأجد هـ )٧( )٧( = ٦، هـ́ )٧( = ١٢، ق)٧( = 3، ق́ اإذا كان )ق ⨯ هـ(́

)٩( = -١٢، هـ)٩( = -3 اإذا كان )ق ÷ هـ(́ )٩( = 3، ق)٩( = ٥، ق́

اأجد هـ́ )٩(، علماً باأن  هـ)س( ≠ صفر

)3( =٠، فما قيمة الثابت  ؟ اإذِا كان ق)س( = س٢+٦س-٥، وكان ق́

)١(  = ٨، اأجد قيمة الثابت اأ. اإذِا كان ق)س( = س٢ - ٢اأس + 3، هـ)س( = س٢ - ٢، وكان )ق ⨯ هـ(́

٢ ، فما قيمة الثابت  ؟

١
 - =)١( ، وكان ق́

 س − ٥

٦ − ٤س اإذا كان ق)س( =  

)٥(ق)٥( )٥(هـ)٥(ق́ هـ́

٩٢3١-
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 )4 - 1(

تعدّ الكهرباء مطلباً اأساسياً في حياة المواطنين.      

فدونها تتعطل الكثير من الفعاليات.  ويتم رصد 

استهلاك الكهرباء في فلسطين على مدار الساعة.

ح توزيع ال�أحمال اليومية  الشكل المجاور يوضِّ

من الكهرباء في منطقة القدس وضواحيها في اليوم 

ول من عام ٢٠١٨م. أِ ال�

Extreme Values

قتران القيم القصوى للاإ

نشاط )1(

تعريف
فاإِنَّ:

 ،١
٢ س

يكون ال�قتران ق)س( متزايداً على الفترة ] ، ب[،اإذا كان: لكل س

 [ ، ب[.
٢
، س

١
( ل�أي عددين س

١
( ق)س

٢
 ق)س

  )
١
(ق)س

٢
فاإنَّ ق)س

 ،١
٢ س

ويكون ق)س( متناقصاً على الفترة ] ، ب[، اإذا كان: لكل س

 [ ، ب[.
٢
، س

١
ل�أي عددين س

 تسمى الزاوية التي يصنعها المماس مع ال�تجاه الموجب لمحور السينات عند اأي نقطة )س ، ص( زاوية ميل المماس 

)هـ(. فاإذا كانت الزاوية )هـ( حادة يكون الميل موجباً.  واإذا كانت الزاوية )هـ( منفرجة يكون الميل سالباً.

اأتذكّر:

- األ�حظ اأن ال�أحمال تتزايد من الساعة الخامسة مساءً وحتى الساعة التاسعة مساءً، كذلك من الساعة العاشرة صباحا 
حتى الثالثة مساءاً.

- تتناقص اأحمال الكهرباء خلال الفترة ______________________________.

ملاحظة: ستقتصر الدراسة في هذا السياق على ال�قترانات كثيرة الحدود من الدرجة الثالثة على ال�أكثر.

ت
عا

سا
ال

ال�ستهلاك

٥ مساء 7 مساء ٩ مساء ١١ مساء ١ صباحا ٣ صباحا ٥ صباحا 7 صباحا ٩ صباحا ١١ صباحا ١ مساء ٣ مساء
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نشاط )2(
ح الشكل المجاور منحنى ال�قتران ك)س( = س٢ − ٢س + 3  يوضِّ

المعرف على ح.

( مع ال�تجاه الموجب لمحور
١
-المماس)١( يصنع زاوية منفرجة)هـ

 السينات، لذا فاإنَّ اإشارة ميله سالبة في الفترة [-∞، ١].

- األ�حظُ اأن ك)س( متـــناقص في الفترة [-∞، ١].                   

( مع ال�تجاه الموجب لمحور السينات، لذا فاإنَّ اإشارة ميله _________ 
٢
- المماس )٢( يصنع زاوية _______ )هـ

في الفترة ]١، ∞].

 األ�حظُ اأن ك)س( متزايد في الفترة ]١، ∞]. )لماذا(

: اذا كان ق)س( معرفاعًلى الفترة ] ، ب[، فاإن ق)س( يكون: 
*
قاعدة

)س(صفر لكل س في الفترة [ ،ب].  ١( متزايداً في الفترة ] ، ب[، اإذاكانت ق́  

)س(صفر لكل س في الفترة [ ،ب].  ٢( متناقصاً في الفترة ] ، ب[، اإذاكانت ق́  

)س( = صفر لكل س في الفترة [ ،ب].  3( ثابتاً في الفترة ] ، ب[، اإذاكانت ق́  

مثــال )1(
اأحدد فترات التزايد والتناقص للاقتران ق)س( = س٢ + ٤س − ٧ ، س  ح

)س( فتكون: الحلّ:  نجد ق́

)س( = ٢س+٤         ق́

      نضع ق́)س(= صفر    ومنها: ٢س+٤=٠   

      اإذن  س= -٢

المماس)١( المماس)٢(

٢
هـ

١
هـ

- --- --- --- --
١

)س( اإشارة ك́

∞− ∞

صفر

* ل� يطلب من الطالب التحقق هندسياً من التزايد والتناقص.
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مثــال )2(
اأجد ُالقيم القصوى المحلية للاقتران هـ)س(= س3-٢٧س، سح، اإنِ وجدت، واأحدد نوعها.

الحلّ:    

- --- --- --- --
٢-

اإشِارة ق́ )س(

من اإشارة ق́)س( في الشكل المجاور، يكون ال�قتران ق)س( متزايداً على الفترة ]-٢،∞]،

 ويكون متناقصاً في الفترة [-∞، -٢[.

اأتعـلــــم
  يكون للاقتران ق)س( المعرف على ح قيمة قصوى )عظمى اأو صغرى( محلية عند س=  ، اإذِا كان:

    1.  ق́) ( = صفراً.        2.  يغيّر ق)س( من سلوكه حول س=   من التزايد اإلِى التناقص اأو العكس.

3- 3

- --- --- --- --
اإشارة هـ́ )س(

       من اإشِارة هـ́ )س( يتضح اأن ال�قتران هـ)س( قد غيّر من سلوكه، حول س= -3 من التزايد اإلِى التناقص. 

       اإذن للاقتران هـ)س( قيمة عظمى محلية عند س= -3، وقيمتـها هـ )-3( =٥٤.

اأبحث في اإشارة ق́ )س( في جوار س= -٢

∞−

∞−

∞

∞

      هـ́ )س(  = 3 س٢− ٢٧  

      هـ́ )س(  = ٠ )لماذا( ؟

 3 )س٢ − ٩( = ٠  ومنها )س − 3( )س + 3( = ٠

       س= 3   اأو   س= -3   )لماذا( ؟

صفر

صفرصفر
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  كما اأن هـ)س( غيّر سلوكه من التناقص اإلِى التزايد حول س = 3.

   اإذن للاقتران هـ )س( قيمة صغرى محلية عند س= 3 وقيمتها هـ )3( = -٥٤.

نشاط )3(

3- ٥

- --- --- --- --- --- --- --- --

آتي يمثل اإشارة مشتقة ال�قتران هـ)س( المعرف على ح.  الشكل ال�

 اأ( هـ́ )س( = صفر عند س = _______ و عند س = ________.

ب( هـ )س( متناقص في الفترة ]-3 ، ٥[.

جـ( هـ )س( متزايد في الفترة ________________________.

 د( هـ )-3( ل� تعتبر قيمة صغرى، ل�أن  ______________________________.

 هـ( تعتبر هـ)٥(  ______________________________. 

∞− ∞

)س( اإشارة هـ́
صفرصفر
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تمارين ومسائل ) 1 - 4 (

١

٢

3

٤

٥

٦

هـ )س(
٦ اأجدُ القيم العظمى والصغرى المحلية للاقتران هـ)س(

المرسوم في الشكل المجاور.

 اإذا كان ق)س( = 3س٢+٦س-١، سح، اأجد: 

  اأ( فترات التزايد والتناقص للاقتران  ق)س( على ح.

ب( القيم القصوى للاقتران ق)س(، واأحدد نوع كل منها.

ما قيمة الثابت جـ في ال�قتران ق)س( = ٥ − جـ س − س٢، والتي تجعل ق)٢( قيمة عظمى محلية.

ما فترات التزايد والتناقص للاقتران هـ)س( = )س + ٢( × )-٢س − ٤(.

 س3 + ٢س٢ − ٥س − ٥، سح، وما القيم 
١
3 اأحددُ فترات التزايد والتناقص للاقتران ك)س( = 

القصوى )العظمى والصغرى( للاقتران ك)س(؟ وما نوع كل منها؟

اأبين اأنه ل� يوجد للاقتران ع)س( = ٢س3 + ٢ قيم قصوى في مجاله. 
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 التكامل غير المحدود   
 )٥ - 1(Indefinite Integral 

نشاط )1(

نشاط )2(

نشاط )3(

ستقلال اإلى  توُلد الشعوب حرّةً بطبيعتها، ول�أسبابٍ مختلفة تطمع جماعات خارجية بمقدّراتها، فتتحول من حالة ال�إ

حالة ال�حتلال. لكنها حالة ل� تدوم، فالشعوب تقاوم وتحارب لتستقل من جديد. ويضرب الشعب الفلسطيني اأقوى 

أمثلة على ذلك. ال�

ال�حتلال عكس ال�ستقلال

كما الهدم عكس _________.

وعملية الطرح عكس _______.

وتعتبــر عمليــة التكامــل، فــي اإحِــدى صورهــا، عمليــة عكســية للتفاضــل، وهــذا يعنــي اأنــه يمكــن معرفــة عائلــة ال�قترانــات 

)س( . ق)س(،  اإذِا عُرِفَــت ق́

 اإذِا كان ق)س( اقتراناً، حيث اأن مشتقته ق/)س(=٢س، فاإِن قاعدة ق)س( يمكن اأن تكون:

)س( = س٢.
١
ق

)س( = س٢ + ــــــــــ.
٢
ق

 3

١
)س( = س٢ +

3
ق

اإذن الصورة العامة للاقتران هي ق)س( = ________________________________________________.     

اإذِا كان ق́)س( = ٧، فاإِن قاعدة ال�قتران ق)س(، من خلال خبرتك في التفاضل، قد تكون:

 ق)س( = ٧س − ٢ 

اأو ق)س( = _______. من هنا جاءت اأهمية تعريف عملية التكامل كعملية عكسية للتفاضل.



26

نشاط )4(

تعريف
 اإذِا كان ق)س( اقتراناً مشتقته ال�أولى ق́)س(، فاإِن التكامل غير المحدود للاقتران ق́)س( بالنسبة لـ س يساوي 

 : ق)س( +جـ، ويرمز لعملية التكامل بالرمز ، وبصورة عامة فاإنَّ

)س( س = ق)س( + جـ، حيث جـ عدد حقيقي.                           ق́

اإذِا كان ق/)س( = ٦س.

)س( س يكون ق)س( =  ق́

اإذن الصورة العامة لقاعدة ال�قتران ق)س( = ________+ جـ، حيث جـ عدد حقيقي.

قواعد التكامل غير المحدود:

قاعدة )    :)1س =  س+جـ، حيث ،جـ عددان حقيقيان.

مثــال )1(

١ ص
٢  )ب  اأجد:     اأ(  ٩ س 

الحلّ:  

  اأ(  ٩ س =  ٩س + جـ

+ جـ 
ص
 ٢ ١ ص = 

٢  )ب 
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 + جـ، حيث ن،جـ عددان حقيقيان، ن ≠ -١
س ن+١
ن + ١ س = 

قاعدة )  :)2سن 

مثــال )2(
آتيين:   اأجد كلاً من التكاملين ال�

س س 3 )ب     اأ(  س 3س 

الحلّ:  

 س٤ + جـ
١
٤  + جـ  = 

س 3+١
١ + 3

   اأ(  س 3س =   

 + جـ

3
١

 س
١+

١+3
١ . س = 

3
١

س = س س 3 )ب         

+ جـ  
3
٤

         =  س             
٤
3

نشاط )٥(

، علماً باأن ق)١( = ١
س3 )س( = ٤ قتران ق)س( الذي مشتقته ق́ اأجد قاعدة ال�إ

)س( س  ق )س( =  ق́  

 س
س3 ٤ =                  

لكن ق)١(  = ١ ومنها جـ  =  ___________.

اذن قاعدة ال�قتران ق)س( =  ___________________.
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قاعدة )3(: اإذِا كان ق)س( ، هـ)س( اإقترانين قابلين للتكامل فاإِن:

                 )ق ± هـ( )س( س =  ق)س( س ±  هـ)س( س 

مثــال )3(
آتيين:   اأجد كلاً من التكاملين ال�

( س س  −
  اأ(  )س3 +س( س           ب( )س٤ 

الحلّ:  

  اأ( )س3 +س( س =  س  3س +  س س

+ جـ
س ٢

٢  +
س ٤

٤  =         

 

 س 
٢
١

( س =  س٤ س −  س س ب(  )س٤ − 

+ جـ
٢
3

٢س
3  −

س ٥
٥   =                                

نشاط )٦(

+ جـ 
١-

٤س٤  +
١-

٢س٢ + جـ =  
س -٤

٤-  +
س -٢

٢- أ(  )س-3 +س-٥( س = 

+ ٥( س = -------------------------------------------------- .
١

س٢ (  )ب
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نشاط )٧(

+ جـ 
س 3

3   +
س 3

3   +
س 3

3 ١( )س٢ + س٢ + س٢( س = 

                                   =  س3 + جـ   )لماذا(؟

٢( 3س٢ س  = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ .

 األ�حظ اأن: ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ .

قاعدة )4(: اإذِا كان ق)س( اقتراناً قابلاً للتكامل، وكان ع)س( = ك. ق)س(، حيث ك عدد حقيقي، ك≠٠،     

             فاإِن: ع)س( س =ك. ق)س( س = ك.ق)س( س

مثــال )4(

 اأحسبُ:   ٦س٢ س

الحلّ:  

   ٦س٢ س  = ٦  س٢ س 

 + جـ
س 3

3 ⨯ ٦  =                  

=  ٢س3 + جـ   
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تمارين ومسائل ) 1 - ٥ (

١

٢

3

٤

آتية: اأحسبُ كلاً من التكاملات ال�

س س ٧  )س             جـ  
٥
٢

اأ( )3س٢+٤س-٥( س     ب(  س

( س      هـ(   )٥٦س3 + ٧س٢ + 3س( س      و(  )٥(٤٠٠٢  س 
٢

٥ س٢
د(   )٦س-٤ +

.)١( اإذِا كان ق)س( =   )س٥-٤س3+٨( س، اأجد ق́

)س(. )س( س= 3س٢ + ٢س+جـ، اأجدُ ق́ اإذِا كان ق́

ص .
س

 اإذِا كان ص = )س٢+ )3س،  اأجدُ 
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 التكامل المحدود   
 )٦ - 1(Finite Integral 

نشاط )1(

نشاط )2(

عَمِلت وزارة الصحة الفلسطينية على نشر مراكز الرعاية الصحية 

أولية في مختلف القرى، والتجمعات السكانية.  ال�

من اأهداف هذه المراكز متابعة نمو ال�أطفال.

وذلك من خلال متابعة التغير في طول الطفل.

الشــكل المجــاور يوضــح منحنــى ســرعة نمــو ال�أطفــال مــن ســن 

صفــر اإلــى ١٨ عاماً.ويمثــل هــذا المنحنــى مشــتقة منحنــى النمــو 

للاأطفــال. بال�ســتعانة بالرســم نجــد اأن:

سرعة نمو طفل في عمر سنتين يساوي ________سم/سنة.

سرعة نمو طفل في عمر ٩سنوات يساوي _______سم/سنة.

=٢ اإلى 
١
)س(= ٢س-٦، عندما تتغير س من س يُراد حساب التغير في ال�قتران ق)س( الذي تعطى مشتقته بالقاعدة ق́

يجاد التغير في ال�قتران، نحتاج لقاعدة ال�قتران ق)س(.  =٥. ل�إ
٢
س

)س( س ق)س( = ق́

 ق)س( = )٢س-٦( س= س٢-٦س+جـ. 

   
)
١
( − ق)س

٢
التغير في ق)س( = ق)س

اأول�ً: التكامل المحدود

اأناقش
كيف يمكن معرفة مقدار التغير في نمو طفل بين سن ٢ - ٩ سنوات؟

العمر بالسنوات

2٥

24

23

22

21

20

19

18

1٧

1٦

1٥

14

13

12

11

10

9

8

٧

٦

٥

4

3

2

1

0  3  ٦  9  12  1٥  18  

سنة
م/

 س
مو

 الن
عة

سر
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         ق)٥( = )٥(٢ − ٦)٥( + جـ.      

     ق)٢( = _____________.

اإذن: مقدار التغير= ق)٥(  − ق)٢(

اإذن ق)٥(  − ق)٢( = _________________

تعريف

،)(ق − )ق)ب =


ب

| ق́)س( س = ق)س(


ب

  التكامل المحدود: اإذِا كان ق)س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق، فاإِن:

  حيث : الحد ال�أدنى ، ب: الحد ال�أعلى ،  ، ب عددان حقيقيان. 

مثــال )1(

آتيين:  اأحسبُ قيمة كل من التكاملين ال�

)٢س + ٥( س
٠

٢



 

 )١

)٦س٢ − ٧( س
١-

١



 

 )٢

الحلّ: 

٠

٢

| )٢س + ٥( س   = )س٢+٥س(
٠

٢

  )١     

٤+١٠( − )٠( =١٤( =                                    

١-

١

| )٦س٢ − ٧(.س =  )٢س3-٧س(
١-

١



 

   )٢
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))١-(٧-3)١(( − )٢)-١(٧ − 3)٢)١( =                                

٥         −    ٥-    =                                

  ١٠- =                                

مثــال )2(

مثــال )3(

)س( س. ٢ق́
١-

٢

 )س( مشتقة ال�قتران ق)س(، وكان ق)-١( = ٥، ق)٢( = ٧، اأجدُ  اإذِا كانت ق́

 الحلّ: 

)س( س       )لماذا؟(   ق́
١-

٢

 )س( س =  ٢ ٢ق́
١-

٢



  

                         
١-

٢

| =  ٢ق)س(     

= ٢)ق)٢( − ق)-١((                     

٢)٧ − ٥( = ٤ =                    

ص .
س

س٢ س ، اأجد 
٢

3



 

 اأفكر:  اإذِا كان ص=

اأتعـلــــم
مشتقة التكامل المحدود تساوي صفراً دائماً.

)٤س +  )3س = ٩٠  فما قيمة الثابت ب؟
ب

٦

  اإذِا كان

الحلّ: 

     )لماذا(؟
ب

٦

|
)٤س + 3(.س  = )٢س٢ + 3س( 

ب

٦

    
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مثــال )4(

اأتعـلــــم
ق)س( س = صفر، حيث: ب عدد حقيقي

ب

ب

  

 )س − ٤(٤ س
3

3

  ما قيمة 

)س − ٤(٤ س = صفر، ل�أن الحد ال�أعلى يساوي الحد ال�أدنى.
3

3

         الحلّ: 

             = ق)٦( – ق)ب(

                          = ))٢()3٦( +3 )٦(( – )٢ب٢+3ب( = ٩٠

                          =٩٠ − )٢ب٢ + 3ب( = ٩٠

  )لماذا؟(
3-
٢     اإذن:  ب = ٠   اأو    ب =  

ملاحظة: تنطبق جميع قواعد التكامل غير المحدود على التكامل المحدود.

نشاط )3(
  

٦

٦

| س  = )س٢ + ٨س(
)٢س + ٨( 

٦

٦



                = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ .

 اأستنتج اأن : ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 

ثانياً: خصائص التكّامل المحدود
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نشاط )4(
اإذِا كان ق)س( س = )س٢−٦س +جـ(، اأكمل الجدول ال�آتي:

قيمة التكّامل الثاّنيالتكّامل الثاّنيقيمة التكّامل ال�أولالتكّامل ال�أول

 ق)س( سالحالة ال�أولى
١

3

س-٤ )ق)س 
3

١



ق)س( سالحالة الثانية
٢-

٠

س )ق)س 
٠

٢-

١٦

اأقارن بين قيمة التكّاملين في كل حالة.  

اأستنتج اأن: _____________________________________________________________________.

اأتعـلــــم
ق)س( س

ب



− = س )ق)س


ب

  

مثــال )٥(

)٢ق)س( + ٧( س ؟
٤

١

 ق)س( س = ٩  فما قيمة 
١

٤

  اإذِا كان

 ٧ س
٤

١

  س + 

 

ق)س(
٤

١

 )٢ق)س( + ٧( س = ٢
٤

١

   الحلّ: 

 
 

٤

١

|
 س  +  ٧س

 

ق)س(
١

٤

 ٢- =                                     

                                         = )-٢()٩( + )٧ -٢٨(         )لماذا(؟

 3١٨  − ٢١ = -٩- =                                         
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نشاط )٥(

اأتعـلــــم
 اإذا كان ق)س( معرفاً على الفترة ]اأ، ب[، وكان جـ عدد حقيقي بحيث   جـ  ب، فاإنَّ:

ضافة.  ق)س( س . وتسمى هذه الخاصية خاصية ال�إ
جـ

ب

 ق)س( س +  


جـ

  ق)س( س =  


ب

  

مثــال )٦(

٥ق)س( س؟
3-

٦

 ق)س( س = ٤، فما قيمة 
٢

٦

 ق)س( س = ٢ ، وكان 
3-

٢

  اإذِا كان

 ق)س( س
٢

٦

  ق)س( س + 
3-

٢

 ق)س( س = 
3-

٦

     الحلّ: 

 ٢       +        ٤          = ٦          =                         

ق)س( س = ٥ ⨯ ٦ = 3٠
3-

٦

 ٥ق)س( س = ٥
3-

٦

        اذن: 

= ق)٢( – ق)٠( = ١٠ 
٠

٢

| )٤س+١( س= )٢س٢+س(
٠

٢

  اأ(

= ق)٥( – ق)٢( = _______. 
٢

٥
| )٤س+١( س= )٢س٢+س(

٢

٥

 ب(

= ق)٥( – ق)٠( = ________. 
٠

٥

| )٤س+١( س= )٢س٢+س(
٠

٥

 جـ( 

اأقارن بين اإجابتي في الفرعين اأ و ب واإجابتي في الفرع جـ.

اأستنتج اأن : ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

)٤س+١( س فاإن:  اإذا كان ق)س( = 
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تمارين ومسائل ) 1 - ٦ (

١

٢

3

٤

  ١( اأحسبُ كل من التكاملات التالية:

+  )3س س (
١

٤

  )٧ − ٢س( س       جـ( 
٢

٥

 )3س + ١( س          ب(
٢-

١

 اأ( 

٢ع)س( س؟
٢-

٢

 ع)س( س = 3س٢-٢س+جـ، فما قيمة        اإذِا كان

)هـ)س(+٢س-١( س؟
٥

١

 3هـ)س( س =١٢، ما قيمة
١

٥

       اإذِا كان 

)٢س+ب( س=١٢، فما قيمة الثابت ب؟
3

٥

       اإذِا كان 

٦س س = صفر، فما قيمة/قيم الثابت جـ؟
١-

جـ

    ٥ اإذِا كان 

 )٢ق)س( − هـ)س(( س؟
١-

٥

 هـ)س( س = ٧، فما قيمة:
٥

١-

 ق)س( س= ١3،
١-

٥

       اإذِا كان

٤ق)س( س؟ 
٢

3

 3ق)س( س= -٩، فما قيمة 
3

٧

 ق)س( س= 3، وكان
٢

٧

       اإذِا كان

٥

٦

٧
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تمـــــــاريــــن عـــــــامـــــــة
جابة الصحيحة: السؤال ال�أول: اختر رمز ال�إِ

)١(؟ ، س≠٠، فما قيمة ق́
٢
 س

١.  اإذِا كان ق)س(=

د( -٢ جـ( ٢    ب( ٨   اأ( -٨   

=٢؟
٢
= -١، س

١
٢. ما ميل القاطع لمنحنى ال�قتران ق)س(=3س٢-٢ عند س

د( ٩ جـ( ١٢    ب( -٦   اأ( 3   

 ، وكان ∆س=٦، فما قيمة ∆ص ؟
3
٢

3. اإذِا كان متوسط التغير في ال�قتران ق)س( يساوي 

د( ٦ جـ( ١٨    ب( 3   اأ( ٩   

)١( ؟ ٤. اإذا كان ق)س( = )٥س−١( )٢س( ؛ فما قيمة ق́

١٠اأ( ٨ د( -٧جـ( ١٨ ب( 

)3(؟ ، س≠٢، فما قيمة ق́
3س٢ + ١
٢ − س ٥. اإذِا كان ق)س( = 

-3٧اأ( 3٧ د( ١جـ( ١٠ ب( 
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)٧(؟ )٧(= -١ فما قيمة )٢ق⨯3هـ(́ )٧( =3، هـ́ ٦. اإذِا كان ق)٧( = -٥، هـ)٧( =٢، ق́

-٦    اأ( ٦٦ د( -١٨جـ( ٦ ب( 

)-١٠(؟ ٧. اإذِا كان للاقتران ق)س( قيمة عظمى محلية عند النقطة)-١٠، ٥(، فما قيمة  ق́

-١٠    اأ( ٥ د( 3جـ( صفر ب( 

)س( س= 3س٢ − ٤س+جـ، فما قيمة ق́)٢(؟ ٨. اإذِا كانق́

٤    اأ( ١٢ د( ٨جـ( -٢ ب( 

)٥س3 + 3س − ٢(٥ س، فما قيمة ق́)٨(؟
١

٩

 ٩. اإذِا كان ق)س(=

٤٤    اأ( ٢٤ د( ٢جـ( صفر ب( 

 )3ق)س(+٢( س؟
١

٧

  ق)س( س=٤، فما قيمة
٥

١

 ٢ق)س( س=٦، 
٥

٧

 ١٠( اإذا كان

٩    اأ( 3٢ د( 3جـ( 33 ب( 
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السؤال الثاني: اإذا كان ق)س( = س3 _ جـ س _ ٦ ، وكانت ق́)٢( = صفر ، اأجد قيمة الثابت جـ؟

١٨؟
 
=

٢
= ١١ اإلى س

١
، عندما تتغير س من س س − ٢ السؤال الثالث: ما متوسط التغير في ال�قتران ق)س( = 

السؤال الرابع: اإذا كان ق)س( = س3 - ١٢س − 3؛ اأجد قيمة / قيم س بحيث ق́)س( = صفر ؟

السؤال السادس:  اإذا كان هـ)س( = ٤س٢ − ٨س + ١:

اأ( فما فترات التزايد والتناقص للاقتران هـ)س(؟   

ب( ما القيم القصوى المحلية للاقتران هـ)س(، وما نوعها؟   

)٢س + ١( س = ٢٤، اأجد قيمة / قيم الثابت ب ؟
ب

٥

 السؤال الخامس:   اإذِا كان ق)س(=

آتي: السؤال السابع:     اأقيّم ذاتي: اأكمل الجدول ال�

مستوى ال�نجاز مؤشر ال�داء
منخفض  متوسط مرتفع 

احل مسائل على متوسط التغير 

اجد مشتقة ال�قترانات موظفا القواعد

احدد القيم القصوى المحلية للاقترانات

احل مسائل على التكامل غير المحدود

اوظف خواص التكامل المحدود في حل مسائل منتمية 



الوحــــــدة 

المصفوفات
Matrices

2

ــق فلســطين، ويحــرص  ــن مناط ــر م ــي كثي ــة الرئيســة ف ــروات الزراعي ــن الثّ ــل م ــر النخي  يعتب

ــة. ــذا النمــط بالزراع ــة ه ــش اأهمي ــوفٍ واأعمــدة.... اأناق ــي صف ــه ف ــى زراعت ــون عل المزارع
41



نتهاء من دراسة هذه الوحدة والتفاعل مع اأنشطتها اأن يكونوا  يتوقع من الطلبة بعد ال�إ

قادرين على توظيف المصفوفات والعمليات عليها في الحياة العمليّة من خلال ال�آتي:

التعّرف اإلِى المصفوفة وعناصرها.. ١

اإيِجاد ناتج جمع مصفوفتيْن وطرحهما.. ٢

اإيِجاد ناتج ضرب مصفوفتيْن.. 3

اإيِجاد النظير الضربيّ للمصفوفة المربعة من الرتبة الثانية.. ٤

حلّ معادل�ت مصفوفيّة باستخدام النظير الضربيّ.. ٥

حلّ نظام من المعادل�ت الخطيّة باستخدام قاعدة كريمر.. ٦

ــي  . ٧ ــر الضرب ــة النظي ــة باســتخدام طريق ــادل�ت الخطي ــن المع حــل نظــام م

للمصفوفــة. 

42
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المصفــوفــة
 )1 - 2(

نشاط )1(

تعريف

حصــاء المركــزيّ الفلســطينيّ باإِجــراء التعــداد الســكانيّ العــام مــرة واحــدة كل ١٠ ســنوات؛ بهــدف توفيــر  يقــوم جهــاز ال�إِ

البيانــات الحقيقيــة حــول شــتى مناحــي حيــاة الفــرد الفلســطينيّ، ويقــوم الجهــاز بتحديــث ســنوي للبيانــات مــن خــلال 

دراســة عينــات مــن كل المحافظــات. 

حصــاء المركــزيّ حــول عــدد الســكان فــي بعــض المحافظــات الفلســطينية حتــى نهايــة العــام  كانــت بيانــات جهــاز ال�إِ

آتــي: القــدس 3٩٧ األــف، اأريحــا ٤٨ األــف، غــزة ٥٧٠ األــف، اأمــا فــي عــام ٢٠١٤م فتــمَّ  أقــرب األــف( كال� ٢٠١٢م )ل�

آتــي: القــدس ٤١٢ األفــاً، اأريحــا٥١ األفــاً وغــزة ٦٦٧ األفــاً. تحديــث هــذه البيانــات كال�

عدد سكان القدس عام ٢٠١٢م يساوي ______ .

عدد سكان اأريحا عام ٢٠١٤م يساوي ______.

عدد سكان غزة عام ٢٠١٢م يساوي ______.

اأنظِّم هذه البيانات في صفوف واأعمدة كال�آتي:

عدد السكان عام ٢٠١٤م  عدد السكان عام ٢٠١٢م

_____ _____ القدس 

_____ _____ اأريحا

_____ _____ غـــــــــــزّة

كيف يمكن ترتيب هذه البيانات في منظومة اأخرى؟

 المصفوفة: هي تنظيم مستطيل الشكل ل�أعداد حقيقية على هيئة صفوف عددها )م( واأعمدة عددها)ن(، محصورة 

، ويرمز لها باأحد الحروف الهجائية، وتكون المصفوفة من الرتبة م × ن. بين قوسين من النوع 

Matrix
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نشاط )2(

مثــال )1(

اأتعـلــــم

     

٢

٠

٥
 ،            جـ =   

٧

٥

١٠
    

٠

٧

٢
   

١

٤-

٠
ب =       ،  

١

3

٦
     

٢-

٤

٨-
   =   اإذِا كانت

 اأ( رتبة المصفوفة  تساوي 3×٢. )لماذا؟(

ب( رتبة المصفوفة ب تساوي________.

جـ( رتبة المصفوفة جـ تساوي________.

 
٢3
 ولذلك يسمى المدخلة ، د( يقع العدد٦ في تقاطع الصف الثالث والعمود الثاني في المصفوفة 

. اأفكر: اأسمِّ المدخلة التي قيمتها -٨ في المصفوفة  

، حيث:
ي هـ
 مدخلة، ويرمز له بالرمز  يسمّى كل عدد في المصفوفة 

)ي(: الصف الذي تقع فيه المدخلة، )هـ(: العمود الذي تقع فيه المدخلة.

آتية: ، فاأجيبُ على ال�أسئلة ال�

٦

3

٨-
      

٢-

٩

٧
 =  اإذِا كانت المصفوفة 

اأ( ما رتبة المصفوفة  ؟

؟
٢3
   ،

١٢
  ،

٢١
 :آتية ب( ما قيمة كل من المدخلات ال�

 . جـ( اأسمِّ المدخلة التي قيمتها 3 في المصفوفة
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الحلّ: 

.٢ × 3 =  اأ( رتبة المصفوفة 

٨- =
٢3
 المدخلة          ،٩ =

١٢
 ٦،         المدخلة = 

٢١
 ب( المدخلة

= 3.   )لماذا(؟
٢٢
 جـ( المدخلة

نشاط )3(

نشاط )4(

 ، فاإن: 
٨

٩   
3

٦-   
٥

١  =  اإذِا كانت

رتبة المصفوفة  تساوي __________.

3 = 
٢١


._________ =
١٢


._____=
 ١٢

 
-
  ٢١


 اأكتبُ جميع المصفوفات الممكنة، بحيث يكون عدد مدخلاتها اأربعة، وقيمة كل منها صفر.

 
 ٠   ٠   ٠   ٠  

 =  

 ب= ____________.

 جـ = ____________.
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اأتعـلــــم
من اأنواع المصفوفات: 

مصفوفة الصف: 

ن من صف واحد فقط، و)ن( من ال�أعمدة، وتكون رتبتها ١ × ن. هي المصفوفة التي تتكوَّ

مصفوفة العمود:

ن من عمود واحد فقط، و) م( من الصفوف، وتكون رتبتها م ×١. هي المصفوفة التي تتكوَّ

المصفوفة المربعة: 

هــي المصفوفــة التــي يتســاوى فيهــا عــدد الصفــوف مــع عــدد ال�أعمــدة ويســاوي )ن(، وتســمى المصفوفــة 

مربعــة مــن الرتبــة النونيــة. 

المصفوفة الصفرية: هي المصفوفة التي تكون كل مدخلة فيها تساوي صفراً، ويرمز لها بالرمز)و(.

مثــال )2(
آتية؟ ومانوعها. ما رتبة كل من المصفوفات ال�

.  
٠

٠   
٠

٠   
٠

٠   ،  و= 

3

٤

٩
    

٩

٥

١-
   

١

٥

٦
 ،  ع=   

3

٠

٩
، ص=  

 
٠,٥

  ٩-   ٢
س=  

الحلّ:  

٢( رتبة ص=  3×١، ص مصفوفة عمود. ١( رتبة س = ١×3، وهي مصفوفة صف.        

3( ع مصفوفة مربعة من الرتبة الثالثة.                ٤( رتبة و= ٢×3، وهي مصفوفة صفرية.

تعريف
تتساوى المصفوفتان ، ب اإذِا كان لهما الرتبة نفسها، وكانت جميع مدخلاتهما المتناظرة متساوية.
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آتية: اأبين فيما اإذا كانت المصفوفتان متساويتان في كل من الحال�ت ال�

 

٠

3

١
    

3

١

٧
   

٥

٦

٨
  ،    ب=    

٠

3

١
    

3

١

٧
   

٥

٦

٨
    = 

 ؟
 ٩   3   ١

 ،       ص= 

١

3

٩
س=  

الحلّ: 

المصفوفتان ، ب متساويتان؛ ل�أن لهما الرتبة نفسها، ومدخلاتهما المتناظرة متساوية.( ١

المصفوفتان س، ص غير متساويتين، ل�أن رتبة س= 3×١ اأما رتبة ص = ١×3( ٢

، فما قيمة س التي تجعل  = ب؟
 

٩-
   ٤

، ب=  
٤  س+٢ 

  = اإذِا كانت

الحلّ: 
 

٩-
   ٤  = 

٤  س+٢  بما اأن    

اإذن س+٢ = -٩     

وبحلّ المعادلة ينتج اأن س= -١١.  

مثــال )3(

مثــال )4(

اأناقش

  ، اأبيّن اأنّ  س=٢،  ص=٢.
3

٤  
٤

س+٢  =  
ص+١

٤     

س٢

٤     اإذِا كان:  
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تمارين ومسائل ) 2 - 1 (
   ينتــج مصنــع للاأوانــي الزجاجيــة ثلاثــة اأشــكال مــن الصحــون: المربــع، المســتطيل، والدائــريّ. فــاإِذا كان لهــذا المصنــع 

فرعيــن اأحدهمــا فــي الخليــل، وال�آخــر فــي رام اللــه، وكان عــدد الصحــون التــي ينتجهــا كل فــرع يوميــاً كمــا ياأتــي:

الخليل:٥٠٠ صحنٍ مربع الشكل،٤٧٠ صحنٍ مستطيل الشكل، ٢3٠ صحناً دائري الشكل. 

رام اللــه: ٤٠٠ صحــنٍ مربــع الشــكل، ٢٥٠ صحــنٍ مســتطيل الشــكل، ١٨٠ صحنــاً دائــري الشــكل. اأكتــبُ 

البيانــات الســابقة علــى شــكل مصفوفــة مــن الرتبــة ٢×3.

:
 ٨   3   ١  ،    جـ = 

٨-

٠

١
    

٥

٠
١
٢

   

3

٠

٤
،    ب =    

٠

٠

٠
      

٠

٠

٠
 =    اإذِا كانت   

   اأ( فما رتبة  كل من المصفوفات السابقة؟

 ب( ما نوع كل منها؟

 ؟
3١
ب

 ، ١٢
 ،

١ ٢
آتية: جـ  جـ( ما قيمة كل من المدخلات ال�

   اأجدُ قيم الثابتين ب، جـ فيما ياأتي:

  
٥

 جـ + ١
٧

٧   =   
٥

ب  
٤-ب

٧   اأ(  

 

٥

٨

٧
  = 

٥

٢- 3ب

جـ + ب
ب(  

 

جـ٢

ب   
٦

٥   
١

٨   =  
٩

ب٢   
٦

٥   
١

٨ جـ(  

   اأجدُ قيمة س، ص حيث:

 
٥

س - ٢ص  
٤

٤   =   
٥

١    
س+ص

٤  

١

٢

3

٤
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العمليات على المصفوفات
 )2 - 2(

نشاط )1(
تمتاز بعض المحافظات الفلسطينية 

عن غيرها بالنشاط السياحيّ، ويعتبر عدد العاملين 

في الفنادق اأحد مؤشرات القوة ال�قتصادية لهذا القطاع. 

 تمثلان اأعداد
3١٠

٢٥٠ ، ب = 
١٩٠

١٠٢  =  المصفوفتان

حصاء المركزي. العاملين في الفنادق خلال عام ٢٠١٢م، بحسب بيانات جهاز ال�إ

تمثــل المصفوفــة  عــدد العامليــن فــي الفنــادق شــمال فلســطين. فيمــا تمثــل المصفوفــة ب عــدد العامليــن فــي الفنــادق 

جنــوب فلســطين.

ناث من العاملين في الفنادق.   الصف ال�أول في كلا المصفوفتين يمثل عدد الذكور، فيما يمثل الصف الثاني عدد ال�إ

عدد العاملين الذكور في جميع فنادق فلسطين عام ٢٠١٢م =١٩٠+3١٠ = ٥٠٠ عامل.

عدد العاملات في جميع فنادق فلسطين عام ٢٠١٢م =__________.

تمثل المصفوفة جـ اأعداد العاملين) ذكوراً واإناثاً( في  جميع فنادق فلسطين .

٥٠٠

___  جـ =  

اأول�ً:  جمع المصفوفات:

تعريف
+ ب = جـــ، حيــث 

 
 ب مصفوفتيــن كل منهمــا مــن الرتبــة نفســها م ×ن فــاإِن مجمــوع المصفوفتيــن ، اإذِا كانــت 

جـــ مصفوفــة مــن الرتبــة م ×ن، وتكــون كل مدخلــة فــي المصفوفــة جـــ  مســاوية لمجمــوع المدخلتيــن المناظرتيــن 

ي هـــ
 + ب

ي هـــ
 = 

ي هـــ
لهــا فــي المصفوفتيــن ، ب ،اأي اأن:  جـــ

Matrix Operations
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اأناقش
ر _____________________________________. هل يمكن اإجِراء العملية +ب؟  اأفسِّ

نشاط )2(

 فاإنّ:
٤-

٩-    
3

٥    ب = 
٢

٤   
٨

٥   
٦

٩  =  اإذِا كانت

3 × ٢ =  رتبة

رتبة ب = ____.

مثــال )1(

   ، اأجد اأ + ب )اإن اأمكن(.

٩

3

٤
    

١

3

3-
   

١-

3

١٠
 ،  ب =   

٢-

3

٥
    

٥

١

٤
   

٨

٤

٨-
   =  اإذا كانت 

الحلّ: 

بما اأن رتبة المصفوفة  = رتبة المصفوفة ب، فاإِنه يمكن اإجِراء عملية الجمع كال�آتي. 

 

٢ +٩-

3 + 3

٥ + ٤
    

٥ + ١

3 + ١

3- + ٤
   

٨ + -١

3 + ٤

٨ + ١٠-
   =  

٩

3

٤
    

١

3

3-
   

١-

3

١٠
    + 

٢-

3

٥
    

٥

١

٤
   

٨

٤

٨-
  + ب =   

        

٧

٦

٩
    

٦

٤

١
   

٧

٧

٢
   =         
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نشاط )3(

نشاط )4(

  
٩

١-   
٦

3   
٤

٦ ،   ب = 
٢

١   
٥

٤   
٧

٦  =  اإذِا كانت

  + ب = ___________________________________.

.____________________________________ =  + ب

ماذا تلاحظ؟      

   
١١

3    
٥-

١- ،     جـ = 
٢

٠    
٤

3- ،     هـ = 
٥

٨    
3

٧- اإذِا كانت ع = 

 
١٨

١١    
٢

١١-   = 
١١

3    
٥-

١-  +  
٢

٠    
٤

3-  + 
٥

٨    
3

٧-   اأ(  )ع + هـ( + جـ =  

 ب( ع + )هـ + جـ( = _____________________________________

      اأقارن بين النتيجتين.  

اأتعـلــــم

اأتعـلــــم

 عملية جمع المصفوفات هي عملية تبديلية.

عملية جمع المصفوفات هي عملية تجميعية.
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نشاط )٥(

 فاإن: 
٠

٠   
٠

٠   
٠

٠ ،   و =  
3

٤   
٤

٥   
٥

٧  =   اإذِا كانت

3

٤   
٤

٥   
٥

٧  =  
٠

٠   
٠

٠   
٠

٠  + 
3

٤   
٤

٥   
٥

٧     + و = 

   و+  = ______________.          ماذا تُلاحظ؟

اأتعـلــــم
المصفوفة الصفرية )و( هي المصفوفة المحايدة لعملية جمع المصفوفات.

نشاط )٦(

ثانياً: ضرب المصفوفات بعدد ثابت:

، فاإِن:
3

٧   
٤

3   
٦

١  =   اإذِا كانت

___________ =  
3

٧   
٤

3   
٦

١  + 
3

٧   
٤

3   
٦

١  + 
3

٧   
٤

3   
٦

١  =   +  +  )اأ

_____________________ = 
3×3

3×٧  
3×٤

3×3   
3×٦

3×١  =      )3( )ب

جابتين. 3( اأقارنُ بين ال�إِ

تعريف
اإذِا كانت  مصفوفة من الرتبة م×ن، وكان جـ عدداً حقيقياً فاإِن جـ . مصفوفة من الرتبة  م×ن، حيث تكون كل 

)
ي هـ

 
( = )جـ

ي هـ
(

 
مدخلة فيها مساوية للمدخلة المناظرة لها في المصفوفة  مضروبة بالثابت جـ.   اأي اأن:  جـ
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اأناقش
آتية :  س+ )-ص(؟   هل يمكن اإجِراء العملية ال�

مثــال )2(

  اأجدُ كل مما ياأتي:
٦

٤   
١

٨   
٠

3 ،  ص = 
3

١   
٤

٧  
٥

٤   
٦

١  اإذا كانت س = 

3 ص
٥ ب(        اأ( ٧س     

الحلّ: 

  . 
٢١

٧   
٢٨

٤٩  
3٥

٢٨   
٤٢

٧  اأ(  ٧س = 

١٨
٥ 

١٢
٥ 

 

3
٥ 

٢٤
٥ 

 

٠

٩
٥ 

3 ص =  
 ب(  ٥

ثالثاً: طرح المصفوفات:

تعريف
اإذِا كانت ، ب مصفوفتين من الرتبة نفسها م ×ن، فاإِن ناتج طرح المصفوفتين: 

 - ب = جـــ، حيــث جـــ  مصفوفــة مــن الرتبــة م ×ن. وتكــون كل مدخلــة فــي جـــ  مســاويةً لناتــج طــرح 

المدخلتيــن المناظرتيــن لهــا فــي المصفوفتيــن ، ب، 

ي هـ
 - ب

ي هـ

 
=

ي هـ
اأي اأن: جـ
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مثــال )3(

مثــال )4(

اأجد ناتج ما ياأتي )اإنِ اأمكن( :

 

٤

٢-

٩
   −  

٤

٦

٨
   )١  

 .
٥

٨   
٨

٧   
٤

3-  − 
3

٦    

١

٩   )٢  

الحلّ: 

 

  

٠

٨

١-
   =  

٤

٢-

٩
 

−

−

−

٤

٦

٨
   =  

٤

٢-

٩
   −  

٤

٦

٨
   )١ 

 

 ٢(   ل�يمكن اإجِراء عملية الطرح ل�أن رتبتي المصفوفتين غير متساويتين.

،  اأجد ما ياأتي:
3

١-    
3-

٤ ،   ب = 
3-

١    
3

٤-  =  اإذِا كانت

 + ب                       ٢( ب +  )١

٠الحلّ: 

٠    
٠

٠   = 
3

١-    
3-

٤   + 
3-

١    
3

٤- ١(  + ب = 

٠

٠    
٠

٠   = 
3-

١    
3

٤-   + 
3

١-    
3-

٤  =  + ٢( ب

ماذا تلاحظ؟
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اأتعـلــــم
 ، و، فاإِن ب هي النظير الجمعيّ للمصفوفة =  + ب = ب +  :ب مصفوفتين حيث ، اإذِا كانت

- = وتكون ب

نشاط )٧(

أبيــض والنخالــة  اعتــادت شــركة مطاحــن القمــح الفلســطيني رصــد مبيعاتهــا )بالطــن( مــن الطحيــن البلــدي والطحيــن ال�

نتــاج التابعيــن لهــا. مــرة كل ٤ شــهور، فــي خطــي ال�إ

، مبيعــات الشــركة خــلال شــهري كانــون ثانــي وشــباط مــن العــام ٢٠١٨م مــن 

٦٠

٢٠

١٠
      

٥٠

٢٠

١٠
   =  تمثــل المصفوفــــة 

خطــي ال�نتــاج معــاً. 

أولــى مــن العــام ٢٠١٨م   أربعــة ال� ، مجمــل مبيعــات الشــركة فــي ال�أشــهر ال�

١3٠

٥٠

3٠
    

١١٠

٦٠

3٠
وتمثــل المصفوفــــة جـــ =   

مــن خطــي ال�نتــاج معــاً.

- اأعبّر عن المصفوفة س التي تمثل  مبيعات شهري اآذار ونيسان  معاً بدل�لة المصفوفتين ، جـ ________.

- اأجد المصفوفة س التي تمثل مبيعات الشركة خلال شهري اآذار ونيسان= _________.
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مثــال )٥(

مثــال )٦(

  
3

٢    
١

٥-  = 
٥-

١-    
٢

3- آتية:  س+ 3  اأحلّ المعادلة المصفوفيّة ال�

الحلّ: 

باستخدام خاصية ضرب المصفوفات بعدد حقيقيّ فاإِن:

                                  
3

٢    
١

٥-  = 
١٥-

3-    
٦

٩- س +  

  
٨

٢    
٧-

١  = س + 
١٢

٠    
٩

١١ آتية: 3س -  اأحلّ المعادلة المصفوفيّة ال�

الحلّ: 

  )لماذا؟(
١٢

٠    
٩

١١  + 
٨

٢    
٧-

١ 3س - س= 

 ، 
٢٠

٢    
٢

١٢       ٢س= 

                       
١٠

١    
١

٦   ومنها س= 

 اإلـى طرفي المعادلة ينتج: 
١٥-

3-    
٦

٩- وباإِضافة النظير الجمعيّ للمصفوفة  

 
١٥

3    
٦-

٩   +  
3

٢    
١

٥-   =  
١٥

3    
٦-

٩   +  
١٥-

3-    
٦

٩- س+ 

)لماذا؟(    
١٨

٥    
٥-

٤        =          
٠

٠    
٠

٠            س+ 

١٨

٥    
٥-

٤     اإذن:            س =  
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١

٢

3

٤

٥

٦

أدبيّ والرياديّ والزراعيّ في مدرسة فاطمة الزهراء للبنات 3٢، ٢٥، ٢٢     اإذِا كان عدد طالبات الفروع: ال�

على الترتيب، عدد طلاب المدرسة الهاشمــيّة للذكور في نفس الفروع 3٠، ٢٠، ١٦ على الترتيب. اأجيبُ 

آتية: عن ال�أسئلة ال�

   اأ( اأنظمّ بيانات كل مدرسة في مصفوفة عمود.     

 ب( ما مجموع طلبة الفرع الزراعيّ في كلا المدرستين؟

 جـ(  اأكتبُ المصفوفة التي تمثل الزيادة في عدد الطالبات في جميع الفروع عن عدد الطلاب في كلا المدرستين؟
   

؟
٢٥
= -٨، فما قيمة المدخلة جـ

 ٢٥
= ٩، والمدخلة ب

٢٥
 ب، وكانت المدخلة + اإذِا كانت المصفوفة جـ= ٢  

٢

١   
٤

٤  
١

٧ ،  ع= 
١

٨   
3

٦  
٥

٤   
٧

٢ ، ص= 
٦

3   
٢

١  
3

٥   
٨

٦   اإذِا كانت س=  

  اأجدُ ما ياأتي )اإنِ اأمكن(:

٢× ٤
  اأ(  س + ص       ب( 3س - ٤ص     جـ(  ٥ص - س      د(  س - ٢ع        هـ( ٢ص - 3و

3

٠  
٢

3  
١

3-  ٤ −  
3

٥  
٢

٦  
٥

١    اأجدُ ناتج ما ياأتي  3 

، اأجدُ المصفوفة س حيث: ٢س=  - 3ب

٠

١

٧
    

٤

٨

٢-
، ب =  

٧-

١

١-
    

٢

٤

٢-
  =  اإذِا كانت   

آتية:      اأحلّ كلاً من المعادل�ت المصفوفيّة ال�
٢-

٥    
١

٠   = س − ٢  
     
  

3-

٢    
٢

١ س +         ب( ٢
٨

١    
3

٤-   = 
٥

١    
١-

٤      اأ(   س + 3 

 

٦-
٠
٤

  

٠
٥
٧

 -٢س =  

٤
٢
٦

  

٢
١
٧

              جـ(   

تمارين ومسائل ) 2 - 2 (
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ضرب المصفوفات
 )3 - 2(

نشاط )1(
 تعتبــر تجــارة الســيارات مــن المشــاريع الرائجــة فــي فلســطين 

فــي الســنوات ال�أخيــرة. يعــرض اأحــد المعــارض ثلاثــة اأنــواع مــن  

 اأعــداد 
٧

٦   
٦

 ٦  
٥

٤ الســيارات. تمثــل المصفوفــة  ب = 

الســيارات التــي تــم باعهــا المعرض فــي العامين ٢٠١٥م و ٢٠١٦م. 

  فتمثلّ اأسعار تلك السيارات )ل�أقرب األف دينار( في ذلك المعرض من كل نوع. 

٥

٦

٨
  =    اأما المصفوفة

مجمل مبيعات عام ٢٠١٥م = )٥×٥( + )٦×٦( + )٧×٨( = ١١٧ األف دينار، )لماذا؟(

مجمل مبيعات العام ٢٠١٦م = ________________________________.

___

___ المصفوفة جـ تمثل مجمل المبيعات في العامين ٢٠١٥م، و٢٠١٦م،   جـ = 

تعريف
 اإذِا كانت  مصفوفة من الرتبة م × ن، ب مصفوفة من الرتبة ن  × ه، فاإِن: 

 
ن هـ

. ب
ي ن
 +..... +

٢هـ
.ب

ي٢
 +

١هـ
.ب

ي١
 =

ي هـ
، حيث:  جـ

م ×ه
 = جـ

ن ×ه
 . ب

م ×ن


Matrix Multiplication
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مثــال )1(
آتية: اأجدُ ناتج ضرب المصفوفتين  ، ب في كل من الحال�ت ال�

٢

3-

٠
    

٥

١

٦
               ب =  

٠

3

٥
    

١

٤-

٢
   

3

٠

١
    =    )١

 
١

٢  
3

٤  
٥

٦       ب = 
١

٢  
3

٤  
٥

٦   =    )٢

الحلّ: األ�حظ اأن عدد اأعمدة المصفوفة   =  عدد صفوف المصفوفة ب  

)٠ × ٠( + )3- × ٢( + )١ × 3(      )٥( + )١ × ١( + )٠ × ٦ × 3(

)٠ × 3( + )3- × ٦(     )٠ × ٢( + )-٤ × 3( + )٠ × ٥( + )-٤ × ١(

)٥ × ٠( + )3- × ١ × ٥( + )٢ × ١( + )٥ × ٦(      )١ × ٢( + )٢(

3
١٢
٤-

    
١٦
١٤
3٧

   =         

٢( ل� يمكن اإجراء عملية الضرب  ل�أن عدد اأعمدة المصفوفة     عدد صفوف المصفوفة ب.

نشاط )2(

نشاط )3(

 = جـ،    فاإن رتبة المصفوفة جـ تساوي ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ.
٤ ×٥

 . ب
٤× 3
 :ب مصفوفتان حيث ، اإذا علمت اأن

  فاإن: 
١

٠    
٢

٥ ، ب =  
3

١    
٤

٢   =  اإذا كانت

 
٤

٢    
٢3

٩   =  
 )٠ × 3( + )٥(     )٤ × ١ × 3( + )٤ × ٢(

 )٢ × ٢( + )١ × ٥(     )٢ × ١( + )١ × ٠(  . ب =  

ب .  = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ.  ماذا تلاحظ؟

  . ب =   
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مثــال )2(

مثــال )3(

اأتعـلــــم
عملية ضرب المصفوفات ليست تبديليّة.

  اأجد   . ب؟
٢-

١٠    
١

٥- ، ب =  
٢

١    
١٠

٥   =  اإذِا كانت

  اأجد ناتج كل من  ١(   . ب   ٢( ب  . ؟
٠

١    
١

٠ ، ب =  
١-

٢-    
٧

٨   =  اإذِا كانت

الحلّ: 

الحلّ: 

 
٠

٠    
٠

٠   =  
 )١٠ × ١( + )٢ × -٥(       )١٠ × -٢( + )٢ × ١٠(

)٥ × ١( + )١ × -٥(       )٥ × -٢( + )١ × ١٠( 
     . ب = 

 
١-

٢-    
٧

٨   = 
٠

١    
١

٠   × 
١-

٢-    
٧

٨  . ب = 

   ماذا تلاحظ؟
١-

٢-    
٧

٨   = 
١-

٢-    
٧

٨  × 
٠

١    
١

٠   =  . ب
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اأتعـلــــم
 هــي المصفوفــة المحايــدة لعمليــة ضــرب المصفوفــات مــن الرتبــة الثانيــة، 

٠

١    
١

٠ المصفوفــة  

، ويطلــق عليهــا اأيضــاً اســم مصفوفــة الوحدة.
٢
ويرمــز لهــا بالرمــز م

 فاإن: 
٠

3    
٤

١ ،   جـ =  
3

١    
٢

٠ ، ب =  
 

١-
   ٥  =  اإذِا كانت

 
١١

   ٢٩   =   
٠

3    
٤

١  + 
3

١    
٢

٠   × 
 

١-
   ٥  . )ب + جـ( =  

 ب + جـ= ______________________________________

ماذا األ�حظ؟

اأتعـلــــم
تتوزع عملية ضرب المصفوفات على عملية الجمع، بحيث تكون عمليتا الجمع والضرب معرفتان.

  اأبيِّن اأن:
٤

٥-    
٠

3-   ، جـ= 
٢

٥    
٤-

٢-  ، ب= 
3

١-    
١

٠  =  :اأفكر:اإذِا كانت 

          ) . ب( . جـ =  . )ب . جـ(

نشاط )4(
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  اأجد ناتج ضرب المصفوفات فيما ياأتي )اإنِ اأمكن(:

3

١-

٧
    

٤

٥

٢
   .  

١

٢   
٥

٤-  
3

٥     ب( 

٠

٢-

١
    

3

٤

٥
   

١

٥-

١
   . 

 3   ٤   ٧   اأ( 

    كانــت مبيعــات محــل تجــاريّ مــن اأربعــة اأنــواع مــن اأجهــزة الحاســوب ، ب، جـــ، د فــي اأول شــهرين مــن   

، وكان ثمــن ال�أجهــزة ٤٥٠ دينــار، 3٠٠ دينــار، 
١٢

١٦   
١٥

٢٠  
١٧

١٠  
١٠

٢٠ عــام ٢٠١٨م ممثلــة فــي المصفوفــة س = 

يجــاد المصفوفــة التــي تمثــل مبيعــات المحــل مــن  ٥٠٠ دينــار ، ٤٠٠ دينــار، علــى الترتيــب. اســتخدم المصفوفــات ل�إِ

ال�أجهــزة فــي الشــهرين.

 ، اأجد ما يلي:
٢

٦  ، ب = 

٥

٢

١-
    

٧-

٤

3
  =  اإذا كانت   

    اأ(  ٥) . ب(                     ب(  )٥( . ب                جـ(   . )٥ب(

  ما قيمة كل من الثابتيين اأ، ب؟
٤

ب  = 
3

١   .  
١

3    
اأ

٢    اإذِا كانت 

١

٢

3

٤

تمارين ومسائل ) 2 - 3 (
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النظير الضربي للمصفوفة المربعة من الرتبة الثانية
 )4 - 2(

نشاط )1(
جــراءات  يصنـّـفُ الخبــراءُ ال�قتصــادَ الفلســطيني، باأنــه فــي وضــع المخاطــرة. ويعــود ذلــك بشــكل رئيســي اإلــى ال�إ

ســرائيلي والتــي تعيــق نمــو هــذا ال�قتصــاد. لــذا فــاإن المشــاريع الصغيــرة ذات راأس المــال  التــي يقــوم بهــا ال�حتــلال ال�إ

ــن مخاطــرة المســتثمر. ــل م ــح البســيط، تقل المحــدود، والرب

يُتاجــر اأبــو عــارف بال�أعــلاف. اشــترى خــلال شــهر اأيلــول٢٠٠ كيســاً مــن ال�أعــلاف بســعر ١٠ دنانيــر للكيــس الواحــد، 

وبــاع منهــا ١٩٢ كيســاً  بســعر ١3 دينــاراً للكيــس الواحــد.

  بيانات تجارة اأبو عارف خلال شهر اأيلول.
١٠

١3    
٢٠٠

١٩٢   =  تنظم المصفوفة

مجمل سعر البيع المتوقع لو اأن اأبو عارف باع جميع ال�أكياس= ٢٠٠ × ١3=٢٦٠٠ دينار.	 

مجمل سعر التكلفة لمِا تم بيعه فعلاً من اأكياس العلف =________________.	 

الفرق بين سعر البيع المتوقع وسعر التكلفة لمِا تمَّ بيعه=________________.	 

تعريف

 هــو عــدد 
٢١


٢٢
    

١١


١٢
   =  مصفوفــة مربعــة مــن الرتبــة الثانيــة، فــاإِن محــدد المصفوفــة  اإذِا كانــت 

.)
٢١

 
×

١٢
 ( − )

٢٢
 × 

١١
( = || حيــث || حقيقــيّ ويرمــز لــه بالرمــز

مثــال )1(
١٢

3    
٨

٢      ٢( ب = 
٩

3-    
3

١   =    )آتية: ١  اأجد محدد كل من المصفوفات ال�

Matrix Inverse

)Determinants(    :اأول�ً: المحددات
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تعريف

مثــال )2(

 ،  اأجدُ قيمة س التي تجعل  مصفوفة منفردة.
3

٢    
س−١

٢   =  اإذا كانت

الحلّ: 

٠ = ||  مصفوفة منفردة فاإن محدد  بما اأن      

ومنها )س-١( × ٢ − ٢ × 3 = صفر ومنها: ٢س-٢-٦ = صفر

٢س-٨=صفر 

اإذن س=٤.

الحلّ: 

 .)
٢١
 ×

١٢
 ( − )

٢٢
 × 

١١
( = || )١

 )١ × ٩( − )3- × 3( = ||    

٩ − ٩ = -١٨- =       
١٢

3    
٨

٢ ٢( |ب| = 

.)
٢١
× ب

 ١٢
( − ) ب

٢٢
 × ب

١١
|ب| = )ب

)١٢ × ٢( − )3 × ٨( =     

٢٤ − ٢٤ =     

     = صفر

تسُمى المصفوفة التي محددها يساوي صفر بالمصفوفة المنفردة.
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مثــال )3(

 ، اأجد كل مما ياأتي: 
3

٢    
١

١   =  اإذِا كانت

||٢)3( )3     |3| )٢      || )١

الحلّ: 

)١×3( − )١×٢( = ||   )١ 

١- = 3 − ٢ =         

)3×٦( − )٩×3( = |3| ومنها    
٩

٦    
3

3  = 3    )٢

   ١٨-٢٧=-٩=        

3(   )3(٢|| = ٩× -١ = -٩       ماذا تُلاحظ؟

اأتعـلــــم
||2ك = | مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية، ك عدد حقيقي ،فاإِن |ك  اإذِا كانت

نشاط )2(
اإذِا كانت  مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية وكانت |٥| = -٥٠ ، فاإِن:

._____________________= ||٧           ._____________________= ||

ثانياً: النظير الضربيّ للمصفوفة المربعة من الرتبة الثانية

تعريف
اإذِا كانــت  مصفوفــة غيــر منفــردة مــن الرتبــة الثانيــة، فــاإِن المصفوفــة ب مــن الرتبــة الثانيــة تســمى نظيــراً ضربيــاً 

ــدة.  ــة المحاي المصفوف
 ٢
ــث م ، حي

٢
ــة  اإذِا كان  . ب = ب .  = م للمصفوف

٢
 .  = م

١-
 = ١-

 .  اأي اأن  ،
١-
 بالرمز  ويرمز للنظير الضربيّ للمصفوفة
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اأتعـلــــم
 المصفوفة المنفردة ليس لها نظير ضربي.

مثــال )4(

مثــال )٥(

. اأبيّن اأن المصفوفة ب هي النظير الضربيّ للمصفوفة  ،  
3,٥-

٤    
١-

١  ، ب = 
٧-

٢    
٨-

٢   =  اإذا كانت

الحلّ: 

٢
نّ  . ب = ب .   = م اإذِا كانت المصفوفة ب هي النظير الضربيّ للمصفوفة  ، فاإ

  )لماذا؟(
٠

١    
١

٠  = 
3,٥-

٤    
١-

١   .  
٧-

٢    
٨-

٢           . ب =  

 )لماذا؟(
٠

١    
١

٠  = 
٧-

٢    
٨-

٢   .  
3,٥-

٤    
١-

١   =  . كما اأن: ب

. اإذِن ب هي النظير الضربيّ للمصفوفة

آتية لها نظير ضربي واأيها ل�؟ اأحدد اأي من المصفوفات ال�

  
٤

٢    
٨

٤ ٢( ب=          
٧

٤    
3

١   =  )١

الحلّ: 

  =١٢ − ٧ =٥ ، اإذِن المصفوفة  ليست منفردة، ويوجد لها نظير ضربيّ.
٧

٤   
3

١  = ||  )١

 = ١٦ − ١٦ = ٠  ومنها ب مصفوفة منفردة وليس لها نظير ضربيّ.
٤

٢   
٨

٤ ٢(  |ب| =  

 ، لماذا؟
3-

٦    
٢-

٤   اأفكر: هل يوجد نظير ضربي للمصفوفة س= 



67

تعريف

 
٢١
-

١١
    

٢٢


١٢
-   

١
||   = 

١-
 :صفر، فاإن ≠ || حيث ، 

٢١


٢٢
    

١١


١٢
   =  اإذِا كانت 

مثــال )٦(

 )اإن اأمكن(.
٢-

٤-  
١

١  =  اأجد النظير الضربيّ للمصفوفة

الحلّ: 

)
٢١
 ×

١٢
 ( – )

٢٢

 
×

١١
( = ||

|| = )١× -٤( − )١×-٢( = -٢ ، اذا يوجد للمصفوفة نظير ضربي

 
١-

٠,٥-  
٢

٠,٥  = 
٢

١  
٤-

١-  
١-
٢  =

١-


نشاط )3(

٥ × ١( = ٦ − ٥ = ١( − )3 × ٢( =|| :فاإن ،
٥

3  
٢

١  =  اإذِا كانت

 
٥-

٢    
3

١-   
١
١   = 

٢١
-

١١
    

٢٢


١٢
-   

١
||   = ١-

 :ومنها

(-١ = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ماذا تُلاحظ؟
١-
(   ،  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = |

١-
| 

اأتعـلــــم
 = 

1-
)١-(
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مثــال )٧(
استخدم طريقة النظير الضربيّ لحلّ نظام المعادل�ت ال�آتي:

3س + ٤ص = ٦        
س + ٢ص = ٠

الحلّ:  اأول�ً: نرُتب المعادل�ت على الصورة  ×ع= جـ، حيث:

  : مصفوفة المعاملات.

ع: مصفوفة المتغيرات.

جـ: مصفوفة الثوابت.

 
٦

٠   = 
س

ص   × 
٤

٢  
3

١   

نشاط )4(
آتية: في نظام المعادل�ت الخطيّة ال�

٩س+٢ص= -٧ ،     -3س+٢ص=١٢

 
٢

٢  
٩

3-  =  مصفوفة المعاملات في النظّام، اأي اأن )( تمثل -

- تمثل )جـ( مصفوفة الثوابت في النظام، اأي اأن جـ = _________.

- تمثل )ع( مصفوفة المتغيرات في النظام اأي اأن ع = = _________.

آتية:  يمكن كتابة نظام المعادل�ت الخطيّة على صورة المعادلة المصفوفيّة ال�

  )اأتحقق من ذلك(
٧-

١٢   = 
س

ص   × 
٢

٢  
٩

3-  

كيف يمكن اإيِجاد قيم س ، ص؟اأناقش

ثالثاً: حل اأنظمة المعادل�ت بطريقة النظير الضربيّ
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.)(ثانياً: نجد النظير الضربيّ لمصفوفة المعاملات

|3( = |×٢( − )١×٤( = ٢    )|| ≠ صفر(

 
٤-

3  
٢

١-  
١
٢  =

 ١-


 فينتج:
١-
 ثالثاً: نضرب طرفي المعادلة من اليمين بالمصفوفة

 . جـ
١-
 =ع .  . 

١-


باستخدام خاصية التجميع في ضرب المصفوفات ينتج:

 . جـ
١-
 = ع . ) . 

١-
(

 . جـ
١-
 = ع . 

٢
وباستخدام خاصيتي وجود النظير الضربيّ والمصفوفة المحايدة في ضرب المصفوفات ينتج:  م

 
٦

٠  
٤-

3  
٢

١-
١
٢  = 

س

ص  . جـ   اأي اأن:  
١-
 = اإذن: ع

 

  اإذِن الحل:)س، ص( = )٦، -3(. اأتحقق من صحة الحلّ.
٦

3-  = 
س

ص  

نشاط )٥(

يجاد المصفوفة س:   ، فلاإ
٢

٢  
١

٠  × س = 
٥

3-  
٢

١- اإذِا كانت 

 
٢

٢  
١

٠   فتصبح المعادلة على الصورة:  × س =  
٥

3-  
٢

١-  =   اأفرض اأن

   )لماذا(؟  
٥

٢-  
3

١- النظير الضربيّ للمصفوفة  يساوي  

 
٢

٢  
١

٠  . 
١-
 = س .  . 

١-
 :ومنها

 )لماذا(؟.
٢

٢  
١

٠    
٥

٢-  
3

١-  . س =   
٥

3-  
٢

١-  . 
٥

٢-  
3

١-  

ومنها: س = ______________.
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٦ = 
٥

3-   
١٢-

3س   اأجد قيمة  س التي تحقق  

  اإذا كان |٤ب| = -3٢، اأجدُ:  قيمة |ب| + |3ب|، حيث ب مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية.

آتية )اإن اأمكن(:   اأجد النظير الضربيّ لكل من المصفوفات ال�
٦

3  
٤

٢  ، جـ =  
٠

٢-  
٥

٤  ، ب = 
١

3-  
3

٢-  = 

آتية على صورة معادل�ت مصفوفيّة:    اأكتب كلاً من ال�أنظمة الخطيّة ال�

اأ(  ٥س− ص= ٢                 ب( ص+ ٢ = س − ص
   3س + ٤ص = -٥                  س = ١٢ 

آتية:     اأحلّ كلاً من المعادل�ت المصفوفيّة ال�

 
٧

٠    
١-

٢   =  
٦-

٤-    
٥

3       ب( ٢س . 
٢٦

١3    
١3-

3٩  . س =  
٢-

١    
3

٥      اأ(  

آتية:         اأستخدم طريقة النظير الضربيّ لحل اأنظمة المعادل�ت ال�

اأ( ٢س− ص = -٧    

   س + ٢ص = -١ 

ب( ٢س−3ص = ١3 

     ص + ٦ = س

١

٢

3

٤

٥

٦

تمارين ومسائل ) 2 - 4 (
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حل نظام من معادلتين خطيتين باستخدام قاعدة كريمر
 )٥ - 2(

نشاط )1(
أمثلة   تعدّ المشاريع الصغيرة من ال�أفكار ال�ستثمارية قليلة المخاطرة، التي تساعد كل من المنتِج والمستهلك، ومن ال�

عليها مشروع توزيع المواد التموينية الذي ل� يحتاج المستثمر فيه لراأس مال كبير.

ذا اأعطى للبقالة ال�أولى  ٨ صناديق من المعلبات،      يقوم مهند بتوزيع المواد التموينية على المحلات التجاريةّ، فاإ

وصندوقين من العصير وكان ثمنها معاً ٤٠ ديناراً، بينما اأعطى البقالة الثانية ٥ صناديق معلبات، و3 صناديق من العصير 

مقابل 3٢ ديناراً، فهل يمكن معرفة ثمن الصندوق الواحد من المعلبات والعصير؟

Cramer`s Rule

قاعدة كريمر: 

 تســتخدم قاعــدة كريمــر لحــلّ نظــام مــن معادلتيــن خطيتيــن بمتغيريــن، والــذي يمكــن كتابتــه بالصــورة المصفوفيــة 

آتــي:  .ع = جـــ، حيث: كال�

   :مصفوفة المعاملات،    ع: مصفوفة المتغيرات،       جـ: مصفوفة الثوابت،  || ≠ صفر فيكون:

  حيث:
|ص|

||
و  ص =      

|س|

||
                     س = 

س: المصفوفة  بعد استبدال مدخلات عمود معاملات س فيها بمدخلات مصفوفة الثوابت.

ص:المصفوفة  بعد استبدال مدخلات عمود معاملات ص فيها بمدخلات مصفوفة الثوابت.

مثــال )1(

استخدمُ قاعدة كريمر لحل نظام المعادل�ت ال�آتي: 

 س−ص=٤ 

 ٥س+٢ص=٦
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مثــال )2(

الحلّ: 

اأكتبُ نظام المعادل�ت الخطية على شكل معادلة مصفوفيّة:
٤

٦  = 
س

ص   .  
١-

٢  
١

٥    

١-

٢  
١

٥   =  اأفرض

١×٢( − )٥×-١( = ٧( =  
١-

٢  
١

٥  = ||        
١-

٢  
٤

٦ المصفوفة  س= 

٤×٢( − )-١×٦( =١٤( = 
١-

٢  
٤

٦ ومنها:    |س|= 

٤

٦  
١

٥ المصفوفة ص= 

١×٦( − )٤×٥( = -١٤( = 
٤

٦  
١

٥ ومنها:   | ص|= 

٢- = 
١٤-

٧
  = 

|ص|

||
 = ٢ ، ص= 

١٤

٧
 = 

| س|

||
∴س= 

  اإذن الحل : )س،ص( = )٢، -٢(

استخدم قاعدة كريمر لحل نظام المعادل�ت ال�آتي:  س − ٥ = ٢ص − ٤س

           ص + س−٤ = ٥ + 3س

الحلّ:  اأول�ً:  اأرتب المعادل�ت في النظام على صورة: اأس + ب ص = جـ 

فيكون النظام:      ٥س− ٢ص = ٥     

        -٢س + ص = ٩
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ثانياً: اأكتبُ نظام المعادل�ت على شكل معادلة مصفوفيّة كال�آتي: 
٥

٩  = 
س

ص  
٢-

١  
٥

٢-   

٢-

١  
٥

٢-  =  اأفرض

٥×١( − )-٢× -٢( =١(= 
٢-

١  
٥

٢-   = ||  

٢3 = )٥×١( − )٩×-٢( = 
٢-

١  
٥

٩ |س| = 

٥×٩( − )٥×-٢( =٥٥( = 
٥

٩  
٥

٢- |ص| = 

  ٥٥= 
٥٥

١
 = 

| ص|

||
 = ٢3، كما اأن : ص= 

٢3

١
 = 

| س|

||
ومنها: س= 

 اإذن الحل: )س، ص( = )٢3، ٥٥(.

نشاط )2(
آتية: استخدام قاعدة كريمر لحل المعادلة المصفوفية ال�

٤

3  = 
س

ص   .  
٢

١-  
3

١

الحلّ: 

٢ = -٥- 3- =|  |       
٢

١-  
3

١  =   اأفرض

 ._________________ = 
| س|

||
  = ـــــــــــــــــــــــــ )لماذا(؟   ومنها: س= 

٢

١-  
٤

3   =|
س
 |

          ._________________ = 
|ص|

||
 = ـــــــــــــــــــــــــ )لماذا(؟            ص= 

٤

3  
3

١  =|
ص
 |
 

    اإذن الحل:)س ، ص( = ) ___   ،  ___ (
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٢

١  = |
ص
| ،

١

٤  
٤

٩  = |
س
| ،

١

٤  
٢

١  = ||  ــة الثانيــة، وكان    اإذِا كانــت  مصفوفــة مــن الرتب

 ،
٤

٩
   

   اأجد قيمة كل من س، ص.

   

آتية:     استخدم قاعدة كريمر في حل اأنظمة المعادل�ت ال�

     اأ( 3س-٤ص=٨
        س+ص= ١٢

    ب( 3س-٢ص-١٩=٠
         ص+3س=١3

١

٢

تمارين ومسائل ) 2 - ٥ (
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تمـــــــاريــــن عـــــــامـــــــة

جابة الصحيحة لكل مما يلي: السؤال ال�أول: اختر رمز ال�إ

؟
 ٢١

- ب
١٢
 فما قيمة ٢اأ

٥

٠  
١

٤ ،  ب= 
٩-

٨-  
3

٢  = ١( اإذِا كانت

اأ( ٥                   ب(  ٢                  ج(  ١                 د( -١  

 فما قيمة س، ص على الترتيب؟
 ٢ ص+س     ١-   =

س    3   ١- ٢( اإذِا كانت  

         اأ( )١ ، ٢(           ب(  )٢ ، ١(            ج(  )٥ ، ٢(                  د( )-١، ١(

آتية تمثل  )ب-١(-١ ؟ ، فاأي من المصفوفات ال�
٦

١  
٥

١ 3( اإذِا كانت ب= 

٦-

١  
٥-

١-           د( 
3

٥  
٦

١        ج( 
٦

١  
٥

١      ب( 
٦-

٥  
١

١-          اأ( 

٤( اإذِا كانت س مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية، وكان |٢س| = ٨ فما قيمة |3س|؟
اأ(  ١٨                ب(    ٦                  ج(   ٤                  د( ٢  

آتية ليس لها نظير ضربيّ؟ ٥( اأي من المصفوفات ال�
٢-

١-  
٨

٤             د( 
١

١  
٢-

٢         ج( 
٢

٤  
١

3       ب( 
3

٦  
٢

٤-         اأ( 

 فما قيمة الثابت جـ؟
١-

١  
٢

١-  ، ص-١ =  
١

٢  
جـ

١ ٦( اإذا كانت ص = 

       اأ(  ٢                    ب(   ١                   ج(   -١                       د( -٢

    ٧(عند حل نظام من معادلتين خطيتين، وُجِدَ اأن ص = ٢ ، |س| = -| ،3ص| = -٦ ماقيمة س؟

      اأ(  3                    ب(    ١                   ج(   -١                       د( -3

، فما قيمة الثابت اأ ؟
٢

٤  = 
٢

ب  
١

3  
اأ

٢   ٨( اإذِا كان 

      اأ(  ٤                     ب( ٢                      ج( ١                      د( صفر
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فما رتبة المصفوفة ب ؟
 ٤×3

، جـ
١×3
 ب = جـ وكانت .  ب،جـ مصفوفات حيث، ٩( اإذِا كانت  

       اأ(  ١×٤                 ب(  ١×3                 ج( ١×١                  د( ٤×3

 منفردة ؟
٨

س  
س

٢ ١٠( ما قيمة س السالبة التي تجعل المصفوفة 

       اأ(  -٢                    ب(  -٤                   ج(   -٨                   د( -١٦

 ، اأجدُ ناتج   . )ب+جـ(.
٠

٢-  
٢

3  ،   .  جـ = 
3

٥  
١

١- السؤال الثاني:   اإذِا كانت   . ب=  

السؤال الثالث:   اأستخدمُ قاعدة كريمر لحل نظام المعادل�ت ال�آتي:

٢س+١ = ص   ،   س-٢ص = ٤

السؤال الرابع:    اأستخدمُ طريقة النظير الضربيّ لحلّ نظام المعادل�ت ال�آتي:

                   س - ص + ١ = ٠،     3س + 3ص = ٦

 ؟
٠

س  
٤

٦   + س٢ = 
١

١  
3

٢ آتية:  3  السؤال الخامس: اأجدُ قيمة/ قيم س التي تحقق المعادلة ال�

آتية: السؤال السادس: اأجد المصفوفة س التي تحقق المعادلة المصفوفية ال�

 ؟
٨

٢  
١٤-

٨-  . س =  
3

١  
٤

٢                   

السؤال السابع:     اأقيّم ذاتي: اأكمل الجدول ال�آتي:

مستوى ال�نجاز مؤشر ال�داء
منخفض  متوسط مرتفع 

اميز انواع المصفوفات ومسمياتها ال�ساسية 
اجد محدد المصفوفة 

اوظف خواص المحددات في حل مشكلات حياتية 
احل معادل�ت مصفوفية بعدة طرق 
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الوحــــــدة 
المعادل�ت والمتسلسلات

Equations and Series

3

 فــي لوحــة الشــطرنج اأعــلاه، اإذِا وُضِــع فــي المربــع ال�أول حبتــا قمــح، وفــي الثانــي 

٤ حبــات، وفــي الثالــث ٨حبــات... وهكــذا، كيــف يمكــن معرفــة رقــم المربــع الــذي 

توضــع فيــه ١٠٢٤ مــن حبّــات القمــح؟
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نتهاء من دراسة هذه الوحدة والتفاعل مع اأنشطتها اأن يكونوا قادرين على  يتوقع من الطلبة بعد ال�إ

توظيف المعادل�ت والمتسلسلات في الحياة العمليّة من خلال ال�آتي:

حلّ معادل�ت اأسية.. ١

حلّ معادل�ت لوغاريتماتية. . ٢

التعّرف اإلِى مفهوم المتسلسلة.. 3

التعّرف اإلِى المتسلسلة الحسابية واإيِجاد مجموعها. . ٤

 التعّرف اإلِى المتسلسلة الهندسية واإيِجاد مجموعها.. ٥
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نشاط )1(

 المعادل�ت ال�أسية:
 Exponent Equations

 فاقــت ســرعة انتشــار الشــبكة العنكبوتيــة كوســيلة  اإعِلاميــة وســائل 

عــلام ال�أخــرى جميعهــا، حيــث  اســتغرق الراديــو اأكثــر مــن  ال�إ

3٢ســنة ليصــل لـــ٥٠ مليــون مســتمع حــول العالــم، فيمــا اســتغرق 

ــا  ــن المشــاهدين. اأم ــدد نفســه م ــى الع ــاز ١٦ ســنة ليصــل اإلِ التلف

الشــبكة العنكبوتيــة فلــم تســتغرق ســوى ٤ ســنوات لتصــل للعــدد 

ــه مــن المســتخدمين  ذات

استغرقت الشبكة العنكبوتية لتنتشر ٤ اأعوام =)٢(٢سنة.

واستغرق التلفاز لينتشر  ١٦عاماً =)٢(٤سنة.

استغرق الراديو لينتشر 3٢ عاماً =  )٢(--- سنة.

مثــال )1(

م +ن
 = 

ن
)( ×

م 
)( )١

م ⨯ن
  =

ن 
)
م
( )3

م  − ن
 =  

م 
)(

ن
)(

  )٢1 =
 ٠
)(   )٤

اأتذكّر:

اأجدُ مجموعة حلّ المعادلة)٤(س = ٦٤.
الحلّ: 

3)٦٤ = )٤   

  )٤(س = )٤(3                ومنها:    س = 3   )لماذا؟(  

  مجموعة الحل هي }3{

لتكن  ، م، ن  ح ،  ≠ ١ ،   ≠ صفر فاإن:

 )1 - 3(
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مثــال )2(
 اأحل المعادلة )٢٧(٢س-١ = )٩(١-س

الحلّ: 
)٢٧(= )3(3   كذلك ٩ = )3(٢

ومنها: )3(٦س-3 = )3(٢-٢س   )لماذا؟(

بما اأن ال�أساسات متشابهة فتكون ال�أسس متساوية:

اأي اأن:    ٦س − 3 = ٢ − ٢س

        ٨س= ٥  

 }
٥

٨
 ومنها مجموعة الحل: }

نشاط )2(

(س-٢
١
١٦

يجاد مجموعة حلّ المعادلة )٨(٢س-3= ) ل�إ

اأبداأ  من الطرف ال�أيمن:           ٨ = )٢(3   

                        ومنها )٨(٢س-3= ))٢(3(٢س-3 

)١( ........ __________________ =                                  

    = )١٦(-١    )لماذا؟(
١
١٦

في الطرف ال�أيسر:            
٢(٤(-١(( =                         

(س-٢= ))٢(-٤(س-٢=_____________________ ........ )٢(
١
١٦

(     

(س-٢ تكافئ  )٢(٦س-٩= )٢(٨-٤س
١
١٦

المعادلة  )٨(٢س-3= )

بما اأن ال�أساسات متشابهة، اإذِن ال�أسس متساوية،
 اأي اأنَّ: ٦س-٩ =٨-٤س 

ومنها تكون مجموعة الحل: _________________
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تمارين ومسائل ) 3 - 1 (

آتية: اأجدُ مجموعة حلّ كل من المعادل�ت ال�أسية ال�

اأ( )٨(٥س-3 = )٤(٦-3س

ب(  )٧(س-٢= )٤٩(٥-٤س

جـ( )٢٧(س-٢= )٨١(٢-س

آتية؟  ما مجموعة حلّ كل من المعادل�ت ال�أسية ال�

(3س- ٥ = ٢٧
١

٩
اأ(   )

ب(  )١٢٥(٢-س = )٥(٢س-٩

جـ(  )٦(٢س-١ = ٢١٦ 

١

٢
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 المعادل�ت اللوغاريتمية 

ــزل�زل،  ــة لل ــة مقاوم ــة  اأبني ــى اإقِام ــاً عل ــي فلســطين حديث ــل ف ــداأ العم ب

ويســتخدم مقيــاس ريختــر لقيــاس شــدة الــزل�زل، وكل زيــادة بمقــدار 

درجــة واحــــــــــــدة علــى هــذا المقيــاس تمثِّــل ١٠ اأضعــاف ســابقتها فــي 

ســعة الزلــزال.  لــذا فــاإِن زلــزال�ً  بقــوة ٥,3 قويــاً، فــي حيــن يعتبــر زلــزال 

ــراً.  اآخــر بقــوة ٦,3 مدم

ــث  ــات، حي ــى اللوغاريتم ــاز بشــكل اأساســي عل ــذا الجه ــة ه ــد تقني وتعتم

ــا. ــابقة له ــة الس ــاف الدرج ــة الواحــدة١٠ اأضع ــي الدرج تعن

._______ = ١٠ 
١٠
 =درجة واحدة على مقياس ريختر-

.______=  ١٠٠ 
١٠
 =درجتين علــــــــى مقيـــــــاس ريختر -

-  3 درجات على مقيـــــــاس ريختر=________________.

 ٨ = 3         ل�أن )٢(3=٨   كما اأن:
٢


 ٤٩ = ____  ل�أن _______.
7


اأحوّل )٨(٢= ٦٤ اإلِى الصورة اللوغريتمية________________.

 ١٦ 
٢
 + ٨

 ٢
 =  )٨ ⨯ ١٦( 

٢


__________= )
٢٧
٩

( 
3
 كما اأن

         Logarithmic Equations

نشاط )1(

نشاط )2(

 )2 - 3(
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اإذا كانت ، س، ص < صفر،  ≠١ فاإن:

       ١ =  

  )٢  ١ = صفر  


  )١

ص
 
 + س

 
 =  س ⨯ ص(ـ( 


  )٤   س = جـ   تكافيْ   جـ = س 


  )3

٠س ، س

 ⨯ سن = ن


  )٦ )ص( 

 
 − )س(

 
 = )

س
 )ص


  )٥

اأتذكّر:

مثــال )1(

مثــال )2(

مثــال )3(

س= 3.
٢
 اأحلّ المعادلة 

الحلّ: 
لحلّ المعادلة اللوغاريتمية نحولها  اأول�ً للصورة ال�أسية.

س= 3 تكافئ  )٢(3 = س     
٢
  

 ومنها:  س = ٨   

)س٢ − ٢س + ٥( = 3  
٢
 :آتية  اأحلُّ المعادلة اللوغاريتمية ال�

الحلّ: 
لحلّ المعادلة اللوغاريتمية نحولها  اأول�ً للصورة ال�أسية.

)س٢ − ٢س + ٥( = 3  تكافئ : س٢ − ٢س + ٥ = )٢(3
٢
  

      س٢−٢س − 3 =٠  ومنها:  )س − 3()س + ١(=٠          مجموعة الحلّ: }-١ ، 3{

٦٤ = 3 − ٢س
٤
 اأجدُ مجموعة حلّ المعادلة لو

الحلّ:  لحلّ المعادلة اللوغاريتمية نحولها  اأول�ً للصورة ال�أسية.
)٤(3-٢س  =3٤ وبما اأن ال�أساسات متشابهة فاإن ال�أسس متساوية ،   

3 − ٢س = 3       
س =٠  )لماذا(؟    

مجموعة الحلّ: } ٠ {
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آتية: اأجدُ مجموعة حلّ كل من المعادل�ت ال�

)٥س − ٤( = ٤
٢
   )اأ 

)3٤3( = ٢س − ١
٧
  )ب

)٦ − س( = 3
٣
  )جـ

)س٢ + 3س − 3( =٠
٥
   )د

)١٠(٦ = ٢س + ٤
١٠
  )هـ

١

٢

3

)س٢−3( = ٠ 
3
 اأجدُ مجموعة حلّ المعادلة لو

)٢س − ٥( = ١
٣
 − )س − ١(

٣
 :آتية  اأحل المعادلة اللوغاريتمية ال�

تمارين ومسائل ) 3 - 2 (
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نشاط )1(

المتسلسلات
Series

 بــداأت رياضــة  كــرة الســلة  بال�نتشــار  فــي اأرجــاء فلســطين فــي 

ــرات، مــدة  ــاراة اإلــى ٤ فت ــات القــرن الماضــي. وتقســم المب ثلاثين

ــي:  آت ــق،  وتحتســب النقــاط للاأهــداف كال� كل منها١٠دقائ

نقطة واحدة: هدف من رمية حرة.

نقطتان:  هدف مباشر من داخل منطقة الجزاء.

ثلاث نقاط: هدف من خارج منطقة الجزاء.

آتي يمثِّل    اأحرز منتخب فلسطين لكرة السلة في اإحِدى مبارياته الخارجية عشرة اأهداف في الربع ال�أول، الجدول ال�

النقاط التي تم احتسابها عن تلك ال�أهداف:

١٢3٤٥٦٧٨٩١٠الهدف

٢٢3١٢٢٢١١٢عدد النقاط

.___،___،___،___،___،١ ،٢ ، 3 ،٢،٢ = )
ن
متتالية النقاط المحتسبة )ف

اأما مجموع نقاط المنتخب ٢+٢+ ___+___+___+___+___+___+___+___                    

فتسمّى متسلسلة النقاط.

تعريف

 ، )

 ح

ن

١=
  ( المقابلة لها، ويكون حدها العام )


( تمثلّ مجموع حدود المتتالية )ح


 ح

ن

١=
  ( المتسلسلة

 عن مجموع حدودها.
ن
   ويعبر جـ

 )3 - 3(
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مثــال )1(

مثــال )2(

=  }3 ، -١ ، ٤ ، ٩ ، -٥{، ثم اأجد مجموعها
ن
 اأكتب المتسلسلة المقابلة للمتتالية ف

الحلّ:

.١ + ٤ + ٩ + -٥- + 3 =
 

 ف
٥

١=

             

٥
= جـ

 
 ف

٥

١=

  :ل�حظ اأن

= ١٠                            )لماذا؟(
٥
       ومنها: جـ

.)
٤
= ن٢+١ ، اأكتب المتسلسلة المقابلة لها، ثم اأجد مجموع اأول ٤ حدود منها )جـ

ن
اإذِا كان ح

الحلّ:

)٢+١ (
ن

١=

    =

 ح

ن

١=

    المتسلسلة هي

٢+١( =  ٢ + ٥ + ١٠ + ١٧ (
٤

١=
            

3٤ =
٤
ومنها: جـ

نشاط )2(
 المتتالية ٦،٥،٤،3،.....،١3 متتالية منتهية وهذا يعني اأن المتسلسلة 3 + ٤ + ٥ + ٦ + .... + ١3 منتهية 

اأيضاً، لكن المتتالية ٦،١٢،٢٤،٤٨... غير منتهية، لذا فاإِن المتسلسلة ٤٨ + ٢٤ + ١٢ + ٦ + ... هي 

متسلسة__________.    
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مثــال )3(

مثــال )4(

)٧ − ٢(
∞

١=

اأجدُ مجموع اأول 3 حدود في المتسلسلة

٢)١( − ٧ = -٥ =
١
الحلّ:  ح

3- = ٢)٢( − ٧ =
٢
         ح

٧ = -١ − )3(٢ =
3
         ح

.١ = -٩- + 3- + ٥- =
 3
اإذِن جـ  


١+ ٢

∞

١=
 :اأجدُ مجموع اأول 3 حدود من المتسلسلة 

الحلّ:

 
3
٧  +  

٢
٥  + 

١
3  = 

١+ ٢

٣

١=

 = 
3
 جـ

٤٥
١٠٥  + 

٤٢
١٠٥  + 

3٥
١٠٥ =                         

١٢٢
١٠٥  = 

3
                     جـ
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آتية: أربعة ال�أولى من مفكوك كلّ من المتسلسلات ال� اأكتبُ الحدود ال�
ن٢

ن +٢
٥

ن=١
   )اأ 

 ن٢
∞

ن=١
    )ب

آتية منتهية واأيها غير منتهية: اأيّ المتسلسلات ال�

    اأ(  ٢ + ٨ + ١٨ + 3٢ + ...

  ب(  ١ + ٨ + ٢٧ + ٦٤ + ١٢٥ 

٢ن +١
ن + ٢

∞

ن=١
  )جـ  

آتية: (  كل من المتسلسلات ال�
 ن
اأجدُ مجموع )جـ

 )٢ن٢ − 3ن −٤(
٦

ن=١
    )اأ    

)٨(
٤

ن=١
    )ب  

  
٢ن +١
ن + ٢

٥

ن=١
  )جـ  

، فما قيمة الثابت  ؟ ٩٧
٥

 يساوي 
 + ٢ن
ن + ٢  

∞

ن=١
     أربعة ال�أولى من المتسلسلة   اإذا كان مجموع الحدود ال�

١

٢

3

٤

تمارين ومسائل ) 3 - 3 (
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نشاط )1(

المتسلسلة الحسابية ومجموعها 
Arithmetic Series

المادية  الناحية  من  المجدية  ال�ستثمارات  من  الفراولة  زراعة  تعتبر   

للمزارع الفلســــــــــــطيني. ويراعى عند نقلها، توزيعها، في عبــــــــوات 

تتسع لكميات قليلة نسبياً، حفاظــــــــــــــاً على جودتـــــــــها.

    اإذا وُزّع اإنتــاج مزرعــة فراولــة فــي غــزة فــي يــوم مــا علــى عبــوات 

أولــى  تتســع كل منهــا لـــ3 كغــم، فــاإن كتلــة الفراولــة فــي العبوتيــن ال�

والثانيــة معــاً = 3+ 3 كغــم 

 كتلة الفراولة في اأول 3 عبوات=___________ كغم.

كتلة الفراولة في اأول ٤ عبوات=___________ كغم.

متسلسة كتلة الفراولة المنتَجة في المزرعة والموزعة في )ن( عبوة هي: 3 + 3 + .... + 3 كغم.

اأتعـلــــم

تعرف المتسلسلة الحسابية باأنها مجموع حدود المتتالية الحسابية المرتبطة بها. 

المتتالية الحسابية: هي المتتالية التي يكون الفرق بين اأي حدين متتاليين فيها يساوي مقداراً ثابتاً دائماً.

 =  +  )ن −١( د، حيث  : الحد ال�أول،  د: ال�أساس،   ن:  رتبة الحد النوني.   
ن
وحدها العام ح

اأتذكّر:

 )4 - 3(
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الحلّ:

١( المتسلسلة حسابية ، ل�أن:

3 = ١ −١٠3 = ١٠ − ٧

3 = ١ −١٠3 =١3 − ١٦

3 = ١3 − ١٩ − ١٦=١٦

٢( المتسلسلة ليست حسابية ، ل�أن ٦ − ٨= −٢ ، بينما ٥ − ٦= -١

.٦ − ٨≠ ٥ − ٦ 

نشاط )2(
    بداأ فني كهربائيات عام ٢٠١٨ م العمل في اإحِدى المصانع الفلسطينية براتب سنوي قدره ٦٠٠٠ دينار، حيث 

يتقاضى علاوة سنوية ثابتة قدرها ١٠٠دينار. 

المتسلسلة الحسابية التي تمثِّل ما سيتقاضاه الفني سنوياً من بداية عام ٢٠١٨م حتى نهاية عام ٢٠٢٠م هي: __

 ._____________________________________________________________________

مجموع هذه الرّواتب يساوي __________.

الحد ال�أول في متسلسلة الرواتب:  =٦٠٠٠           واأساسها: د = ١٠٠

.__________   = اإذِن مجموعها

مثــال )1(

اأميّز المتسلسلة الحسابية من غيرها فيما ياأتي:

١ + ١٦ + ١٩3 + ١( ٧ +١٠

٢ + 3 + ٢( ٨ + ٦ + ٥
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اأتعـلــــم
مجموع اأول ن حداً من حدود متسلسلة حسابية حدها ال�أول   واأساسها د ، يعطي بالقانون:

 )2 + )ن −1( ⨯ د(.
ن
٢  = 

ن
جـ     

مثــال )2(

مثــال )3(

اأجدُ مجموع اأول ٤٠ حدّاً من المتسلسلة الحسابية ١٢+١٠+٨+٦+٠٠٠

الحلّ:

         =١٢  ،   د=-٢ ،   ن=٤٠

 )٢ + )ن −١( ⨯ د(.
ن
٢  = 

ن
جـ

)٢ × ١٢ + )٤٠ −١( ⨯ -٢( 
٤٠
٢  

=
 ٤٠

جـ

)٢- ⨯ 3٢٠ )٢٤ + ٩  =     

٢٠ )٢٤ − ٧٨(  = -١٠٨٠ =     

اأجدُ مجموع المتسلسلة ٤+٨+١٢+١٦+٢٠+٢٤.

الحلّ:

د = ٤،        ن = ٦    ،٤ =    :المتسلسلة حسابية )لماذا(؟  وفيها

 )٢ + )ن −١( ⨯ د(
ن
٢  

 
=

ن 
جـ

)٢ ⨯ ٤ + )٦ −١( ⨯٤(
٦
٢  

 
= 

٦
  جـ

.٨ + ٥ ⨯ ٤( = ٨٤(3=      
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األ�حظ اأن: 

)٢×٤+)٦ −١(×٤(
 

٦
٢  =

٦
 جـ

)٤+٤+)٦ −١(×٤(
 

٦
٢  =     

وهو الحد ال�أخير.  
٦
لكن:  ٤+)٦ −١(×٤ =ح

          )
٦
 )٤ + ح

٦
٢  

=  
٦
اإذِن جـ

)٤+٢٤( 3 =         

          =٨٤      هل يمكن اإيِجاد الناتج بطريقة اأخرى؟

نتيجة: يمكن اإيِجاد مجموع اأول ن حدود من متسلسلة حسابية حدها ال�أول  ، و حدها ال�أخير ل بالقاعدة:

 ) + ل(
ن
٢   =

ن
 جـ

نشاط )3(

)١٢ − ن(
٦٠

ن=١
    ُاأجد  

الحلّ: األ�حظ اأن المتسلسلة حسابية )لماذا(؟

                         = ١٢ − ١ = ١١=
١
ح

١٢ − ٦٠ = -٤٨ = 
٦٠ 

ح

  اإذِن المتسلسلة حسابية، فيها   =١١ ،    ل = -٤٨،   ن =٦٠

 ) + ل(
ن
٢   =

 ن
جــ

  ._________________=
 ٦٠

 جـ
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مثــال )4(
= ٤ن − ن٢

ن
اأجدُ الحد الخامس عشر في المتسلسلة الحسابية التي يعطى مجموعها بالعلاقة: جـ

الحلّ:

.
١
      األ�حظ اأن الحد ال�أول  = جـ

 3 = ٤)١( − )١(٢ =
 ١
                  جـ

3 =     :ومنها   

  
٢
+ ح

 ١
 =ح

٢
مجموع اأول حدين = جـ  

٤)٢( − )٢(٢= ٨ − ٤ = ٤ =                       

)
١
 – جـ

٢
 = )جـ

٢
                  ومنها: ح

١= 3 − ٤ =
٢
                          ح

)لماذا(؟
   ١

 − ح
٢
   كما اأن  اأساس المتسلسلة = ح

٢- = 3 − ١=                               

               د = -٢

 = 3 + )ن − ١( ⨯ -٢
ن
  ومنها:  ح

١٥ − ١( ⨯ -٢( + 3 = 
١٥
          ح

٢٥- =           

)هل هناك حلول اإخرى؟(.  
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آتية: أربعة ال�أولى من مفكوك كلّ من المتسلسلات ال� اأكتبُ الحدود ال�

)3ن + ١(
٧

ن=١
   )اأ 

)٢( 
١7

ن=١
    )ب

متسلسة حسابية حدها ال�أول ١٤، واأساسها يساوي ٥ اأجدُ مجموع اأول ٢٠ حداً منها.

اأجدُ الحد ال�أول في المتسلسلة الحسابيّة التي اأساسها ٢ ومجموع اأول ٦٠ حداً فيها يساوي ١٢٠ 

  كم حداً يجب اأخذه من متسلسلة حسابية حدها ال�أول 3 واأساسها ٦ ليكون مجموع تلك الحدود = ٢٧؟

.
 ٦٠

متتالية حسابية حدها ال�أول 3 وحدها الستون = ٨٧ ، اأجد جـ

١

٢

3

٤

٥

تمارين ومسائل ) 3 - 4 (
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نشاط )1(

 المتسلسلة الهندسية ومجموعها 
Geometric Series

أثريــة فيهــا،  تمتــاز محافظــة اأريحــا عــن غيرهــا مــن المحافظــات الفلســطينية بالنشــاط الســياحي، وذلــك لكثــرة المواقــع ال�

أثريــة فتُســتثمر فــي اإنشــاء منتجعــات ســياحية تجــذب الســياح الذيــن يــزورون المحافظــة. اأمــا المناطــق غيــر ال�

يريــد مســتثمر اإقِامــة منتجــع ســياحي متكامــل علــى قطعــة اأرض مربعــة الشــكل فــي محافظــة اأريحــا تشــمل، منطقــة ملاهــي 

واألعــاب، مســبح ومرافــق، مطعــم، وموقــف للمركبــات، بحيــث تقــع جميعها في مســتوى اأفقي واحد، وتشــغل القطعة كاملةً.

 مساحة كل منطقة على الترتيب: 3٢٠٠م٢ ، ١٦٠٠م٢ ، ٨٠٠م٢ ،٤٠٠م٢

اأ( المتسلسلة الدالة على مجموع المساحات: ________________

ب( المساحة الكلية لقطعة ال�أرض تساوي:  _______________________

مثــال )1(
اأميّزُ المتسلسلات الهندسية مما ياأتي:

ب( ٦ + ٩ + ١٢ + ١٥ + ١٨. اأ(  ٨١ + ٢٧ + ٩ + 3 + ١.     

اأتعـلــــم
تعرف المتسلسلة الهندسية باأنها مجموع المتتالية الهندسية المرتبطة بها. 

المتتالية الهندسية: هي المتتالية التي تكون النسبة بين اأي حدين متتاليين فيها يساوي مقداراً ثابتاً دائماً.

، حيث  : الحد ال�أول،  : ال�أساس،   ن:  رتبة الحد النوني  
)ن −١(

  = 
ن
        وحدها العام ح

اأتذكّر:

 )٥ - 3(
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اأتعـلــــم

 
١
3   = 

٩
٢٧   = 

٢٧
٨١ الحلّ:    اأ( متسلسلة هندسية ، ل�أن  

 
١
3   = 

٩
٢٧   = 

3
٩               

 
١
3   = 

3
٩   = 

١
3                

  
١٢
٩  ≠ 

٩
٦    ب( ليست هندسية، ل�أن   = 

 ،  واأساسها   مجموع اأول ن حد من حدود متسلسلة هندسية حدها ال�أول

١ ≠  ،
ن
− ١
− ١   = 

ن
يعطي بالقانون جـ

مثــال )2(

مثــال )3(

اأجدُ مجموع المتسلسلة 3 + ٩ + ٢٧ + ٨١ + ٢٤3.

    الحلّ:

           المتسلسلة هندسية  )لماذا(؟   ومنها            ،  3 =   = 3  ،    ن = ٥

   

ن
− ١
− ١    =

ن
     جـ

   = 3٦3      )لماذا؟(
)٢٤3 − ١( 3

3 − ١   =
٥
       جـ

اأجد مجموع اأول ٥ حدود من المتسلسلة الهندسية ١ + ٤ + ١٦ + ٦٤ + ...

 الحلّ:          = ١    ،     = ٤     ،      ن = ٥

       

ن
− ١
− ١    =

ن
         جـ
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مثــال )4(
اأجدُ الحد الثامن للمتسلسلة الهندسية التي مجموع اأول 3 حدود منها =٢٨، واأساسها = ٢

الحلّ:   

  

ن
− ١
− ١    =

ن
           جـ

  
)١ − ٨( 
)١ −٢(    =

3
     جـ

٧ = ٢٨ ⨯            

ومنها:        = ٤                            ) لماذا؟(

ن-١
  =

٨
     ح

= ٤×٧٢. اأي اأن حدها الثامن = ٥١٢ 
٨
     ح

 = 3٤١            )لماذا؟(
)١ − ١٠٢٤(

١ − ٤ 
 ⨯ ١ =

 ٥
         جـ

نشاط )2(

)٢ن( =
٨

ن=١


٤٢+...........+٨٢+3١٢+٢٢+ ٢ =         

األ�حظ اأن المتسلسلة هندسية ل�أن :   

         فيها:     = ٢ ،    = ٢  ،   ن = _______

____________________ =
 ٨
اإذن: جـ  
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آتية: اأجدُ مجموع المتسلسلات الهندسية ال�

) ٢ ⨯ 3ن(.
 

٤

ن=١
   )اأ 

ب( ١ + ٥ + ٢٥ + ١٢٥ + ٦٢٥.

 
١

١٦  − 
١
٤     ج( ٤ − ١ + 

متسلسلة هندسية حدها ال�أول ٧ و اأساسها -١ ، اأجدُ مجموع اأول عشر حدود منها.

اأجدُ الحد ال�أول في المتسلسلة الهندسية التي اأساسها ٢ ومجموع اأول اأربعة حدود يساوي ٦٠.

  كم حداً يلزم اأخذه من متسلسلة هندسية حدها ال�أول ٤ واأساسها 3 ليكون مجموعها ١٦٠ ؟

١

٢

3

٤

تمارين ومسائل ) 3 - ٥ (
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تمـــــــاريــــن عـــــــامـــــــة
جابة الصحيحة: السؤال ال�أول: اأضعُ دائرة حول رمز ال�إِ

١( متسلسلة حسابية حدها ال�أول 3 وحدها العاشر ٢١، ما مجموع اأول عشرة حدود منها؟ 

اأ( ٢٠                  ب(  ٤٠                  ج(  ٥٠            د( ١٢٠  

 ، ما مجموع اأول ثلاثة حدود منها؟
١
3 ٢(متسلسلة هندسية حدها ال�أول -١ ، اأساسها 

٥٢
٨١               د( 

٤
3                  ج(  

٩
١3                  ب(  

١3-
٩          اأ( 

)-١(  ؟

٥

١=

 3( ما  قيمة

         اأ( -٥            ب( -١           ج( ١          د( ٥

٤( ما عدد الحدود اللازم اأخذها ليصبح مجموع المتسلسلة ٥+١٠+٢٠ +.. يساوي ٦3٥؟

اأ(  ٧                   ب( ٦                      ج( ٥              د( ٤  

٥( متسلسلة حسابية مجموع اأول ستة عشر حداً فيها  3٢، واأساسها -٢، ما حدها ال�أول؟

       اأ(  3٤                   ب( ١٧                     ج( ١٦              د( -١3

 )٢٤3 ⨯ ٨١(؟
3
 :٦( ما قيمة

       اأ(  ٥                    ب(   ٢٠                   ج(   ٩                د( ٤

(١-س ؟ 
١

3٢ ٧(  ما قيمة س التي تحقق المعادلة ٦٤ = )

  
١١
٥                    ج(  ٥            د( 

١-
٥ اأ( -٥                  ب(    

)3(3س−١ = ٥
٢٧
  :٨( ما مجموعة حلّ المعادلة

              د( -٧
١٦
3          اأ( ٧                  ب(  3                       ج(  
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السؤال الثــــــاني:   اأكتب اأول ٥ حدود لمتسلسلة حسابية مجموع حديها الثاني والتاسع = ٢٥، ومجموع 
                   حديها الثالث والسابع =٢٠.

السؤال الثــــالث:   كم حداً يلزم اأخذه من المتسلسلة الهندسية ١ + 3 + ٩ .... ليكون المجموع مساوياً 3٦٤.

=ن)٢ن+١( اأجدُ الحد 
ن
السؤال الرابــــع:   اإذِا كان مجموع اأول ن حداً من متسلسلة حسابية يعطى بالعلاقة جـ

                   ال�أول وال�أساس لتلك المتسلسلة.

آتيتين؟ السؤال السادس:   ما مجموعة حلّ كل من المعادلتين ال�أسيتين ال�

   اأ( ٢)١٦٩(٢س+٧ = ٢٦                 ب( )٩(س+٤ = )٢٧(٤س

آتيتين؟ السؤال السابع:   ما مجموعة حلّ كل من المعادلتين اللوغاريتميتين ال�

     ١- = 
)٠,٠٠٠١(

١٠
س 

)١٠٠٠٠٠٠(
١٠٠


)٦٤(س      ب(   
٨
 = 3-٢٥(٢س(

٥
    )اأ          

 ١٢٥(  = ٠(
٥
 ٢٤( + ٢3(

3
) ٦٤( + س لــو

٨
 س٢ 

١
٢ السؤال الثــــامن:   ما مجموعة حلّ المعادلة: 

السؤال الثــــامن:   اأقيّم ذاتي: اأكمل الجدول ال�آتي:

السؤال الخامس:   تعاقد مهندس مع اإحِدى الشركات براتب سنوي قدره ١١٥٠٠ دينار وبزيادة سنوية قدرها ٥٠ ديناراً.

    اأ( ما الراتب السنوي الذي تقاضاه هذا الموظف في نهاية السنة السادسة؟

          ب( ما مجموع ما تقاضاه خلال عشر سنوات؟

مستوى ال�نجاز مؤشر ال�داء
منخفض  متوسط مرتفع 

احل معادل�ت اسية
احل معادل�ت لوغريتيمية 

اجد مجموع متسلسلة حسابية
اجد مجموع متسلسلة هندسية 



الوحــــــدة 

حصاء ال�إِ
Statistics

4

 ل�حظ التماثل في جبل طابور...ماذا يعني لك هذا التماثل؟ 
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نتهاء من دراسة هذه الوحدة والتفاعل مع اأنشطتها اأن يكونوا قادرين على  يتوقع من الطلبة بعد ال�إ

توظيف التوزيع الطبيعي المعياري في الحياة العمليّة من خلال ال�آتي:

التعرف اإلى العلامة المعيارية.. ١

التعرف اإلى التوزيع الطبيعي المعياري وخواصه.. ٢

 استخدام الجداول في ايجاد المساحة تحت منحنى التوزيع الطبيعي المعياري.. 3

توظيف خواص التوزيع الطبيعي المعياري في حل مشكلات حياتية.  . ٤
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العلامة المعيارية 
 )1 - 4(

طــلاق اأحــكام علــى اأمــور ظاهريــة دون ال�أخــذ بعيــن ال�عتبــار ســياقها العــام. ويتصــف هــذا النــوع   كثيــراً مــا نضطــر ل�إ

آتــي يبيــن علامــات خمــس طالبــات مــن الصــف العاشــر  مــن ال�حــكام بعــدم الموضوعيــة فــي اأغلــب ال�أحيــان. الجــدول ال�

خــلال شــهرين فــي مبحــث اللغــة العربيــة.

Standard Score

نشاط )1(

سلمىهديلدعاءيسرىسناءالطالبة

٩٢٨٩٨٧٨٨٩٠اختبار شهر اأيلول

٧٧٨٠٧٩٧٦٧٤اختبار شهر تشرين اأول

- ترتيب اأسماء الطالبات تنازلياً حسب علاماتهن خلال شهر اأيلول:

               سناء، سلمى، يسرى، هديل، دعاء.

- ترتيب اأسماء الطالبات تنازلياً حسب علاماتهن خلال شهر تشرين اأول:

.____،______،______،_____،____             

- في اأي الشهرين كان اأداء دعاء اأفضل؟ لماذا؟

تستخدم العلامة المعيارية في اإطلاق اأحكام على قيم عددية للظواهر مع ال�أخذ بعين ال�عتبار الوسط الحسابي تلك 

القيم، وانحرافها المعياري.

تعريف

 ،وانحرافهــا المعيــاري )( العلامــة المعياريــة: اإذِا كان الوســط الحســابي لمجموعــة مــن البيانــات يســاوي

ــل عــدد ال�نحرافــات المعياريــة التــي تنحرفهــا القيمــة س  فــاإِن العلامــة المعياريــة)ع( المقابلــة للقيمــة )س( تمثِّ
 − س


عــن الوســط الحســابي للبيانــات. وبالرمــوز فــاإِنّ: ع =
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حصل ناصر في الشعبة )اأ(  على علامة ٨٥ في اختبار الرياضيات، فيما حصل محمد 

في شعبة)ب(على علامة ٨٠  في ال�ختبار نفسه. الجدول المجاور يبيّن الوسط 

الحسابي وال�نحراف المعياري لكلا الشعبتين، اأيّ الطالبين كان تحصيله اأفضل؟

 − س


الحلّ:     ع =

= ١ )لماذا؟(
 ٨٥ − ٧٩

٦
=

ناصر
         ع 

.___________=
محمد

         ع

اإذِن تحصيل ____________اأفضل من تحصيل__________.

نشاط )2(

مثــال )1(
أدبــي فــي اختبــار الجغرافيــا يســاوي )١3(   اإذِا كان الوســط الحســابي لعلامــات )3٠( طالبــا فــي الصــف الثانــي عشــر ال�

ــة  ــلامات: ١١ ،١3 ،٢3، فمــا هــي القيــم المعياري ــة طــلاب علــى العـــــــ ــاإذا حصــل ثلاث ــاري )٢(. ف وانحرافهــا المعي

المناظــرة لــكل منهــم؟

الحلّ:

 
 − س


       ع =

 ع = -١ 
 ١3 − ١١

٢
العلامة المعيارية )ع( المقابلة للعلامة )س =١١( هي  ع =

 ع = ٠
 ١3 − ١3

٢
العلامة المعيارية )ع( المقابلة للعلامة )س =١3( هي ع =

 ع = ٥
 ١3 − ٢3

٢
العلامة المعيارية )ع( المقابلة للعلامة )س =٢3(  هي ع =

اأناقش
حدى القيم تساوي صفر؟  ماذا يعني اأن تكون العلامة المعيارية ل�إ

الشعبة 

٧٩٦اأ

٧٦٢ب
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كانت اأعمار مجموعة من ال�أشخاص كال�آتي: ١٢، ١٦، ١٨، ٢٠، ٢٤.

١( الوسط الحسابي ل�أعمار هؤل�ء ال�أشخاص تساوي ١٨، و انحرافها المعياري = ٤

( المناظرة للعمر ١٢تساوي  - ١,٥
١
٢( - العلامة المعيارية )ع

( المناظرة للعمر١٦تساوي _______________.
٢
- العلامة المعيارية)ع

( المناظرة للعمر١٨تساوي _______________.
3
- العلامة المعيارية )ع

( المناظرة للعمر٢٠تساوي _______________.
٤
- العلامة المعيارية )ع

( المناظرة للعمر٢٤تساوي _______________.
٥
- العلامة المعيارية )ع

.____________ = ٥
 + ع

٤
+ ع

 3
 + ع

٢
+ ع

١
ع

٥
3( الوسط الحسابي لمجموعة العلامات المعيارية = 

نشاط )3(

مثــال )2(
آباء يساوي )٤3( سنة وانحرافها المعياري )٥( سنة وكانت العلامة  اإذِا كان الوسط الحسابي ل�أعمار مجموعة من ال�

المعيارية المقابلة للعمر)س( تساوي )٤( ما العمر س؟

الحلّ:
 − س


       ع =

                 
س − ٤3

٥
=  ٤       

      ٢٠ = س − ٤3

      س = ٦3
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مثــال )3(
اأخذت اأطوال ٥ اأشخاص، وكانت العلامات المعيارية المناظرة لتلك ال�أطوال كال�آتي:          

 ١,٥ ، ٠، -٠,٥   فما قيمة ،  ،٠,٥        

الحلّ: 

   صفر  
١,٥ + ٠+ -٠,٥ ،  +٠,٥  

٥
الوسط الحسابي للعلامات المعيارية =   

          اأي اأن:

   + ١,٥ = صفر )لماذا(؟

١,٥- = 
           

اأتعـلــــم*
الوسط الحسابي لجميع العلامات المعيارية لتوزيع ما يساوي صفر، 

وانحرافها المعياري يساوي واحد.

* مجموع العلامات المعيارية لتوزيع ما يساوي صفر.
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تمارين ومسائل ) 4 - 1 (

اإذِا كان  = ٢٠ ،  = ٤، ما العلامة المعيارية )ع( التي تقابل العلامة س = ٢٨.

 ، ما 
٥
٢ اإذِا كان مجموع علامات ٥٠ طالباً في امتحان التاريخ يساوي ١٠٠٠، وانحرافها المعياري 

العلامة المعيارية المناظرة للعلامة ١٥؟

اإذِا كان الوسط الحسابي ل�أطوال٢٠ طالباً يساوي١٥٠سم وانحرافها المعياري ٢ سم، ما الطول الذي علامته 

المعيارية = 3؟

 اإذِا كان الوسط الحسابي لكتلة مجموعة من ال�أشخاص يساوي ٥٠كغم، وانحرافها المعياري  كغم، 

وكانت العلامتان المعياريتان المقابلتان للكتلتين: س، ٦٠ هما -٢ و ٤ على الترتيب:

اأ(  فما قيمة كل من س و ؟

ب( مالعلامة المعيارية المقابلة للكتلة ٥٨كغم؟

١

٢

3

٤
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 التوّزيع الطبيعي المعياري  
 )2 - 4(Standard Normal Distribution 

ــدّم  ــات ال ــن موجــود داخــل كري ــن هــو بروتي الهيموجلوبي

اللـّـون  الــدّم  خلايــا  يكســب  الــذي  وهــو  الحمــراء، 

ال�أحمــر، وتتلخّــص وظيفتــه فــي نقــل ال�أكســجين مــن  

الرئــة اإلِــى مختلــف اأعضــاء الجســم حتـّـى تقــوم بوظائفهــا 

نشاط )1(

علــى اأكمــل وجــه. وتتــراوح نســبة الهيموجلوبيــن فــي الــدم عنــد الرجــال البالغيــن فــي العالــم بيــن ١3 و١٧غرام/ديســيليتر. 

تتــوزع نســبة الهيموجلوبيــن فــي الــدم بشــكل طبيعــي بيــن الرجــال البالغيــن. فقليــلٌ منهــم تنخفــض لديهــم هــذه النســبة فــي 

الــدم عــن ١3، كذلــك نســبة قليلــة جــداً تزيــد نســبة الهيموجلوبيــن عندهــم عــن ١٧. 

اإذا كانت نسبة الهيموجلوبين في الدم لدى عُمر ١٠,٤، فمستوى الهيموجلوبين لديه منخفض.--

اإذا كانت نسبة الهيموجلوبين في الدم لدى خالد ١٥,3، فمستوى الهيموجلوبين لديه _____.--

اإذا كانت نسبة الهيموجلوبين في الدم لدى علي ١٨,٢، فمستوى الهيموجلوبين لديه_____.--

ــة ال�أمطــار التــي  ــوزن، وكمي ــاً، فالطــول وال ــوزع طبيعي ــدة التــي تت ــدم ليســت الوحي ظاهــرة توزيــع الهيموجلوبيــن فــي ال

ــزة. تهطــل فــي منطقــة مــا جميعهــا لهــا ذات المي

تعريف
منحنى التوزيع الطبيعي المعياري هو منحنى تكراري لتوزيع العلامات المعيارية مقابل تكراراتها، بوسط 

حسابي يساوي صفر، وانحراف معياري يساوي واحد.

٠ = 
ع—

وهذا الشكل يشبه شكل الجرس.
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٠,٠٩ ٠,٠٨ ٠,٠٧ ٠,٠٦ ٠,٠٥ ٠,٠٤ ٠,٠3 ٠,٠٢ ٠,٠١ ٠,٠٠ ع
٠,٠
٠,١
٠,٢
٠,3
٠,٤
٠,٥
٠,٦
٠,٧
٠,٨
٠,٩
١,٠

٠,٨٧٧٠ ١,١
١,٢

  واأهم خصائصه: 

٠ = 
١. متماثل حول ع—

أفقي فيه بمقدار انحراف معياري واحد بكل وحدة. ٢. يُقسّم المحور ال�

3. المساحة المحصورة بين المنحنى والمحور ال�أفقي تساوي وحدة مربعة واحدة.

شارة اأن المساحة المحصورة بين قيمتين معياريتين يمكن حسابها من خلال جداول  ومن الجدير بال�إِ

منظمة ودقيقة اأعدّت لهذا الغرض. ل�حظ الملحق )١(.

 اأستخدم الجداول في حساب المساحة المحصورة بمنحنى التوزيع الطبيعي المعياري والواقعة تحت )ع= ١,١٦(

نشاط )2(

  اأجد من الجدول اأن :  المساحة تحت )ع= ١,١٦( = ٠,٨٧٧٠
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نشاط )3(

مثــال )1(

اأستخدم الجداول في حساب المساحة المحصورة بمنحنى التوزيع الطبيعي المعياري والواقعة: 

١. تحت )ع = ١(        ٢. تحت )ع = ١,٤٢ (         3.  فوق)ع = ٢(

الحلّ: ١. المساحة تحت )ع = ١( تساوي ٠,٨٤١3 

  ٢. المساحة تحت ع = )١,٤٢( تساوي ٠,٩٢٢٢

 3. المساحة فوق )ع = ٢(= ١- المساحة تحت )ع = ٢( 

١- ٠,٩٧٧٢ =                      

٠,٠٢٢٨ =                      

اأحسبُ نسبة المساحة المحصورة بين: )ع = -٠,٨( و)ع = ١,٤ ( 

الحلّ: 

المساحة تحت )ع = -٠,٨( = ٠,٢١١٩ 

المساحة تحت  )ع = ١,٤( = ٠,٩١٩٢ 

اإذِن نسبة المساحة المحصورة بين )ع = -٠,٨( و )ع = ١,٤( اإلى 

المساحة الكلية تساوي __________________

اأتعـلــــم
( اإلــى المســاحة الكليــة تحــت المنحنــى 

١
)ع>ع

 
نســبة المســاحة المحصــورة تحــت منحنــى التوزيــع الطبيعــي عندمــا

)
١
)ع =ع

   
تســاوي المســاحة تحــت

٠ ٢

٠ ١,٤٠,٨-
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مثــال )2(

استخدم جدول التوزيع الطبيعي المعياري في اإيجاد نسبة المساحة في كل مما ياأتي :

١( عندما )ع ≥ ٠,٧٤(              ٢( عندما )ع ≥ -٢,٦٤(   

3( عندما )٢≥ع ≥ 3(             ٤( عندما )ع ≤ -٢,٥٢(      

الحلّ:   

١( عندما )ع ≥ ٠,٧٤( فاإن نسبة المساحة تحت )ع = ٠,٧٤( = ٠,٧٧٠٤

األ�حظ اأن المساحة المحصورة تحت )ع = ٠,٧٤(  تشكل ما نسبته ٧٧,٠٤% من المساحة الكلية تحت المنحنى.  

   )لماذا؟(

٢( عندما )ع ≥ -٢,٦٤( فاإن نسبة المساحة تحت )ع = -٢,٦٤( 

____________________                              

3( عندما )٢≥ع ≥ 3( فاإن نسبة المساحة بين )ع = ٢ ، ع = 3(               

=  المساحة تحت )ع = 3( −  المساحة تحت )ع = ٢(

٠,٩٩٨٧ − ٠,٩٧٧٢ = ٠,٠٢١٥  =

األ�حظ اأن المساحة المحصورة بين ع = ٢ و ع = 3  تمثل ما نسبته ٢,١٥% من المساحة الكلية تحت المنحنى.

٤( عندما )ع ≤ -٢,٥٢( = نسبة المساحة فوق )ع = -٢,٥٢(

=  ١ − نسبة المساحة تحت ع = -٢,٥٢ 

 ١ − ٠,٠٥٩ = ٩٩٤١ ,٠  =

عندما )ع ≤ -٢,٥٢( تساوي _______

٠ ٣٢

٠ ٣٢,٥٢- 



112

تطبيقات على التوزيع الطبيعي المعياري:

 تقدّم ١٠٠٠ طالب ل�متحان ما في جامعة النجاح الوطنية. فاإِذا كانت علامات الطلبة تتبع التوزيع الطبيعي وسطه 

الحسابي ٦٠ وانحرافه المعياري  ١٠  . اأجــــــــــــــدُ:

اأ( النسبة المئوية  للطلبة الذين تنحصر علاماتهم  بين ٥٠، و٩٠.

ب( عدد الطلبة الذين علاماتهم تزيد عن ٨٠ .

الحلّ:   

١٠ =   ، ٦٠ =  اأ( اأفرض اأن س تمثِّل علامات الطلبة، حيث

١- = 
٥٠ − ٦٠

١٠
عندما س = ٥٠ فاإن:  ع = 

3 = 
٩٠ − ٦٠

١٠
عندما س = ٩٠ فاإن:  ع = 

اإذن النسبة التي تمثل )٥٠ ≥ س ≥ ٩٠( =  نسبة المساحة عندما ) -١ ≥ع  ≥ 3(

                                          = )المساحة تحت ع = 3( − )المساحة تحت ع = ١(

٠,٩٩٨٧ − ٠,١٥٨٧ = ٠,٨٤٠ =                                           

                         اإذن النسبة المئوية = ٠,٨٤٠ ⨯ ١٠٠% = ٨٤%

٢ = 
٨٠ − ٦٠

١٠
ب( عندما س = ٨٠  فاإن: ع = 

اإذن النسبة التي تمثل )س ≤ ٨٠(   = نسبة المساحة فوق )ع  = ٢(

                      = ١ − المساحة تحت )ع = ٢(

١ − ٠,٩٧٧٢ = ٠,٠٢٢٨ =                      

النسبة المئوية = ٠,٠٢٢٨  ⨯ ١٠٠% =  ٢,٢٨% 

اإذن عدد الطلبة = ٠,٠٢٢٨ ⨯ ١٠٠٠  ٢3  طالباً.

٠ ٣١-

٠ ٢
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تمارين ومسائل ) 4 - 2 (

آتية:  استخدم جدول التوزيع الطبيعي المعياري في اإيجاد نسبة المساحة لكل من ال�

اأ(  عندما )ع ≥ ٠,3٤(          ب( عندما  )ع ≤ -١,٦٤(       جـ( عندما  )-٢ ≥ع ≥ ١,٦٧(  

 اإذِا كان عمر التشغيل لبطارية سيارة من اإنِتاج مصنع فلسسطيني يتبع التوزيع الطبيعي، بوسط حسابي ٢٠٠٠ 

ساعة، وانحراف المعياري ١٢٠ ساعة، ما النسبة المئوية للبطاريات التي يكون عمر التشغيل لها اأكثر من 

١٨٢٠ ساعة؟

خطّ اإنِتاج في مصنع ينتج ٤٠٠ كيس من السكر تتبع توزيعاً طبيعياً بوسط حسابي يساوي ١,٠١، كغم  

وانحراف معياري يساوي ٠,٠٢كغم . اأجـــــــــــــــــــدُ:  

  اأ( النسبة المئوية  للاأكياس التي كتلتها اأقل من ١,٠3  كغم من اإنتاج هذا الخط.

 ب( عدد ال�أكياس التي كتلتها اأكثر من ١,٠٢ كغم.

 ج( النسبة المئوية  للاأكياس التي تتراوح كتلتها بين ١كغم  و  ١,٠٥ كغم.

تقدم ١٠٠٠ طالب في اإحِدى الجامعات الفلسطينية ل�متحان عام في المهارات التقنية. وكانت علاماتهم 

تتبع التوزيع الطبيعي بوسط حسابي يساوي ٦٨ وانحراف معياري ، فاإذا كان عدد الطلبة الذين حصلوا 

على علامة ٦٠ على ال�أقل هو ٧١٩ طالب.      

             اأ( ما قيمة ؟ 

             ب( ما النسبة المئوية للطلبة الذين حصلوا على علامة ٤٠ على ال�أقل؟     

             جـ( ما عدد الطلبة الذين حصلوا على علامة ٧٠ على ال�أكثر؟  

١

٢

3

٤
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تمـــــــاريــــن عـــــــامـــــــة
آتية: جابة الصحيحة لكل من ال�أسئلة ال� السؤال ال�أول: اختر ال�إِ

١( اإذِا كان الوسط الحسابي لمجموعة من العلامات يساوي ٥٦ وال�نحراف المعياري يساوي ٤ 

    فما العلامة التي تنحرف انحرافين معياريين تحت الوسط؟

اأ( ٥٧                ب(  ٤٨                  جـ(  ١٢             د( -١٢  

ــا  ــن لطوليهم ــن المناظرتي ــن المعياريتي ــن العلامتي ــرق بي ــي شــخصين يســاوي ١٥ســم، والف ــن طول ــرق بي ٢( اإذِا كان الف

ــاري  ؟ ــا ال�نحــراف المعي يســاوي ١,٥ ، فم

         اأ( ١٥                 ب(  ١,٥                 ج(  ١٠              د( ٠,٧٥

3( اإذِا كانــت كتلتــا شــخصين ٨٥كغــم ، ٨٠ كغــم، وكانــت العلامتــان المعياريتــان المناظرتــان لهمــا ١، -٢ علــى 
ــاري؟ ــا ال�نحــراف المعي ــب فم الترتي

            د( ١٠
٥
3                 ج(  

3
٥          اأ( ١         ب( 

  = )٢,٢3 ٤( اإذِا كانت ع تتبع التوزيع الطبيعي وكانت المساحة عندما )ع

    ما نسبة المساحة عندما )ع -٢,٢3(؟

١ +  )١          د −  )ج               − ب( ١          )اأ         

ــة  ــا قيمــة المســاحة الممكن ــاري  ، م ــع الطبيعــي بوســط الحســابي  وانحــراف معي ــع التوزي ٥(  اإذِا كانــت س تتب

عندمــا )س( ؟

         اأ(  ٠,٠٥             ب( ٠,٥٠                 ج( ١               د( صفر

السؤال الثاني: اإذِا كان ع يتبع التوزيع الطبيعي، اأجد نسبة المساحة في كل مما ياأتي:

  اأ( عندما )ع ≤١,١3(         ب( عندما )ع ≥١,٤٢(                       

         جـ( عندما )-١,3٥ ≥ ع ≥ ٢,٠١(         د( عندما )-١,٤١≥ ع ≥ ٢,٤٥(  



115

السؤال الثالث:   اإذِا كان الوسط الحسابي لمجموعة من المفردات يساوي ٥٠ وال�نحراف المعياري لها ١٠ اأجد:

              اأ( العلامة المعيارية المناظرة للمفردة ٦٠  

              ب( المفردة المناظرة للعلامة المعيارية -١,٥

السؤال الرابع:    اإذِا كانت س تمثل علامات طلبة صف ما بحيث س تتبع التوزيع الطبيعي حيث اأن الوسط 

                  الحسابي يساوي ٢٠ وال�نحراف المعياري يساوي ٤ 

                  اأجد كلاً مما ياأتي: 

                 اأ( نسبة المساحة عندما )س ≤ ١٦(

                 ب( نسبة المساحة عندما )س ≥ ٩(

السؤال الخامس:   اإذا كانت العلامتان المعياريتان المناظرتان للعلامتين ١٧ ، 3٥ هما -3،١ على الترتيب،

                  فما الوسط الحسابي وال�نحراف المعياري للعلامات الخام؟

السؤال السادس: صَفّ مكون من ٤٠ طالباً، اإذا كانت علامات الطلاب رامي، محمد ، رائد هي ٨٠، ٩٠، س 

على الترتيب، وعلاماتهم المعيارية المناظرة هي: ٢، 3، -١ على الترتيب، فما قيمة س؟   

السؤال السابع:   اأقيّم ذاتي: اأكمل الجدول ال�آتي:

مستوى ال�نجاز مؤشر ال�داء

منخفض  متوسط مرتفع 

اجد العلامة المعيارية 

اجد المساحة تحت المنحنى الطبيعي 

احل مسائل منتمية ل�يجاد كل من الوسط وال�نحراف المعياري 

اوظف المنحنى الطبيعي في حل مشكلات حياتية 



116

اإجابات التمارين والمسائل
الوحدة ال�أولى

١

١

تمارين )1-1( صفحـــ)9(ــــة

تمارين )1-2( صفحـــ)13(ــــة

تمارين )1-3( صفحـــ)19(ــــة

  
١
٧    اأ( -٢                  ب( ٧       ج(  

٥
٩ -                      ١٥                        -١       ٤          3  

هـ( 3   
٥
3 د(  جـ( ١   ب(  3      اأ(  ٠  

-٦٤     ب( ٠     جـ( ٢٠س3                       ٤٢                       ٥
س٦

 اأ( 

٥               د( -3
3

جـ(   اأ( صفر           ب(   ١٠       ١

3

-٢س 
جـ(    

)٢ − 3س(٢

٤س − 3س٢ + ٢١
ب(   اأ( -١     ٢

و( -٦٠ هـ(  -١٦            د( -٤٩             

١  ٤    
٢

 ١  3

١-  ٦    ١-  ٥

3   ٧

٢

٢3٤

3٤٥٦

116



تمارين )1-٥( صفحـــ)3٥(ــــة

تمارين )1-٧( صفحـــ)42(ــــة

٤  ال�قتران هـ)س( متزايد على الفترة [-∞ ، -٢[ ومتناقص على الفترة ]-٢ ، ∞].           ٤-  3

٥  اأ( ال�قتران ك)س( متزايد على [-∞ ، -٥[ ⋃ ]١ ، ∞] ومتناقص على ]-٥ ، ١[.

 ، ولــه قيمــة صغــرى محليــة عنــد س = ١ 
3

 ٨٥ ب( للاقتــران ك)س( قيمــة عظمــى محليــة عنــد س = -٥ وقيمتهــا 

علــى ح ٦ ع/)س( موجبــة                    
3

وقيمتها - ٢3 

 + جـ    

٨
٧ ٧س

٨  + جـ             ج(  

٧
٥ ٥س

٧ ١ اأ( س3 + ٢س٢ − ٥س + جـ         ب(  

+ جـ         و( )٥ ٤٠٠٢( س + جـ
3س٢

٢  +
٧س3

3 + جـ      هـ( ١٤س٤ +
٢

٥س − 
٢-
س3

  د( 

  
٤١
3

          ب( صفر               ج( 
3
٢ ١  اأ(  -

٤  -٢                                    ٢٤- 3                             ٢  -١٦

٧ ٢٤            33  ٦        ١    ٥

٤   س٢ + 33  ٦س + ٢  ٢  ٥      

ب( ص = ٢٠س + ١٧ ٥ اأ(  ق)س( = س3 + ٨س + ١  

تمارين )1-4( صفحـــ)29(ــــة

١  ق)-٢( = ٦ عظمى محلية  ،  ق)٠( = ١ صغرى محلية

٢  اأ( ق)س( متزايد على ]-١، ∞] ، ومتناقص على الفترة [-∞ ، -١[
ب( للاقتران ق)س( قيمة صغرى محلية عند س = -١ وقيمتها -٤
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تمارين عامة صفحـــ)48(ــــة

١٢3٤٥٦٧٨٩١٠رقم الفقرة 

بجـدجـاأجـجـاأاأداإجابة الفقرة 

  ١

3 ، ٥ -٢        ٤ -٢ ، ٢          
١
٧

 3             ٢  ١٢

٦  اأ( متزايد على الفترة ]١، ∞] ومتناقص على [-∞ ، ١[ .

ب( للاقتران هـ)س( قيمة صغرى محلية عند س = ١ وقيمتها -3 .

الوحدة الثانية
تمارين )2-1( صفحـــ)٥٧(ــــة

 
٢3٠

١٨٠
 
٤٧٠

٢٥٠
  

٥٠٠

٤٠٠  ١

٢  اأ( رتبة المصفوفة اأ هي 3×٢.     رتبة المصفوفة ب هي 3×3.      رتبة المصفوفة جـ هي ١×3.

ب( المصفوفة    صفرية ، المصفوفة ب  مربعة ، المصفوفة جـ مصفوفة صف.

٨- = 
3١
 = ٠ ،  ب

١٢
   ، 3 = 

٢١
جـ ( جـ

3 ،  ب = ٠ ، ب = ١ 3  اأ( جـ = -٤   ، ب = -3    ب(  جـ = ٩ ، ب = -٢      جـ ( جـ =  

٤  س = 3، ص = ١
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تمارين )2-3( صفحـــ)٧1(ــــة

 
١٤

٢3-  
٦-

٢١- 
١١-

١-   
٤-

١٠  ،     ب( 3س + ٤ص = 
٧

١١
  

٥

٧  
٨

٩   
١٥

٨ 3  اأ( س + ص =   

 
٢

١٦   
٦ 

١٢  
١٠

٨   
١٤

٤  ،   د( س-٢ع ل�يمكن ل�ختلاف الرتب ،    هـ( 
١-

3٧   
١3

٢٩  
٢٢

١٥   
٢٧

٤ جـ( ٥ص − س = 

٧
٢  -

١-

١١-

    

٥-

١٠-

٢

  ٥    
3-

١٥  
٢-

٦   
١١

١٥  ٤

٥

١

١
    

١

٢-

٠
             جـ(  

١٠

١٤-   
٦-

٢-              ب(  
٧-

٢-
   

٦

١٦-
٦ اأ(  

     
١١

33    
3٩

٤ ب(  
          ٥-   ٥٢   ١٠-  

١ اأ(

  
  
  

٨٠

١٠٠

٠
ب(   

        
  

٨٠

١٠٠

٠
 
  
3 اأ(

 
 

٢١٩٠٠

٢٨٤٠٠   ٢

٤ اأ = ١ ، ب = ٩

تمارين )2-2( صفحـــ)٦٦(ــــة

  

٢

٥

٦
      ب(  3٨         جـ(   

3٠

٢٠

١٦
  ،  ب =  

3٢

٢٥

٢٢
  =   )١  اأ

٢   ١٠
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تمارين )2-4( صفحـــ)٧9(ــــة

تمارين )2-٥( صفحـــ)83(ــــة

 
٢

١٢  = 
س

ص  
٢-

٠    
١

١            ب(  
٢

٥-  = 
س

ص  
١-

٤    
٥

3 ٤ اأ(  

 

٢٩-
٤

3-
  

١٧
٤

٢
                ب(  

٤

٧-    
٥

١٤ ٥ اأ( س = 

٦ اأ( س = -3 ، ص = ١                ب(  س = ٥ ،  ص = -١

١ س = ٢

ب( س = ٥ ، ص = -١٢ س = ١ ،  ص = ٢ ٢ اأ( س = ٨ ، ص = ٤      

٢ - ٢٠

جـ( ل� يوجد لها نظير ضربي

      

 
٠  

 ١-

٢
    

 
١

٥  

 ٢

٥
 
 =

ب( ب-١ 

                

 
١

٧  

 3-

٧
    

 
3

٧  

 ٢-

٧
 
 =

 ١-
  )3 اأ

تمارين عامة )2( صفحـــ)84(ــــة

١

3  س = -٢ ، ص = -3              
3

3    
3

٢ ٢   )ب + جـ(  =  

١٢3٤٥٦٧٨٩١٠رقم الفقرة 

باأجـببداأببداإجابة الفقرة 



الوحدة الثالثة

تمارين )3-1( صفحـــ)90(ــــة 

تمارين )3-2( صفحـــ)93(ــــة

١ اأ( }٤{       ب( }٢{         جـ( }-٢١{     د( }١،-٤{           هـ( }١{

١٤
٥   3             ٢   ٢

جـ( }٢{    }
٤
3 ب( } ١ اأ( }١{  

جـ( }٢{  ب( }3{     }
٧
٦

٢ اأ( }

تمارين )3-3( صفحـــ)9٧(ــــة 

ب( ١ ، ٤ ، ٩ ، ١٦            
٨
3

 + 
٩
٥

 + ١ + 
١
3

١ اأ( 

جـ( غير منتهية ب( منتهية     ٢ اأ( غير منتهية    

١-

٤    
٥-

٢  ٦ ٥ س = ١ ، س = 3              
3
٢ ، ص = 

١
٢

٤ س = 
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تمارين )3-4( صفحـــ)103(ــــة

تمارين )3-٥( صفحـــ)10٧(ــــة

  
٥١
١٦

جـ(  ب( ٧٨١   ١ اأ( ٢٤٠      

٢ ٠

٤ 3

٤ ٤

٢٨٢3
٤٢٠

جـ(  ب( 3٢     3 اأ( ٩٥    

٤  ١٦

١ اأ( ٤ + ٧ + ١٠ + ١3

ب( ٢ + ٤ + ٨ + ١٦

١٢3٢ ٠

٥٧- 3

3 ٤

٥ ٢٧٠٠
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تمارين عامة )3( صفحـــ)108(ــــة

١٢3٤٥٦٧٨رقم الفقرة 

جـدجـباأباأداإجابة الفقرة 
  

 ١

٤ =  ، 3 =  ٤      ٦ 3    ٢  -١٠ + -٥ + ٠ + ٥ + ١٠

 
3
٤

٧ اأ( 3    ب(      
٤
٥

     ب( 
١3
٤

٦ اأ( -  ٥  اأ( ١١٧٥٠     ب( ١١٧٢٥٠ 

 3- ، ٨ -٢
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تمارين )4-2( صفحـــ)122(ــــة

ج( ٠,٩٢٩٧ ب( ٠,٩٤٩٥   ١  اأ( ٠,٦33١  

١٠ =   3             %٩3,3٢  ٢

ج( ٦٦,٨٧% ب( ١٢3   ٤  اأ( ٨٤,١3%  

ج( ٥٦٠ طالب تقريباً ب( ٩٧,٨٨%    ١3,٨ =  )٥  اأ
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تمارين )4-1( صفحـــ)11٦(ــــة 

١  ع = ٢

٢  ع = -٢

3  س= ١٥٦

 ، س = ٤٥
٥
٢  =  )٤  أ

١٦
٥ ب( 

الوحدة الرابعة



تمارين عامة صفحـــ)123(ــــة

 ١
٥ 4 3 2 1

ب ب جـ جـ ب

د( ٠,٩١3٦ جـ( ٠,٨٨٩3   ب( ٠,٩٢٢٢      ٢  اأ( ٠,١٢٩٢    

٤  اأ( ٠,٨٤١3     ب( ٠,٠٠3 ب(  3٥     3  اأ( ١        

٦  ٥٠      ٤,٥ =  ، ٢١,٥ =   ٥
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0.1611 0.1635 0.1660 0.1685 0.1711 0.1736 0.1762 0.1788 0.1814 0.1841 0.9-
0.1867 0.1894 0.1922 0.1949 0.1977 0.2005 0.2033 0.2061 0.2090 0.2119 0.8-
0.2148 0.2177 0.2206 0.2236 0.2266 0.2296 0.2327 0.2358 0.2389 0.2420 0.7-
0.2451 0.2483 0.2514 0.2546 0.2578 0.2611 0.2643 0.2676 0.2709 0.2743 0.6-
0.2776 0.2810 0.2843 0.2877 0.2912 0.2946 0.2981 0.3015 0.3050 0.3085 0.5-
0.3121 0.3156 0.3192 0.3228 0.3264 0.3300 0.3336 0.3372 0.3409 0.3446 0.4-
0.3483 0.3520 0.3557 0.3594 0.3632 0.3669 0.3707 0.3745 0.3783 0.3821 0.3-
0.3859 0.3897 0.3936 0.3974 0.4013 0.4052 0.4090 0.4129 0.4168 0.4207 0.2-
0.4247 0.4286 0.4325 0.4364 0.4404 0.4443 0.4483 0.4522 0.4562 0.4602 0.1-
0.4641 0.4681 0.4721 0.4761 0.4801 0.4840 0.4880 0.4920 0.4960 0.5000 0.0

عملحق: جدول التوزيع الطبيعي المعياري التراكمي



تابع جدول التوزيع الطبيعي المعياري التراكمي

0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00 ع
0.5359 0.5319 0.5279 0.5239 0.5199 0.5160 0.5120 0.5080 0.5040 0.5000 0.0
0.5753 0.5714 0.5675 0.5636 0.5596 0.5557 0.5517 0.5478 0.5438 0.5398 0.1
0.6141 0.6103 0.6064 0.6026 0.5987 0.5948 0.5910 0.5871 0.5832 0.5793 0.2
0.6517 0.6480 0.6443 0.6406 0.6368 0.6331 0.6293 0.6255 0.6217 0.6179 0.3
0.6879 0.6844 0.6808 0.6772 0.6736 0.6700 0.6664 0.6628 0.6591 0.6554 0.4
0.7224 0.7190 0.7157 0.7123 0.7088 0.7054 0.7019 0.6985 0.6950 0.6915 0.5
0.7549 0.7517 0.7486 0.7454 0.7422 0.7389 0.7357 0.7324 0.7291 0.7257 0.6
0.7852 0.7823 0.7794 0.7764 0.7734 0.7704 0.7673 0.7642 0.7611 0.7580 0.7
0.8133 0.8106 0.8078 0.8051 0.8023 0.7995 0.7967 0.7939 0.7910 0.7881 0.8
0.8389 0.8365 0.8340 0.8315 0.8289 0.8264 0.8238 0.8212 0.8186 0.8159 0.9
0.8621 0.8599 0.8577 0.8554 0.8531 0.8508 0.8485 0.8461 0.8438 0.8413 1.0
0.8830 0.8810 0.8790 0.8770 0.8749 0.8729 0.8708 0.8686 0.8665 0.8643 1.1
0.9015 0.8997 0.8980 0.8962 0.8944 0.8925 0.8907 0.8888 0.8869 0.8849 1.2
0.9177 0.9162 0.9147 0.9131 0.9115 0.9099 0.9082 0.9066 0.9049 0.9032 1.3
0.9319 0.9306 0.9292 0.9279 0.9265 0.9251 0.9236 0.9222 0.9207 0.9192 1.4
0.9441 0.9429 0.9418 0.9406 0.9394 0.9382 0.9370 0.9357 0.9345 0.9332 1.5
0.9545 0.9535 0.9525 0.9515 0.9505 0.9495 0.9484 0.9474 0.9463 0.9452 1.6
0.9633 0.9625 0.9616 0.9608 0.9599 0.9591 0.9582 0.9573 0.9564 0.9554 1.7
0.9706 0.9699 0.9693 0.9686 0.9678 0.9671 0.9664 0.9656 0.9649 0.9641 1.8
0.9767 0.9761 0.9756 0.9750 0.9744 0.9738 0.9732 0.9726 0.9719 0.9713 1.9
0.9817 0.9812 0.9808 0.9803 0.9798 0.9793 0.9788 0.9783 0.9778 0.9772 2.0
0.9857 0.9854 0.9850 0.9846 0.9842 0.9838 0.9834 0.9830 0.9826 0.9821 2.1
0.9890 0.9887 0.9884 0.9881 0.9878 0.9875 0.9871 0.9868 0.9864 0.9861 2.2
0.9916 0.9913 0.9911 0.9909 0.9906 0.9904 0.9901 0.9898 0.9896 0.9893 2.3
0.9936 0.9934 0.9932 0.9931 0.9929 0.9927 0.9925 0.9922 0.9920 0.9918 2.4
0.9952 0.9951 0.9949 0.9948 0.9946 0.9945 0.9943 0.9941 0.9940 0.9938 2.5
0.9964 0.9963 0.9962 0.9961 0.9960 0.9959 0.9957 0.9956 0.9955 0.9953 2.6
0.9974 0.9973 0.9972 0.9971 0.9970 0.9969 0.9968 0.9967 0.9966 0.9965 2.7
0.9981 0.9980 0.9979 0.9979 0.9978 0.9977 0.9977 0.9976 0.9975 0.9974 2.8
0.9986 0.9986 0.9985 0.9985 0.9984 0.9984 0.9983 0.9982 0.9982 0.9981 2.9
0.9990 0.9990 0.9989 0.9989 0.9989 0.9988 0.9988 0.9987 0.9987 0.9987 3.0
0.9993 0.9993 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9991 0.9991 0.9991 0.9990 3.1
0.9995 0.9995 0.9995 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9993 0.9993 3.2
0.9997 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9995 0.9995 0.9995 3.3
0.9998 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 3.4
0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 3.5
0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 3.6
0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 3.7

ع



اأفكار ريادية

معالمها  اهم  ابراز  مع  باهميتها،  للتعريف  القدس  لمدينة  ارشادي  دليل  *   تصميم 

التاريخية والسياحية. 

*  تصميم اداة لقياس اثر استخدام مواقع التواصل ال�جتماعي على تحصيل الطلبة . 

اصمم   ، والكهرباء  الماء  مشكلات  من  غزة(  )قطاع  الجنوبية  المحافظات  *   تعاني 

مقترحا لعرضه على الحكومة للتتخفيف من حدة هذه ال�زمات . 

*  اإعداد رحلات معرفية )Web quest( عن وحدة التفاضل. 

  المراجع

الخطيب، روحي اإبراهيم )٢٠١٢(: التفاضل والتكامل ج١، دار المسيرة، عمان .

الخطيب، روحي اإبراهيم )٢٠١٢(: التفاضل والتكامل ج٢، دار المسيرة، عمان .
سكندرية  . حصاء العام، دار الوفاء لدنيا الطباعة، ال�إ بسيوني، جابر اأحمد)٢٠١٤(: ال�إ

عدنان عوض، اأحمد علاونة، مفيد عزام، )١٩٩٠( –دار الفكر – عمان –ال�أردن  
حنيف، عاصم )١٩٩٩(: حساب التفاضل والتكامل ، دار المعارف القاهرة  

خليفة عبد السميع )١٩٩٤(، تدريس الرياضيات في المدرسة الثانوية: الطبعة الثالثة، كلية التربية، 
جامعة القاهرة
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سليمان(. قبرص: الدار العربية للنشر والتوزيع 
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المشروع

شكل من اأشكال منهج النشاط؛ يقوم الطلبة )اأفراداً اأو مجموعات( بسلسلة من األوان 

النشاط التي يتمكنون خلالها من تحقيق اأهداف ذات اأهمية للقائمين بالمشروع.

اأو الجماعة لتحقيق  الفرد  النشاط الذي يقوم به  اأنه: سلسلة من  ويمكن تعريفه على 

اأغراض واضحة ومحددة في محيط اجتماعي برغبة ودافعية.

ميزات المشروع:

قد يمتد زمن تنفيذ المشروع لمدة طويلة ول� يتم دفعة واحدة.  .١  

ينفّذه فرد اأو جماعة.  .٢  

يرمي اإلى تحقيق اأهداف ذات معنى للقائمين بالتنفيذ.  .3  

ل� يقتصر على البيئة المدرسية واإنما يمتد اإلى بيئة الطلبة لمنحهم فرصة التفاعل   .٤  

مع البيئة وفهمها.

يستجيب المشروع لميول الطلبة وحاجاتهم ويثير دافعيّتهم ورغبتهم بالعمل.  .٥  

خطوات المشروع:

اأول�ً: اختيار المشروع: يشترط في اختيار المشروع ما ياأتي:

اأن يتماشى مع ميول الطلبة ويشبع حاجاتهم.  .١  

اأن يوفرّ فرصة للطلبة للمرور بخبرات متنوعة.  .٢  

اأن يرتبط بواقع حياة الطلبة ويكسر الفجوة بين المدرسة والمجتمع.  .3  

اأن تكون المشروعات متنوعة ومترابطة وتكمل بعضها البعض ومتوازنة، ل� تغلبّ   .٤  

مجال�ً على ال�آخر.

اأن يتلاءم المشروع مع اإمكانات المدرسة وقدرات الطلبة والفئة العمرية.  .٥  

اأن يُخططّ له مسبقاً.  .٦  



ثانياً: وضع خطة المشروع:

يتم وضع الخطة تحت اإشراف المعلم حيث يمكن له اأن يتدخّل لتصويب اأي خطاأ يقع 

فيه الطلبة.

آتية: يقتضي وضع الخطة ال�

تحديد ال�أهداف بشكل واضح.  .١  

تحديد مستلزمات تنفيذ المشروع، وطرق الحصول عليها.  .٢  

تحديد خطوات سير المشروع.  .3  

اأفراد  جميع  يشترك  اأن  )شريطة  المشروع،  لتنفيذ  اللازمة  ال�أنشطة  تحديد   .٤  

اإبداء الراأي، باإشراف  المجموعة في المشروع من خلال المناقشة والحوار و

وتوجيه المعلم(.

تحديد دور كل فرد في المجموعة، ودور المجموعة بشكل كليّ.  .٥  

ثالثاً: تنفيذ المشروع:

مرحلة تنفيذ المشروع فرصة ل�كتساب الخبرات بالممارسة العملية، وتعدّ مرحلة ممتعة ومثيرة 

نجاز  لما توفرّه من الحرية، والتخلص من قيود الصف، وشعور الطالب بذاته وقدرته على ال�إ

حيث يكون اإيجابياً متفاعلاً خلّاقاً مبدعاً، ليس المهم الوصول اإلى النتائج بقدر ما يكتسبه 

الطلبة من خبرات ومعلومات ومهارات وعادات ذات فائدة تنعكس على حياتهم العامة.

دور المعلم: 

متابعة الطلبة وتوجيههم دون تدخّل.  .١  

اإتاحة الفرصة للطلبة للتعلمّ بال�أخطاء.  .٢  

ال�بتعاد عن التوترّ مما يقع فيه الطلبة من اأخطاء.  .3  

التدخّل الذكي كلما لزم ال�أمر.  .٤  



دور الطلبة:

القيام بالعمل باأنفسهم.  .١  

تسجيل النتائج التي يتم التوصل اإليها.  .٢  

تدوين الملاحظات التي تحتاج اإلى مناقشة عامة.  .3  

تدوين المشكلات الطارئة )غير المتوقعة سابقاً(.  .٤  

رابعاً: تقويم المشروع:  يتضمن تقويم المشروع ال�آتي:

لكل  تحقّق  الذي  المستوى  تحقيقه،  تم  ما  اأجلها،  من  المشروع  وضع  التي  ال�أهداف   .1  

هدف، العوائق في تحقيق ال�أهداف اإن وجدت وكيفية مواجهة تلك العوائق.

الخطة من حيث وقتها، التعديلات التي جرت على الخطة اأثناء التنفيذ، التقيّد   .2  

بالوقت المحّدد للتنفيذ، ومرونة الخطة.

مكانات  ال�أنشطة التي قام بها الطلبة من حيث، تنوّعها، اإقبال الطلبة عليها، توافر ال�إ  .3  

اللازمة، التقيد بالوقت المحدد.

قبال على تنفيذه بدافعيّة، التعاون في عملية  تجاوب الطلبة مع المشروع من حيث، ال�إ  .٤  

التنفيذ، الشعور بال�رتياح، اإسهام المشروع في تنمية اتجاهات جديدة لدى الطلبة.

يقوم المعلم بكتابة تقرير تقويمي شامل عن المشروع من حيث:

اأهداف المشروع وما تحقّق منها.  	  

الخطة وما طراأ عليها من تعديل.  	  

ال�أنشطة التي قام بها الطلبة.  	  

المشكلات التي واجهت الطلبة عند التنفيذ.  	  

المدة التى استغرقها تنفيذ المشروع.  	  

ال�قتراحات اللازمة لتحسين المشروع.  	  



تَمَّ بحَِمْدِ الله

تمت مناقشة الكتاب من قبل معلمين على مستوى مديريات الوطن عبر العديد من الورشات

  المشاركون في ورشات عمل من كتاب الرياضيات للصف ثاني عشر ال�أدبي والشرعي

م. فواز مجاهد     د. بصري صالح         د. صبري صيدم       

اأ. عبد الحكيم اأبو جاموس  اأ. عزام ابو بكر         اأ. ثروت زيد        

د. شهناز الفار            د. سمية النخالة            م. جهاد دريدي

لجنة المناهج الوزارية

مرام شماسنة

مرشد شاهين 

منال الصباغ 

نادية زبد

نايف الطيطي

نجلاء بكيرات

نداء حسن 

هاشم عبيد

هديل حمودة

وائل عبيات

وسام موسى 

وفاء موسى

ياسر الساحلي

ابتسام اسليم

اأرواح كرم

اآسيا العلامي 

بيان بشارات 

حنان اأبو حامد

حنين قشوع 

خلود طنوس

خليل محيسن  

رائد عبد العال

رائد ملاك 

رفيق الصيفي

سامر اأبو الرب

سامي بدر

حاتم الصغير

اللجنة الوطنية لوثيقة الرياضيات:

د. علي عبد المحسند. معين جبرد. محمد صالح )منسقاً(اأ. ثروت زيد

د. عبد الكريم ناجياأ. وهيب جبرد. عادل فوارعةد. تحسين المغربي

د. علا الخليليد. محمد مطرد.سعيد عسافد. عطا اأبوهاني

اأ. اأرواح كرمد. اأيمن ال�أشقر د. علي نصارد. شهناز الفار

اأ. فتحي اأبو عودةد. وجيه ضاهراأ.كوثر عطيةاأ.حنان اأبو سكران

اأ. مبارك مباركاأ. قيس شبانةاأ. اأحمد سياعرةد. سمية النخالة

اأ. نادية جبراأ. نسرين دويكاتاأ. اأحلام صلاحاأ. عبد الكريم صالح

اأ. نشاأت قاسم

سميرة حنيف

سناء ال�أشهب 

سهى عودة

سهيل شبير

صلاح الترك

عبيدة ال�أجرب

عدنان عنبوسي

علي زايد

فوزية عودة 

كريم العارضة

كمال الجمل

ليديا جعنينة

محمد الغرباوي

محمد فايز


