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المملكة الأردنية الهاشمية
رقم الإيداع لدى دائرة المكتبة الوطنية

)2023/2/783(

373.19

الأردن. المركز الوطني لتطوير المناهج

كتاب الطالب: الصف التاسع:  الفصل الدراسي الثاني/ المركز الوطني لتطوير المناهج.- عمّان: المركز، 2023

)174( ص.

ر.إ.: 2023/2/783

الواصفات: /الرياضيات//الكتب الدراسية//أساليب التدريس//التعليم الإعدادي/

ل المُؤلِّف كامل المسؤولية القانونية عن محتوى مُصنَّفه، ولا يُعبِّر هذا المُصنَّف عن رأي دائرة المكتبة الوطنية. يتحمَّ

1443 هـ / 2022 م الطبعة الأولى )التجريبية( 
2023 م - 2024 م أعيدت طباعته 

رت وزارة التربيـة والتعليـم تدريـس هـذا الكتاب في مـدارس المملكـة الأردنية الهاشـمية جميعها، بنـاءً على قـرار المجلس الأعلى  قـرَّ
للمركـز الوطنـي لتطوير المناهج في جلسـته رقم )2022/8(، تاريـخ 2022/12/15 م، وقرار مجلس التربيـة والتعليم رقم )2022/131(، 

تاريـخ 2022/12/28 م، بـدءًا من العام الـدراسي 2022 / 2023 م.



المقدمة

انطلاقًا من إيمان المملكة الأردنية الهاشــمية الراسخ بأهمية تنمية قدرات الإنسان الأردني، وتسليحه بالعلم والمعرفة؛ 

ســعى المركز الوطني لتطوير المناهج بالتعاون مع وزارة التربية والتعليم إلى تحديث المناهج الدراســية وتطويرها، لتكون 

مُعيناً على الارتقاء بمستوى الطلبة المعرفي، ومجاراة الأقران في الدول المتقدمة. ولمّا كانت الرياضيات إحدى أهم المواد 

الدراسية التي تُنمّي لدى الطلبة مهارات التفكير وحَلِّ المشكلات، فقد أَوْلى المركز هذا المبحث عنايةً كبيرةً، وحرص على 

إعــداد كتب الرياضيات وفق أفضــل الطرائق المُتَّبَعة عالميًّا على أيدي خبرات أردنية؛ لضمان انســجامها مع القيم الوطنية 

الراسخة، وتلبيتها لاحتياجات طلبتنا. 

روعي في إعداد كتب الرياضيات تقديم المحتوى بصورة سلســة، ضمن ســياقات حياتية شــائقة، تزيد رغبة الطلبة في 

التعلُّم، ووُظِّفت فيها التكنولوجيا لتُسهِم في جعل الطلبة أكثر تفاعلًا مع المفاهيم المقدمة لهم.

ب  احتوى هذا الكتاب على مشروع لكل وحدة؛ لتعزيز تعلُّم الطلبة المفاهيم والمهارات الواردة فيها وإثرائها. ولأنَّ التدرُّ

المكثَّف على حَلِّ المســائل يُعَدُّ إحدى أهم  طرائق ترســيخ المفاهيم الرياضية وزيادة الطلاقــة الإجرائية لدى الطلبة؛ فقد 

م للطلبة ورقة عمل فــي كل درس، تُحَلُّ بوصفها واجبًا منزليًّا، أو داخل الغرفة الصفية إنْ  أُعِــدَّ كتاب التمارين على نحوٍ يُقدِّ

توافــر الوقت الكافي. ولأنَّنا نُدرِك جيدًا حرص الكوادر التعليمية الأردنية على تقديم أفضل ما لديها للطلبة؛ فقد جاء كتاب 

التمارين أداةً مساعدةً تُوفِّر عليها جهد إعداد أوراق العمل وطباعتها.

من المعلوم أنَّ الأرقام العربية تُســتخدَم في معظم مصادر تعليم الرياضيات العالمية، لا ســيَّما في شبكة الإنترنت التي 

م محتوًى تعليميًّا تفاعليًّا ذا فائدة كبيرة. وحرصًا مناّ على ألّا يفوت  ةً؛ لمِا تزخر به من صفحات تُقدِّ أصبحت أداةً تعليميةً مُهِمَّ

ة بين طلبتنا والمحتوى الرقمي العلمي الذي ينمو  طلبتنا أيُّ فرصة، فقد استعملنا في هذا الكتاب الأرقام العربية؛ لجَسر الهُوَّ

بتسارع في عالَم يخطو نحو التعليم الرقمي بوتيرة متسارعة.

م هذا الكتاب، نأمل أنْ ينال إعجاب أبنائنا الطلبة والكوادر التعليمية الأردنية، ويجعل تعليم الرياضيات وتعلُّمها  ونحن إذ نُقدِّ

أكثر متعةً وسهولةً، ونعد بأنْ نستمرَّ في تحسين هذا الكتاب في ضوء ما يصلنا من ملاحظات.

المركز الوطني لتطوير المناهج
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الوحدةُ

5
ثيةُ ثاتِ والنسبُ المُثلَّ العلاقاتُ في المُثلَّ

Relationships in Triangles and Trigonometric Ratios

ما أهميةُ هذهِ الوحدةِ؟

المُثلَّثُ هوَ أبســطُ المُضلَّعاتِ، لكنَّ أضلاعَهُ وزواياهُ 
تمتازُ بخصائصَ فريدةٍ جعلتْهُ أحدَ أكثرِ الأشــكالِ الهندسيةِ 

اســتعمالًًا في التطبيقاتِ العلميةِ والحياتيةِ. فمثلًا، يســتعملُ 
عُ فيها الأحمالُ  المهندسونَ المُثلَّثاتِ لتصميمِ جسورٍ قويةٍ تتوزَّ

على الأعمدةِ بالتساوي، ويستعملونَ النسبَ بينَ أطوالِ 
أضلاعِ المُثلَّثاتِ لتحديدِ المسافاتِ التي يصعبُ 

قياسُها بصورةٍ مباشرةٍ.

6

مْتُ سابقًا: تعلَّ

✔  تحديدَ المُثلَّثاتِ المُتشــابهِةِ باســتعمالِ حالًاتِ 

.AA و ،SSSو ،SAS :ِالتشابه
✔  تحديدَ المُثلَّثاتِ المُتطابقِةِ باســتعمالِ الحالًاتِ 

.HL و ،ASA و ،AAS و ،SAS و ،SSS :ِالآتية
✔  توظيــفَ نظريةِ فيثاغــورس في إيجــادِ أطوالٍ 

مجهولةٍ في المُثلَّثِ قائمِ الزاويةِ.
. ✔  إيجادَ المسافةِ بينَ نقطتينِ في المستوى الإحداثيِّ

✔  استعمالَ تشابهِ المُثلَّثاتِ لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ.

مُ في هذهِ الوحدةِ:  سأتعلَّ

◂  تطبيقَ النظرياتِ الخاصةِ بالأجزاءِ المُتناسِبةِ في 

المُثلَّثِ، واستعمالَها لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ.
فاتِ  فاتِ المُثلَّثِ العموديةِ ومُنصِّ ◂  استعمالَ مُنصِّ

زوايا المُثلَّثِ لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ.
◂  إيجادَ مركزِ مُثلَّثٍ، وملتقى ارتفاعاتهِِ.

◂  تمييــزَ جيــبِ الزاويةِ، وجيــبِ تمامِهــا، وظلِّها، 

بوصفِها نســبًا بينَ أضــلاعِ مُثلَّثٍ قائــمِ الزاويةِ، 
واستعمالَها لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ في المُثلَّثِ. 



خطواتُ تنفيذِ المشروعِ:

 1  أرسمُ على الورقةِ مجموعةً منَ المُثلَّثاتِ المختلفةِ، بحيثُ تكونُ مُتداخِلةً في ما بينهَا، وتمتدُّ على مساحةِ الورقةِ كلِّها.

فةِ لكلٍّ منهُْما.  2  أختارُ مُثلَّثينِ منْ هذهِ المُثلَّثاتِ، ثمَّ أرسمُ مُثلَّثَ القطعِ المُنصِّ

 3  أُشاهِدُ مقطعَ الفيديو في الرمزِ المجاورِ الذي تظهرُ فيهِ خطواتُ رسمِ الدائرةِ الخارجيةِ للمُثلَّثِ.

 4  أختارُ مُثلَّثينِ منَ الشــكلِ، ثمَّ أرســمُ لكلٍّ منهُْما دائرةً خارجيةً، مُتَّبعًِا الخطــواتِ الواردةَ في مقطعِ 

الفيديو.

 5  أُشاهِدُ مقطعَ الفيديو في الرمزِ المجاورِ الذي تظهرُ فيهِ خطواتُ رسمِ الدائرةِ الداخليةِ للمُثلَّثِ.

 6  أختارُ مُثلَّثينِ منَ الشكلِ، ثمَّ أرسمُ لكلٍّ منهُْما دائرةً داخليةً، مُتَّبعًِا الخطواتِ الواردةَ في مقطعِ الفيديو.

ثًا منَ الشكلِ، ثمَّ أرسمُ ارتفاعاتهِِ الثلاثةَ.  7  أختارُ مُثلَّ

نُ أجزاءَ اللوحةِ بألوانٍ مناسبةٍ.  8  أُلوِّ

ثيةِ لزواياها   9  أختارُ ثلاثةَ مُثلَّثاتٍ قائمةٍ منَ اللوحةِ، ثمَّ أجدُ جميعَ النســبِ المُثلَّ

ةِ. الحادَّ

ثًا منَ اللوحةِ، ثمَّ أكتبُ مســألةً لإيجادِ طــولِ ضلعٍ مجهولٍ في هذا   10  أختارُ مُثلَّ

المُثلَّثِ، ثمَّ أطلبُ إلى زميلٍ لي إيجادَ الطولِ المجهولِ.

ةٍ في هذا  ثًــا منَ اللوحةِ، ثمَّ أكتبُ مســألةً لإيجادِ قياسِ زاويــةٍ حادَّ  11  أختارُ مُثلَّ

المُثلَّثِ، ثمَّ أطلبُ إلى زميلٍ لي إيجادَ قياسِ الزاويةِ المجهولةِ.

عرضُ النتائجِ:

مُ مطويةً أعرضُ فيها: أُصمِّ
لْتُ إليْها. 	 خطواتِ عملِ المشروعِ، والنتائجَ التي توصَّ
شرحًا مُختصَرًا عنِ العلاقاتِ في المُثلَّثاتِ التي ظهرَتْ في اللوحةِ. 	
معلومةً إضافيةً عرفْتُها عنِ المُثلَّثاتِ في أثناءِ العملِ في المشروعِ. 	

فكرةُ المشروعِ توظيفُ مفاهيمَ هندسيةٍ في عملِ لوحةٍ فنيةٍ.   

الموادُّ والأدواتُ ورقةٌ مقاسُها (A3)، ألوانٌ، أدواتٌ هندسيةٌ.   
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مشروعُ الهندسةُ والفنُّ
الوحدةِ
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الدرسُ

1
فُ الأجزاءِ المُتناسِبةِ في المُثلَّثِ، واستعمالُها لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ. تعرُّ فكرةُ الدرسِ     

فةُ في المُثلَّثِ.  القطعةُ المُنصِّ المصطلحاتُ    

 .CD ُمسألةُ اليومِ  يُمثِّلُ الشكلُ المُجاوِرُ بحيرةً شُــيِّدَ فوقَها الجسر   
أجدُ طولَ الجسرِ.

الأجزاءُ المُتناسِبةُ في المُثلَّثِ

 ،DE ‖ BC :ُحيث ،ABC َيُبيِّنُ الشكلُ المُجاوِرُ المُثلَّث
و DE يقطعُ AB في D، ويقطعُ AC في E. ما العلاقةُ بينَ 

ABC∆ و ADE∆؟

يُمكِنُ استكشافُ هذهِ العلاقةِ عنْ طريقِ تنفيذِ النشاطِ الهندسيِّ الآتي.
CB

A

ED

↔

↔

رُ أتذكَّ

هُ يُمكِنُ  أنَّ تعلَّمْتُ ســابقًا 
مُثلَّثيــنِ  إثبــاتُ تشــابهِ 
باســتعمالِ عــددٍ مــنَ 
المُســلَّماتِ والنظرياتِ، 
مثــلِ: التشــابهِ بزاويتينِ 
(AA)، والتشــابهِ بثلاثةِ 

(SSS)، والتشابهِ  أضلاعٍ 
بضلعينِ وزاويةٍ محصورةٍ 

.(SAS)

ثاتِ الأجزاءُ المُتناسِبةُ في المُثلَّ
Proportional Parts in Triangles 

2640 m

D

C

963 m

963 m

الإجراءاتُ: 

الخطوةُ 1:  أرســمُ المُثلَّــثَ ABC مُختلــفَ 

الأضلاعِ كما في الشكلِ المجاورِ.

مُ أحدَ أضلاعِ المُثلَّثِ، وليكنْ  الخطوةُ 2:  أُقسِّ

AC، إلــى أربعةِ أجــزاءٍ مُتطابقِةٍ، 

ثمَّ أستعملُها لرسمِ قطعٍ مستقيمةٍ 
مُوازِيةٍ للضلعِ CB كما في الشكلِ المُجاوِرِ.

أحُلِّلُ النتائجَ:

رُ إجابتي. ثًا في الشكلِ يُشابهُِ المُثلَّثَ ABC ؟ أُبرِّ 1 كمْ مُثلَّ

رُ إجابتي. 2 ما علاقةُ طولِ كلِّ قطعةٍ منَ القطعِ المستقيمةِ المُتوازِيةِ بطولِ CB؟ أُبرِّ

التناسبُ في المُثلَّثِ نشاطٌ هندسيٌّ

B

A

C
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الوحدةُ 5

رُ أتذكَّ

تنــصُّ مُســلَّمةُ التشــابهِ 
(AA) علــى  بزاويتيــنِ 
أنَّــهُ إذا طابقَــتْ زاويتانِ 
مُثلَّــثٍ زاويتينِ في  فــي 
مُثلَّثٍ آخرَ، فإنَّ المُثلَّثينِ 

بالكلماتِ:  إذا وازى مستقيمٌ ضلعًا منْ أضلاعِ مُثلَّثٍ، مُتشابهِانِ.

مُهُما إلى  هُ يُقسِّ وقطعَ ضلعيْهِ الآخرينِ، فإنَّ
قطعٍ مستقيمةٍ مُتناظِرةٍ أطوالُها مُتناسِبةٌ. 

. BA
CB

 = DE
CD

إذا كانَ  BD ‖ AE، فإنَّ  بالرموزِ: 

إثباتُ نظريةٍ

دُ المعطياتِ والمطلوبَ. أُحدِّ الخطوةُ 1: 

.BD ‖ AE :ُالمعطيات

.BA
CB

 = DE
CD

المطلوبُ: إثباتُ أنَّ  

باعِ الخطواتِ الآتيةِ:  أُخطِّطُ للبرهانِ باتِّ الخطوةُ 2: 

ي الزوايا كما هوَ مُبيَّنٌ في الشكلِ المُجاوِرِ. 	 أُسمِّ

AA لإثبــاتِ أنَّ  	 أســتعملُ مُســلَّمةَ التشــابهِ 
.∆ACE ~ ∆BCD

أستعملُ تشابهَ المُثلَّثاتِ وتناسبَ الأضلاعِ في المُثلَّثاتِ المُتشابهِةِ لإثباتِ التناسبِ  	
المطلوبِ.

التناسبُ في المُثلَّثِ نظريةٌ

C

EA

B D1 2

34

هُ عندَ رسمِ مســتقيمٍ يوازي أحدَ أضلاعِ المُثلَّثِ، ويقطعُ ضلعيْهِ  أســتنتجُ منَ النشاطِ السابقِ أنَّ

ثينِ الناتجينِ مُتشــابهِانِ، وذلكَ باســتعمالِ مُسلَّمةِ التشابهِ  هُ يُمكِنُ إثباتُ أنَّ المُثلَّ الآخرينِ، فإنَّ

ثينِ مُتشابهِانِ، فإنَّ أطوالَ أضلاعِهِما مُتناسِبةٌ، وهذا يقودُنا إلى النظريةِ الآتيةِ. AA. وبما أنَّ المُثلَّ

C

EA

B D
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 ،SQ = 5, PT = 9, TR = 3, ST ‖ QR َإذا كان ،∆PQR في
.PS ُفأجد

SQ نظريةُ الأجزاءِ المُتناسِبةِ
PS

 = TR
PT

5 بالتعويضِ
x

 = 3
9

5 بالتبسيطِ
x

 = 1
3

x = 15 باستعمالِ خاصيةِ الضربِ التبادليِّ

Q

RP T

S

x

5

9 3

مثال 1

أُبرهِنُ. الخطوةُ 3: 

بمــا أنَّ  BD ‖ AE، فــإنَّ 1∠ ≅ 4∠، و 3∠ ≅ 2∠، وَفقًــا لمُســلَّمةِ الزاويتيــنِ  	
.)AA( ِبحسبِ مُسلَّمةِ التشابه ∆ACE ~ ∆BCD َّالمُتناظِرتينِ. وبذلكَ، فإن

	 .CA
CB

 = CE
CD

بناءً على تعريفِ المُضلَّعاتِ المُتشابهِةِ، فإنَّ 

بمــا أنَّ CA = BA + CB، وCE = DE + CD، فإنَّــهُ يُمكِــنُ إيجادُ التناســبِ  	
المطلوبِ على النحوِ الآتي:

CA تعريفُ المُضلَّعاتِ المُتشابهِةِ
CB

 = CE
CD

BA + CB بالتعويضِ
CB

 = DE + CD
CD

BA بتوزيعِ المقامِ على البسطِ
CB

 + CB
CB

 = DE
CD

 + CD
CD

CB
CB

 = 1, CD
CD

 = 1 BA
CB

 + 1 = DE
CD

 + 1

BA بطرحِ 1 منْ طرفيِ المعادلةِ
CB

 = DE
CD

التناسبُ في المُثلَّثِ )يتبعُ( نظريةٌ رُ أتذكَّ

تعلَّمْــتُ ســابقًا أنَّــهُ إذا 
قطعَ مســتقيمٌ مستقيمينِ 
مُتوازِيينِ في المســتوى 
نفسِــهِ، فإنَّ هذا يقودُ إلى 
مجموعةٍ مــنَ النظرياتِ 
عــنِ العلاقةِ بيــنَ أزواجِ 
الزوايــا الناتجــةِ منْ هذا 
التقاطــعِ، مثــلِ النظريةِ 
التي تنصُّ على أنَّ الزوايا 

المُتناظِرةَ مُتطابقِةٌ.

رُ أتذكَّ

إذا تشابهَ مُضلَّعانِ، فإنَّ 
زواياهُما المُتناظِرةَ مُتطابقِةٌ، 

وأطوالَ أضلاعِهِما 
المُتناظِرةِ مُتناسِبةٌ.

رُ أُفكِّ

هلْ يُمكِنُ كتابةُ التناسبِ 
بطريقةٍ أُخرى؟ 

يُمكِنُ استعمالُ نظريةِ الأجزاءِ المُتناسِبةِ في المُثلَّثِ لإيجادِ أطوالِ قطعٍ مستقيمةٍ مجهولةٍ.



11

الوحدةُ 5

 MN = 12, NP = 3, MR = 16 َإذا كان ،∆QMP فــي
رًا إجابتي. دُ إذا كانَ RN ‖ QP، مُبرِّ RQ = 4، فأُحدِّ

MR = 16, RQ = 4 ِبتعويض RQ
MR

 = 4
16

1 = بالتبسيطِ
4

MN = 12, NP = 3 ِبتعويض 
NP
MN

 = 3
12

1 = بالتبسيطِ
4

: ، فإنَّ ومنْ ثَمَّ
RQ
MR

 = 
NP
MN

 = 1
4

.RN ‖ QP َّإذنْ، وبحسبِ عكسِ نظريةِ التناسبِ في المُثلَّثِ، فإن

M

NR

Q P

مثال 2

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

 RL = 5, RT = 9, WS = 6 َإذا كان ،∆RTS في
 .RW ُفأجد ،LW  ‖ TSR W

S

T
L

عكسُ نظريةِ التناسبِ في المُثلَّثِ

إنَّ عكسَ نظريةِ التناسبِ في المُثلَّثِ صحيحٌ أيضًا، وهذا ما تنصُّ عليْهِ النظريةُ الآتيةُ.

مَهُما  بالكلماتِ:  إذا قطعَ مســتقيمٌ ضلعينِ في مُثلَّثٍ، وقسَّ

إلى قطعٍ مستقيمةٍ مُتناظِرةٍ أطوالُها مُتناسِبةٌ، فإنَّ 
المستقيمَ يوازي الضلعَ الثالثَ للمُثلَّثِ. 

.BD ‖ AE  َّفإن ،BA
CB

 = DE
CD

إذا كانَ  بالرموزِ: 

عكسُ نظريةِ التناسبِ في المُثلَّثِ نظريةٌ

C

D
B

A
E

إثباتُ النظريةِ جاءَ في صورةِ تدريبٍ في المسألةِ 17.
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قُ منْ فهمي  أتحقَّ

في AEC∆، إذا كانَ 
 ،ED = 12, DC = 20, BC = 25, AB = 15

رًا إجابتي. دُ إذا كانَ  DB ‖ AE، مُبرِّ فأُحدِّ

D
E

A B C

فةُ في المُثلَّثِ القطعةُ المُنصِّ

فةُ في المُثلَّثِ )midsegment( هيَ قطعةٌ  القطعةُ المُنصِّ
مستقيمةٌ طرفاها نقطتا منتصفِ ضلعينِ في المُثلَّثِ، وفي 
فةُ في  فةٍ. فمثلًا، القطعُ المُنصِّ كلِّ مُثلَّثٍ ثلاثُ قطــعٍ مُنصِّ

.XY , YZ , XZ :َالمُجاوِرِ هي ∆PQR
RP

Q

X Y

Z

فةٍ فيهِ. سأستكشفُ في النشاطِ الآتي العلاقةَ بينَ أضلاعِ المُثلَّثِ وقطعةٍ مُنصِّ

 الإجراءاتُ: 

هُ، وأُسمّي رؤوسَهُ: A, B, C كما في الشكلِ  ثًا قائمَ الزاويةِ، ثمَّ أقصُّ الخطوةُ 1:  أرســمُ مُثلَّ

المُجاوِرِ. 

الخطوةُ 2:  في المُثلَّثِ ABC، أطوي A على C لإيجادِ نقطةِ منتصفِ AC، وأُسمّيها L، ثمَّ 

.LN ُثمَّ أرسم ،N وأُسمّيها ،BC ِلإيجادِ نقطةِ منتصف C على B أطوي

الخطوةُ 3:  أطوي المُثلَّثَ حولَ LN، ثمَّ أطوي كُلاًّ منْ A و B على C كما في الشكلِ الآتي.

A B BC C C

رُ ما فعلْتُهُ في الخطواتِ السابقةِ. ثًا مُنفرِجَ الزاويةِ، وأُكرِّ ثًا حادَّ الزوايا، ومُثلَّ الخطوةُ 4:  أرسمُ مُثلَّ

أحُلِّلُ النتائجَ:

رُ إجابتي. 1 ما علاقةُ طولِ LN بطولِ AB؟ أُبرِّ

رًا إجابتي. فةِ لضلعينِ في مُثلَّثٍ بالضلعِ الثالثِ فيهِ، مُبرِّ 2  أُعطي تخميناً يختصُّ بعلاقةِ القطعةِ المُنصِّ

3 أُقارِنُ إجابتي بإجاباتِ زملائي.

C

A
L N

B

C

A B

فةُ في المُثلَّثِ القطعةُ المُنصِّ نشاطٌ هندسيٌّ
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الوحدةُ 5

مُ أتعلَّ

تُعَــدُّ نظريــةُ القطعــةِ 
فةِ في المُثلَّثِ حالةً  المُنصِّ
خاصةً مــنْ عكسِ نظريةِ 

التناسبِ في المُثلَّثِ.

حتانِ في  فــةِ في المُثلَّثِ والضلعِ المُقابلِِ لهــا، وهما مُوضَّ توجــدُ علاقتانِ بينَ القطعةِ المُنصِّ
النظريةِ الآتيةِ.

فةُ فــي المُثلَّثِ توازي الضلعَ المُقابلَِ لها، وطولُها يســاوي  بالكلماتِ:  القطعةُ المُنصِّ

نصفَ طولِ ذلكَ الضلعِ. 

بالرموزِ:  إذا كانَــتِ النقطةُ D والنقطــةُ E هما نقطتَيْ 

 : منتصفِ AB و BC على الترتيبِ، فإنَّ

DE ‖ AC و DE = 1
2

 AC

فةُ في المُثلَّثِ القطعةُ المُنصِّ نظريةٌ

C

E
A

B
D

إثباتُ النظريةِ جاءَ في صورةِ تدريبٍ في المسألةِ 18.

أســتعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشــكلِ المُجاوِرِ 
لإيجادِ كلٍّ ممّا يأتي:

.JL ُطول 

فةِ في المُثلَّثِ PN = 1 نظريةُ القطعةِ المُنصِّ
2

 JL

PN = 36 ِ1 = 36 بتعويض
2

 JL

JL = 72  بالتبسيطِ

.PM ُطول 

فةِ في المُثلَّثِ PM = 1 نظريةُ القطعةِ المُنصِّ
2

 LK

LK = 97 ِ1 = بتعويض
2

 (97)

48.5 = بالتبسيطِ

36

97
102˚

K

N

L

J

M

P

مثال 3

1

2

فةِ في المُثلَّثِ لإيجادِ أطوالِ قياساتٍ مجهولةٍ. يُمكِنُ استعمالُ نظريةِ القطعةِ المُنصِّ
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.∠MPN ُقياس 

MPN ≅ ∠JMP∠ نظريةُ الزاويتينِ المُتبادِلتينِ داخليًّا

m∠MPN = m∠JMP تعريفُ تطابقِ الزوايا

°102 = بالتعويضِ

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أستعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشكلِ المُجاوِرِ لإيجادِ كلٍّ ممّا يأتي:

.XY  ُطول )a 

.AX  ُطول )a 

.∠YZC  ُقياس )a 

3

68˚
4.6

15.8

C

X Y

Z

A

B

رُ أتذكَّ

بما أنَّ PN ‖ JL، فإنَّ 
MPN ≅ ∠JMP∠؛ 

لأنَّهُما زاويتانِ مُتبادِلتانِ 
داخليًّا.

فةِ في كثيرٍ منَ التطبيقاتِ الحياتيةِ. يُمكِنُ استعمالُ نظريةِ القطعةِ المُنصِّ

  مثال 4 : منَ الحياةِ

حديقةٌ: يُبيِّنُ الشــكلُ المُجــاوِرُ مُخطَّطًا لحديقةٍ عامةٍ 
على شكلِ مُثلَّثٍ قائمِ الزاويةِ، وفي داخلهِا ممرّا مشاةٍ 
بحاجةٍ إلى إعادةِ تبليطٍ، هما: VW، و TV. أجدُ تكلفةَ 
ينِ التي ســتدفعُها إدارةُ البلديةِ، علمًا بأنَّ  تبليطِ الممرَّ

 .JD 12 َتكلفةَ تبليطِ المترِ الطوليِّ الواحدِ للممرِّ هي

ينِ. أجدُ طولَ كلٍّ منَ الممرَّ الخطوةُ 1: 

	 :VW  ِّأجدُ طولَ الممر

فةِ في المُثلَّثِ VW = 1 نظريةُ القطعةِ المُنصِّ
2

 XZ

XZ = 24 ِ1 = بتعويض
2

 (24)

12 = بالتبسيطِ

18 m

24 m

Y

ZX

V

T

W
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الوحدةُ 5

	 :TV  ِّأجدُ طولَ الممر

فةِ في المُثلَّثِ TV = 1 نظريةُ القطعةِ المُنصِّ
2

 YZ

YZ = 18 ِ1 = بتعويض
2

 (18)

9 = بالتبسيطِ

9 m + 12 m = 21 m :َينِ معًا هو إذنْ، مجموعُ طولِ الممرَّ

أجدُ التكلفةَ. الخطوةُ 2: 

ينِ، أضربُ تكلفةَ تبليطِ المتــرِ الطوليِّ الواحدِ في مجموعِ  لإيجــادِ تكلفةِ إعادةِ تبليــطِ الممرَّ
ينِ على النحوِ الآتي: طوليِ الممرَّ

12 × 21 = 252

JD 252 :َينِ التي ستدفعُها إدارةُ البلديةِ هي إذنْ، تكلفةُ تبليطِ الممرَّ

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

مرورٌ: يُبيِّنُ الشــكلُ المُجاوِرُ مُخطَّطًا لمنطقةٍ منْ مدينةِ 
عمّانَ على شكلِ مُثلَّثٍ قائمِ الزاويةِ. تقودُ غديرُ سيّارتَها 
هِها إلى عملِها، وتســيرُ على  في هــذهِ المنطقةِ أثناءَ توجُّ
الطريقِ GF والطريقِ FT. أجدُ المسافةَ التي تقطعُها غديرُ 

بسيّارتهِا يوميًّا.

13 km

12 km

B

CA

F

T

G

بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

 .XY ُفأجد ، XM = 4, XN = 6, NZ = 9, NM ‖ YZ َإذا كان ،∆XYZ 1 في 

دُ إذا   2  فــي PRS∆، إذا كانَ PR = 30, QR = 9, PT = 12, PS = 18، فأُحدِّ

رًا إجابتي.  كانَ QT ‖ RS، مُبرِّ

6 9

4

Y

ZX

M

N

R

Q

P
T S
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دُ إذا   3  فــي HKM∆، إذا كانَ HM = 15, HN = 10, HJ = 2JK، فأُحــدِّ

رًا إجابتي.  كانَ NJ ‖ MK، مُبرِّ

أستعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشكلِ المُجاوِرِ لإيجادِ كلٍّ ممّا يأتي:

    4  GJ   5  RQ   6  RJ

    7  m ∠PQR   8  m∠HGJ  9  m∠GPQ

أستعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشكلِ المُجاوِرِ لإيجادِ كلٍّ ممّا يأتي:

      10  JL    11  PM

      12  m ∠MPN

أجدُ قيمةَ x في كلٍّ ممّا يأتي:

13  

3x
54

  14  

x+9
2x

  15  
3x-16

x2 - 6x + 3

 16 أجدُ محيطَ DEF∆ المُبيَّنِ في الشكلِ الآتي.

A

D

B
F E

C
45

3813

H

N
J

K

M

H Q

P

J

R

G

55˚19

27

KP
J

M

L

N
39

95
105˚
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الوحدةُ 5

أُثبتُِ كُلًّاًّ منَ النظريتينِ الآتيتينِ باستعمالِ البرهانِ ذي العمودينِ:

ــمَهُما إلى قطعٍ مستقيمةٍ مُتناظِرةٍ أطوالُها مُتناسِــبةٌ، فإنَّ المستقيمَ يوازي   17  إذا قطعَ مســتقيمٌ ضلعينِ في مُثلَّثٍ، وقسَّ

الضلعَ الثالثَ للمُثلَّثِ.

فةُ في المُثلَّثِ توازي أحدَ أضلاعِهِ، وطولُها يساوي نصفَ طولِ ذلكَ الضلعِ.  18  القطعةُ المُنصِّ

 19  طائرةٌ ورقيةٌ: صنعَتْ هديلُ طائرةً ورقيةً، طولُ قُطْرَيْها cm 80 و cm 60، ثمَّ استعملَتْ 

شريطًا لربطِ نقاطِ منتصفِ أضلاعِ الطائرةِ. أجدُ طولَ الشريطِ.

 20 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

DE = 1 في الشــكلِ المُجاوِرِ، فإنَّ 
2

 BC َّ21  أكتشــفُ الخطأَ: قالَ خالدٌ: "بمــا أن 

فةِ فــي المُثلَّثِ". هلْ مــا قالَهُ خالدٌ  AD ≅ BD بحســبِ نظريــةِ القطعةِ المُنصِّ

رُ إجابتي. صحيحٌ؟ أُبرِّ

رًا إجابتي.  22 تبريرٌ: أجدُ قيمةَ x في الشكلِ المُجاوِرِ، مُبرِّ

: إذا كانَتْ مســاحةُ ABC∆ هــيَ cm2 48، وكانَتِ النقطةُ D والنقطةُ E همــا نقطتيْ منتصفِ AB و AC على   23  تحدٍّ

رًا إجابتي. الترتيبِ، فأجدُ مساحةَ ADE∆، مُبرِّ

 24  تبريرٌ: في الشكلِ المُجاوِرِ، إذا كانَتِ MN هيَ قطعةَ منتصفٍ 

رًا  فــي ABC∆، فأجدُ ميــلَ MN بطريقتينِ مختلفتيــنِ، مُبرِّ
إجابتي.

6

12 C

E

A

B

D

60˚

5

C

F

A

E

B

x

x

y

M

N

A(4, 2)

C(20, 10)

B(9, -6)
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فةِ ثُ القطعِ المُنصِّ عٌ: مُثلَّ توسُّ
Extension: Midsegment Triangle

فةِ الثلاثِ في المُثلَّثِ. فةِ هوَ مُثلَّثٌ ناتجٌ منَ القطعِ المُنصِّ مُثلَّثُ القطعِ المُنصِّ
. فةِ بمساحةِ المُثلَّثِ الأصليِّ  يُمكِنُ استعمالُ برمجيةِ جيوجبرا لًاستكشافِ علاقةِ مساحةِ مُثلَّثِ القطعِ المُنصِّ

، وذلكَ بتحديدِ    أرسمُ المُثلَّثَ مختلفَ الأضلاعِ ABC في المستوى الإحداثيِّ
ثلاثِ نقاطٍ في المستوى باستعمالِ أيقونةِ  منْ شريطِ الأدواتِ، ثمَّ اختيارِ 
رِ على مواقعِ النقاطِ التي  أيقونةِ  منْ شريطِ الأدواتِ، ثمَّ الضغطِ بالمُؤشِّ
لِ لإغلاقِ  ، ثــمَّ نقرِ الرأسِ الأوَّ تُمثِّلُ رؤوسَ المُثلَّثِ في المســتوى الإحداثيِّ

الشكلِ.

دُ نقطــةَ منتصــفِ كلِّ ضلــعٍ مــنْ أضــلاعِ المُثلَّــثِ باختيــارِ أيقونةِ    أُحــدِّ
 منْ شريطِ الأدواتِ، ثمَّ الضغطِ على كلِّ ضلعٍ منْ أضلاعِ المُثلَّثِ.

فةِ، مُتَّبعًِا الإجراءاتِ نفسَها الواردةَ في الخطوةِ 1.   أرسمُ مُثلَّثَ القطعِ المُنصِّ

فةِ باختيارِ أيقونةِ     أجدُ مساحةَ ABC∆، ومساحةَ مُثلَّثِ القطعِ المُنصِّ
منْ شريطِ الأدواتِ، ثمَّ النقرِ داخلَ كلِّ مُثلَّثٍ.

  أملُأ الفراغَ بما هوَ مناسبٌ في الجملةِ الآتيةِ:

.∆ABC ِفةِ .......... مساحة  تُعادِلُ مساحةُ مُثلَّثِ القطعِ المُنصِّ

لُ إليْها. نُ النتيجةَ التي أتوصَّ رُ الخطواتِ السابقةَ، وأُطبِّقُها على مُثلَّثٍ حادِّ الزوايا، ومُثلَّثٍ قائمِ الزاويةِ، ثمَّ أُدوِّ   أُكرِّ

.   أُثبتُِ النتيجةَ باستعمالِ البرهانِ الإحداثيِّ
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الدرسُ

2
فاتِ العموديةِ للمُثلَّثِ، واستعمالُها لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ. فُ نظريةِ المُنصِّ 	 تعرُّ فكرةُ الدرسِ     

فاتِ زوايا المُثلَّثِ، واستعمالُها لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ. فُ نظريةِ مُنصِّ 	 تعرُّ    

، مركزُ الدائرةِ الخارجيةِ للمُثلَّثِ، مركزُ الدائرةِ الداخليةِ للمُثلَّثِ. فُ العموديُّ المصطلحاتُ  المُنصِّ   

مسألةُ اليومِ  يظهرُ في الصــورةِ المُجاوِرةِ جزءٌ منْ جســرِ    
كمالِ الشــاعرِ في العاصمةِ عمّــانَ. إذا كانَتْ 
حافةُ الجسرِ عموديةً على الدعامةِ BD، وكانَ 

AD = CD ، فما العلاقةُ بينَ AB و CB؟

فُ العموديُّ المُنصِّ

 )perpendicular bisector( ُّفُ العمودي المُنصِّ
لقطعةٍ مســتقيمةٍ هوَ مســتقيمٌ عموديٌّ على القطعةِ 

المستقيمةِ عندَ نقطةِ منتصفِها.

فِ العموديِّ بعضُ الخصائــصِ التي تُمثِّلُها  للمُنصِّ
النظريتانِ الآتيتانِ.

ثِ فاتٌ في المُثلَّ مُنصِّ
Bisectors in Triangle

C

BA P

.AB فُ العموديُّ لـ CP المُنصِّ
↔

	 : فِ العموديِّ نظريةُ المُنصِّ
فِ العموديِّ لقطعةٍ مســتقيمةٍ تكونُ على  كلُّ نقطةٍ على المُنصِّ

بُعْدينِ متساويينِ منْ طرفيِ القطعةِ المستقيمةِ. 

.l على X ٍلأيِّ نقطة ،AX = BX َّفإن ،AB ا لـ فًا عموديًّ مثالٌ: إذا كانَ l مُنصِّ

	 : فِ العموديِّ عكسُ نظريةِ المُنصِّ
كلُّ نقطةٍ على بُعْدينِ متســاويينِ منْ طرفيْ قطعةٍ مستقيمةٍ تقعُ 

فِ العموديِّ لتلكَ القطعةِ.  على المُنصِّ

.l تقعُ على X َّفإن ،AB ا لـ فًا عموديًّ مثالٌ: إذا كانَ AX = BX، وكانَ l مُنصِّ

X

Y

l

BA

فُ العموديُّ المُنصِّ نظريتانِ

X

Y

l

BA

رُ  أتذكَّ

AB إلى طولِ  يشيرُ الرمزُ 
.AB ِالقطعةِ المستقيمة
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مُ  أتعلَّ

أنْ يكــونَ AC = BC لًا 
يُعَدُّ شــرطًا كافيًا للحكمِ 
فٌ  t هــوَ مُنصِّ علــى أنَّ 

 .AB عموديٌّ لـ

أجدُ كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

.HJ ُطول 

.x َالخطوةُ 1: أجدُ قيمة

فِ العموديِّ HJ = HK نظريةُ المُنصِّ

3x + 1 = 5x - 3 بالتعويضِ

x بحَلِّ المعادلةِ لـ x = 2

. HJ َالخطوةُ 2: أجدُ طول

x = 2 ِبتعويض HJ = 3(2) + 1 

7 = بالتبسيطِ

.AB ُطول 

فٌ عموديٌّ  بما أنَّ AC = BC، وt عموديٌّ على AB، فإنَّ t مُنصِّ
: فِ العموديِّ لـ AB بحسبِ عكسِ نظريةِ المُنصِّ

فِ العموديِّ AB = 2AD تعريفُ المُنصِّ

(2.5)2 = بالتعويضِ

5 = بالتبسيطِ

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أجدُ كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.TS  ُطول )a 

.RS  ُطول )a 

5x - 3

3x + 1
J

K

LH

مثال 1

1

2.5

A B

C

D

t 2

5x + 1 3x + 7

14

R

V ST

m
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الوحدةُ 5

رُ  أتذكَّ

إذا تعامدَ مســتقيمانِ كلٌّ 
منهُْمــا ليسَ رأســيًّا، فإنَّ 
حاصلَ ضربِ ميليهِما هوَ 
1-؛ أيْ إنَّ ميلَ أحدِهِما 

يساوي ســالبَ مقلوبِ 
ميلِ الآخرِ.

رُ  أتذكَّ

يُمكـِـنُ كتابــةُ معادلــةِ 
مســتقيمٍ بصيغــةِ الميلِ 
ونقطــةٍ إذا عُلـِـمَ ميــلُ 
المســتقيمِ وإحداثيــاتُ 

نقطةٍ يمرُّ بها.

.Qa1, 2) و ،Pa-1, 4) :ُحيث ،PQ ِفِ العموديِّ للقطعةِ المستقيمة أجدُ معادلةَ المُنصِّ

.PQ ِالخطوةُ 1: أجدُ نقطةَ منتصفِ القطعةِ المستقيمة

 ) Mصيغةُ نقطةِ المنتصفِ في المستوى الإحداثيِّ
x

1
 + x

2

2
 , 

y
1
 + y

2

2
 )

(x
1
, y

1
 ) = (-1, 4), (x

2
, y

2
 ) Mبتعويضِ (2 ,1) = ( 

-1 + 1
2

 , 
4 + 2

2
 )

M (0, 3)بالتبسيطِ

إذنْ، إحداثيّا النقطةِ M الواقعةِ منتصفَ PQ، هما: (3 ,0).

. فِ العموديِّ الخطوةُ 2: أجدُ ميلَ المُنصِّ

لًًا ميلَ  فِ العموديِّ يساوي سالبَ مقلوبِ ميلِ القطعةِ المستقيمةِ نفسِها؛ لذا أجدُ أوَّ ميلُ المُنصِّ
القطعةِ المستقيمةِ:

 = m صيغةُ الميلِ
y

2
 - y

1

x
2
 - x

1

(x
1
, y

1
 ) = (-1, 4), (x

2
, y

2
 = بتعويضِ (2 ,1) = ( 

2 - 4
1-(-1)

 = بالتبسيطِ
-2
2

 = -1

فِ العموديِّ هوَ سالبُ مقلوبِ ميلِ PQ، ويساوي 1. إذنْ، ميلُ المُنصِّ

. فِ العموديِّ الخطوةُ 3: أجدُ معادلةَ المُنصِّ

y - y صيغةُ الميلِ ونقطةٍ
1
 = m(x - x

1 
)

 (x
1
, y

1
 ) = (0, 3), m = 1 ِبتعويض y - 3 = 1(x - 0)

y = x + 3 بالتبسيطِ، وإعادةِ ترتيبِ المعادلةِ

.y = x + 3 :َهي PQ ِفِ العموديِّ للقطعةِ المستقيمة إذنْ، معادلةُ المُنصِّ

مثال 2

هُ  ، فإنَّ هُ يُمكِنُ إيجادُ معادلةِ أيِّ مســتقيمٍ إذا عُلِمَ ميلُهُ ونقطةٌ يمرُّ بها. ومنْ ثَمَّ تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ
فِ العموديِّ كما في المثالِ الآتي.  يُمكِنُ إيجادُ معادلةِ المُنصِّ
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:  الدعمُ البيانيُّ

باعِ  فِ العموديِّ لقطعةٍ مستقيمةٍ، وذلكَ باتِّ أستعملُ برمجيةَ جيوجبرا لإيجادِ معادلةِ المُنصِّ
الخطواتِ الآتيةِ:

دُ نقطتيْ نهايتيِ القطعةِ المستقيمةِ، وذلكَ باختيارِ أيقونةِ  منْ شريطِ الأدواتِ،  1(  أُحدِّ

. ثمَّ الضغطِ على موقعيِ النقطتينِ في المستوى الإحداثيِّ

2(  أرسمُ القطعةَ المستقيمةَ الواصلةَ بينَ النقطتينِ، وذلكَ باختيارِ أيقونةِ  منْ 

شريطِ الأدواتِ، ثمَّ الضغطِ على النقطتينِ.

 ، فِ العموديِّ في المستوى الإحداثيِّ 3(  أختارُ أيقونةَ  لإظهارِ المُنصِّ

وإظهارِ معادلتهِِ في شريطِ المعادلةِ. 

-4-4 -2-2 22 44

22

44

66

88

00

f: y = x + 3f: y = x + 3

PP

QQ

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

.Qa3, -1) و ،Pa-1, -5) :ُحيث ،PQ ِفِ العموديِّ للقطعةِ المستقيمة أجدُ معادلةَ المُنصِّ

فاتُ العموديةُ للمُثلَّثِ، ومركزُ الدائرةِ الخارجيةِ  المُنصِّ

إذا تلاقَتْ ثلاثةُ مســتقيماتٍ أوْ أكثرُ في نقطةٍ مُشترَكةٍ، فإنَّ هذهِ المستقيماتِ تُسمّى مستقيماتٍ 
مُتلًّاقِيةً، وتُسمّى النقطةُ التي تلتقي فيها المستقيماتُ نقطةَ التلًّاقي.

فاتٍ عموديةٍ تلتقــي في نقطةٍ واحدةٍ كما تُبيِّنُ  بمــا أنَّ للمُثلَّثِ ثلاثةَ أضلاعٍ، فإنَّ لهُ ثلاثةَ مُنصِّ
النظريةُ الآتيةُ.
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الوحدةُ 5

مُ أتعلَّ

فِ  يوجدُ فرقٌ بيــنَ المُنصِّ
العموديِّ للمُثلَّثِ والقطعةِ 
فــةِ فــي المُثلَّثِ.  المُنصِّ
فُ  فةُ تُنصِّ فالقطعــةُ المُنصِّ
الضلعينِ اللذينِ يتقاطعانِ 
معها، ولًا يكــونُ التقاطعُ 

ا بالضرورةِ. عموديًّ
ــفُ العموديُّ  أمّــا المُنصِّ
ــفٌ لضلعٍ واحدٍ  فهوَ مُنصِّ
في المُثلَّثِ، وهوَ عموديٌّ 
بالضــرورةِ علــى ذلــكَ 

الضلعِ.

فاتُ العموديــةُ لأضلاعِ مُثلَّثٍ في نقطةٍ لها  تلتقي المُنصِّ
البُعْدُ نفسُهُ عنْ كلٍّ منْ رؤوسِ المُثلَّثِ.

فــاتِ  PJ , PL , PK هــيَ المُنصِّ مثالٌ:  إذا كانَــتْ 

العموديةَ لـ ABC∆، وكانَتِ النقطةُ P هيَ نقطةَ 
.PA = PB = PC َّتلاقيها، فإن

فاتُ العموديةُ للمُثلَّثِ المُنصِّ نظريةٌ

A C

B

KJ P

L

إثباتُ النظريةِ جاءَ في صورةِ تدريبٍ في المسألةِ 14.

فاتِ العموديــةِ لأضلاعِ مُثلَّثٍ ما هــيَ مركزُ الدائرةِ الخارجيــةِ للمُثلَّثِ  نقطةُ تلاقــي المُنصِّ
)circumcenter of the triangle(؛ وهــيَ دائرةٌ تمرُّ برؤوسِ المُثلَّثِ جميعِها؛ إذْ إنَّ نقطةَ 
فاتِ العموديةِ لأضلاعِ مُثلَّثٍ ما تبعدُ المسافةَ نفسَها عنْ كلٍّ منْ رؤوسِهِ؛ لذا فهيَ  تلاقي المُنصِّ

مركزٌ للدائرةِ الخارجيةِ.

يعتمدُ موقعُ مركزِ الدائرةِ الخارجيةِ للمُثلَّثِ على نوعِ المُثلَّثِ كما في الأشكالِ الآتيةِ:

P
PP

مُثلَّثٌ مُنفرِجُ الزاويةِ، وفيهِ 
تقعُ P خارجَ المُثلَّثِ.

مُثلَّثٌ قائمُ الزاويةِ، وفيهِ 
تقعُ P على وترِ المُثلَّثِ.

مُثلَّثٌ حادُّ الزوايا، وفيهِ 
تقعُ P داخلَ المُثلَّثِ.

إذا كانَــتِ النقطةُ P هــيَ مركزَ الدائــرةِ الخارجيةِ 
لـ XYZ∆ في الشكلِ المُجاوِرِ، فأجدُ كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.PX ُطول 

فاتِ العموديةِ للمُثلَّثِ  PX = PY نظريةُ المُنصِّ

PY = 9 ِ9 = بتعويض

Y N

MO

X

P

Z

9

7 8

مثال 3

1
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فُ الزاويةِ مُنصِّ

مُ الزاويةَ إلى زاويتينِ  فَ الزاويةِ شــعاعٌ يُقسِّ تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ مُنصِّ
مُتطابقِتيــنِ، وتعلَّمْتُ أيضًــا أنَّ البُعْدَ بينَ مســتقيمٍ ونقطةٍ لًا تقعُ 
عليْهِ هوَ طولُ القطعةِ المســتقيمةِ العموديةِ على المستقيمِ منْ تلكَ 
 ،∠QPR فٌ لـ ، فإنَّ PS في الشــكلِ المُجاوِرِ مُنصِّ النقطةِ. ومنْ ثَمَّ

.SQ َهو PQ و S ِوإنَّ البُعْدَ بينَ النقطة

→

→

S

R

P

Q

فِ الزاويةِ: 	 نظريةُ مُنصِّ
فِ الزاويةِ تكونُ على بُعْدينِ متساويينِ  كلُّ نقطةٍ على مُنصِّ

منْ ضلعيْها.  

.CA = CB َّفإن ،CA ⊥ PA, CB ⊥ PB َوكان ،∠APB فًا لـ مثالٌ:  إذا كانَ PC مُنصِّ

C

B

A

P

فُ الزاويةِ مُنصِّ نظريتانِ

→ → →

رُ  أتذكَّ

بالرجــوعِ إلــى تعريفِ 
 : ، فإنَّ فِ العموديِّ المُنصِّ

MX = ZM = 8

رموزٌ رياضيةٌ

 PS ُيُســتعمَلُ الرمــز
للدلًالةِ على الشعاعِ الذي 
P، ويمرُّ  يبــدأُ بالنقطــةِ 

.S ِبالنقطة

→

.PM ُطول 

2 = (MX)2 + (PM)2(PX) نظريةُ فيثاغورس

PX = 9, MX = 8 ِ2(8) = 2(9) بتعويض + (PM)2

2(PM) + 64 = 81 بإيجادِ القوى

2 = 17(PM) بطرحِ 64 منْ طرفيِ المعادلةِ

PM = ± √17 بأخذِ الجذرِ التربيعيِّ لطرفيِ المعادلةِ

.PM = √17  َّبما أنَّ الطولَ لًا يُمكِنُ أنْ يكونَ سالبًا، فإن

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

إذا كانَــتِ النقطــةُ G هيَ مركــزَ الدائــرةِ الخارجيةِ 
لـ ABC∆ في الشكلِ المُجاوِرِ، فأجدُ كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.GY  ُطول )a   .AG  ُطول )a 

.CZ  ُطول )a 

2

C

Y

G

Z

B

A

X

12

13 5
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الوحدةُ 5

فِ الزاويةِ: 	 عكسُ نظريةِ مُنصِّ
إذا وقعَتْ نقطةٌ داخلَ زاويةٍ، وكانَتْ على بُعْدينِ متساويينِ 

فِ الزاويةِ.  منْ ضلعيْها، فإنَّها تقعُ على مُنصِّ

.∠APB فٌ لـ مثالٌ:  إذا كانَ CA = CB, CA ⊥ PA, CB ⊥ PB، فإنَّ PC مُنصِّ

C

B

A

P

→ → →

أســتعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشــكلِ المُجاوِرِ 
 .m∠PYM ِلإيجاد

.x َالخطوةُ 1: أجدُ قيمة

فِ الزاويةِ PYM ≅ ∠WYM∠ عكسُ نظريةِ مُنصِّ

m∠PYM = m∠WYM تعريفُ تطابقِ الزوايا

4x + 1 = 2x + 5 بالتعويضِ

x بحَلِّ المعادلةِ لـ x = 2

.m∠PYM ُالخطوةُ 2: أجد

 °m ∠PYM = (4x + 1) معطى

x = 2 ِ(1 + (2)4) = بتعويض°

°9 = بالتبسيطِ

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

 .QA ِأستعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشكلِ المُجاوِرِ لإيجاد

M W

P

Y

(2x+5)˚

(4x+1)˚ مثال 4

A

E

QR

3x+167x

مُ  أتعلَّ

 MP = MW أنْ يكــونَ 
لًا يُعَدُّ شرطًا كافيًا للحكمِ 
فٌ  علــى أنَّ YM هوَ مُنصِّ
لـ PYW∠، وإنَّما يُشترَطُ 
 ،MW ⊥ YW أنْ يكونَ 

.MP ⊥ YP و

→

فاتُ زوايا المُثلَّثِ، ومركزُ الدائرةِ الداخليةِ للمُثلَّثِ مُنصِّ

فاتٍ للزوايا تلتقي في نقطــةٍ واحدةٍ كما تُبيِّنُ  بمــا أنَّ للمُثلَّثِ ثلاثَ زوايا، فإنَّ لهُ ثلاثــةَ مُنصِّ
النظريةُ الآتيةُ.
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فاتِ زوايا المُثلَّثِ هيَ مركزُ الدائرةِ  نقطةُ تلاقي مُنصِّ

الداخليةِ للمُثلَّثِ (incenter of the triangle)؛ 

وهيَ دائــرةٌ تمسُّ أضلاعَ المُثلَّثِ جميعَها؛ ذلكَ أنَّ 

فاتِ زوايا المُثلَّثِ تبعدُ المســافةَ  نقطةَ تلاقي مُنصِّ

نفسَها عنْ كلٍّ منْ أضلاعِهِ؛ ما يعني أنَّها مركزُ الدائرةِ الداخليةِ. 

P

أســتعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشكلِ المُجاوِرِ 
 .LZ ِلإيجاد

2 = (LM)2 + (LZ)2(MZ) نظريةُ فيثاغورس

MZ = 8, LM = MJ = 5 ِ2(5) = 2(8) بتعويض + (LZ)2

2(LZ) + 25 = 64 بإيجادِ القوى

2 = 39(LZ) بطرحِ 25 منْ طرفيِ المعادلةِ

LZ = ± √39 بأخذِ الجذرِ التربيعيِّ لطرفيِ المعادلةِ

.LZ = √39  َّبما أنَّ الطولَ لًا يُمكِنُ أنْ يكونَ سالبًا، فإن

12

8

5

J

Y

K

ZL

M

X مثال 5

رُ  أتذكَّ

LM = MJ بحسبِ نظريةِ 

فاتِ زوايا المُثلَّثِ. مُنصِّ

فاتُ زوايا المُثلَّثِ في نقطةٍ لها البُعْدُ نفسُهُ عنْ  تلتقي مُنصِّ
كلٍّ منْ أضلاعِ المُثلَّثِ.

فاتِ زوايا  مثالٌ:   إذا كانَــتْ PX, PY, PZ هــيَ مُنصِّ

XYZ∆، وكانَتِ النقطةُ P هيَ نقطةَ تلاقيها، فإنَّ 

.PM = PN = PO

فاتُ زوايا المُثلَّثِ مُنصِّ نظريةٌ

إثباتُ النظريةِ جاءَ في صورةِ تدريبٍ في المسألةِ 15.

P
X

Y

N

ZO

M



27

الوحدةُ 5

بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

أجدُ كلَّ قياسٍ ممّا يأتي:

1  AB      2  FG

   

B

A

C

D

7x - 16

3x + 8

    

D

F

E G
5x - 17

3x + 1

40

40

أجدُ كلَّ قياسٍ ممّا يأتي:

    3  GA  4  AY  5  AC

فِ العموديِّ للقطعةِ المستقيمةِ PQ المعطى نهايتاها في كلٍّ ممّا يأتي: أجدُ معادلةَ المُنصِّ

6  P(-2, 0), Q(6, 12)    7  P(-7, 5), Q(1, -1)

أجدُ كلَّ قياسٍ ممّا يأتي:

8  m∠MFZ      9  TU

   

F

M

P

Z

(x+9)˚

(2x-1)˚

    
I

T

R U
2x+5

7x

19˚
19˚

Y
G

M

C

A

X

B

13 5

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

 .XL ِأستعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشكلِ الواردِ في المثالِ 5 لإيجاد
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إذا كانَــتِ النقطةُ D هيَ مركزَ الدائرةِ الداخليةِ لـ XYZ∆، فأجدُ كلَّ قياسٍ 
ممّا يأتي:

10  DB  11  CZ  12  YZ

 13  إذا كانَــتِ النقطةُ P هيَ مركــزَ الدائرةِ الخارجيةِ لـ XYZ∆، فأســتعملُ 

 .PY ِالمعلومةَ المعطاةَ تاليًا لإيجاد

   PX = 4x + 3

   PZ = 6x - 11

أُثبتُِ كُلًّاًّ منَ النظريتينِ الآتيتينِ:

فاتِ العموديةِ للمُثلَّثِ.  14 نظريةُ المُنصِّ

فاتِ زوايا المُثلَّثِ.  15 نظريةُ مُنصِّ

حُ كيفَ يُمكِنُ   16  اتصالاتٌ: ترغبُ شــركةُ اتصالًاتٍ في بناءِ بُرْجٍ للبثِّ على أبعادٍ متســاويةٍ منْ ثلاثةِ مبانٍ كبيرةٍ. أُوضِّ

استعمالُ الشكلِ الآتي لتحديدِ موقعِ البُرْجِ.

المبنى (1)
المبنى (3)

المبنى (2)

 17 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

A

C

Y

ZX

D B

9
15

YX

P

E

Z

C

D
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الوحدةُ 5

نِ داخلَ   18  يريدُ فناّنٌ أنْ يضعَ قطعةً دائريــةً منَ الزجاجِ المُلوَّ

إطارٍ على شــكلِ مُثلَّثٍ أبعادُهُ مُبيَّنةٌ في الشكلِ المُجاوِرِ، 
وأنْ يجعلَ الزجاجَ يُلامِسُ كُلاًّ مــنْ جوانبِ الإطارِ. أجدُ 

طولَ قُطْرِ قطعةِ الزجاجِ الدائريةِ لأقربِ جزءٍ منْ عشرةٍ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

فِ الزاويةِ". أكتشفُ الخطأَ في   19  أكتشــفُ الخطأَ: قالَتْ أحلامُ: " قيمةُ x في الشــكلِ الآتي هيَ 6 بحسبِ نظريةِ مُنصِّ

حُهُ. قولِ أحلامَ، ثمَّ أُصحِّ

✘ 6

B

A

Px
C

فاتِ أضلًّاعِ ABC∆ في الشكلِ  إذا كانَتِ النقاطُ: D، وE، و F هيَ مُنصِّ
المُجاوِرِ، فأستعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشكلِ للإجابةِ عنِ الأسئلةِ 

رًا إجابتي: الآتيةِ، مُبرِّ

ةِ بالنقاطِ: A، وB، وC؟  20 أيُّ نقاطِ الشكلِ هيَ مركزُ الدائرةِ المارَّ

 21  أيُّ نقاطِ الشكلِ هيَ مركزُ دائرةٍ تمسُّ كلَّ ضلعٍ منْ أضلاعِ ABC∆؟

 22 إذا كانَ TA = 8.2، فما طولُ TC؟

: أجدُ مركزَ الدائرةِ الخارجيةِ للمُثلَّثِ في المســتوى الإحداثيِّ   23  تحدٍّ

المُجاوِرِ. 

9 cm

8 cm

A

F

C

E

B

T

D

P

y

x
O

2

2 4-2-4
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ثِ طةُ في المُثلَّ القطعُ المُتوسِّ
Medians of Triangle

الهدفُ: استكشــافُ العلاقةِ بينَ طولِ القطعةِ المســتقيمةِ الواصلةِ بيــنَ رأسِ المُثلَّثِ ونقطةِ تــوازنِ المُثلَّثِ، وطولِ القطعةِ 

المستقيمةِ الواصلةِ بينَ نقطةِ منتصفِ ضلعِ المُثلَّثِ والرأسِ المُقابلِِ لها.

الخطوةُ 1: 

ثًا على  أرسمُ مُثلَّ
قطعةٍ منَ الورقِ 
المُقــوّى، ثــمَّ 

هُ. أقصُّ

الخطوةُ 2: 

أضعُ المُثلَّثَ على 
قلمِ الرصاصِ، ثمَّ 
لُ موقعَهُ حتّى  أُعدِّ

يتوازنَ.

الخطوةُ 3: 

دُ نقطــةَ  أُحــدِّ
توازنِ المُثلَّثِ، 
ثمَّ أضعُ علامةً 

عندَها. 

نشاط 1

الخطوةُ 1: 

أســتعملُ المســطرةَ لتحديــدِ نقطةِ 
المنتصفِ لكلٍّ مــنْ أضلاعِ المُثلَّثِ 

الذي رسمْتُهُ في النشاطِ 1.

الخطوةُ 2: 

أرســمُ قطعةً مســتقيمةً تصــلُ بينَ 
كلِّ منتصــفِ ضلــعٍ ورأسِ المُثلَّثِ 

المُقابلِِ لهُ. 

الخطوةُ 3: 

أُسمّي المُثلَّثَ كما في الشكلِ الآتي.

B
E

A P F C

D

نشاط 2

نــشــاطٌ 
مفاهيميٌّ

أحُلِّلُ النتائجَ:

 1  مــا العلاقةُ بينَ النقطــةِ P في النشــاطِ 2 ونقطةِ توازنِ 

المُثلَّثِ في النشاطِ 1؟

 2 أستعملُ المسطرةَ لأملَأ الفراغَ في الجدولِ الآتي:

AD = ___ BF = ___ CE = ___

AP = ___ BP =____ CP = ___

PD = ___ PF = ___ PE = ___

 3  ما العلاقةُ بينَ طــولِ القطعةِ المســتقيمةِ الواصلةِ بينَ 

رأسِ المُثلَّــثِ والنقطةِ P، وطولِ القطعةِ المســتقيمةِ 
الواصلةِ بينَ منتصفِ ضلعِ المُثلَّثِ والنقطةِ P؟

 4  ما العلاقةُ بينَ طــولِ القطعةِ المســتقيمةِ الواصلةِ بينَ 

رأسِ المُثلَّــثِ والنقطةِ P، وطولِ القطعةِ المســتقيمةِ 
الواصلةِ بينَ منتصفِ ضلعِ المُثلَّثِ والرأسِ المُقابلِِ لهُ؟
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الدرسُ

3
فُ نظريةِ مركزِ المُثلَّثِ، واستعمالُها لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ. 	 تعرُّ فكرةُ الدرسِ     

. 	 إيجادُ ملتقى ارتفاعاتِ المُثلَّثِ في المستوى الإحداثيِّ    

طةُ، مركزُ المُثلَّثِ، ارتفاعُ المُثلَّثِ، ملتقى الًارتفاعاتِ. القطعةُ المُتوسِّ المصطلحاتُ    

مسألةُ اليومِ  تُمثِّلُ النقطــةُ P في الشــكلِ المُجاوِرِ موقعَ مستشــفى    
حكوميٍّ في إحــدى المحافظاتِ الأردنيةِ، وتُمثِّلُ النقاطُ 
الأخُرى في الشــكلِ عددًا منَ المناطقِ الســكنيةِ القريبةِ 
منهُْ. إذا كانَ بُعْدُ المنطقةِ S عنِ المنطقةِ Z هوَ km 8، فما 

بُعْدُ المستشفى عنِ المنطقةِ Z؟

طةُ في المُثلَّثِ القطعُ المُتوسِّ

 )median of triangle( ِــطةُ للمُثلَّــث القطعةُ المُتوسِّ
هيَ القطعةُ المســتقيمةُ الواصلةُ بينَ أحدِ رؤوسِ المُثلَّثِ 

ومنتصفِ الضلعِ المُقابلِِ لهُ.

 ،)centroid( ِــطةٍ تلتقي في نقطةٍ واحدةٍ تُســمّى مركزَ المُثلَّث لكلِّ مُثلَّثٍ ثلاثُ قطعٍ مُتوسِّ
لْتُ في النشاطِ المفاهيميِّ الذي يسبقُ هذا الدرسَ إلى أنَّها نقطةُ اتِّزانِ المُثلَّثِ. وكنتُْ قدْ توصَّ

C

BD
A

ثِ طةُ والارتفاعاتُ في المُثلَّ القطعُ المُتوسِّ
Medians and Altitudes in Triangle

Z

T
P R

YS
X

يبعدُ مركــزُ المُثلَّثِ عنْ كلٍّ منْ رؤوسِــهِ ثلثيْ طولِ 
القطعةِ المستقيمةِ الواصلةِ بينَ ذلكَ الرأسِ ومنتصفِ 

الضلعِ المُقابلِِ لهُ. 

: مثالٌ: إذا كانَتِ النقطةُ P هيَ مركزَ ABC∆، فإنَّ

AP = 2
3

 AE, BP = 2
3

 BF, CP = 2
3

 CD

مركزُ المُثلَّثِ نظريةٌ

طةٌ قطعةٌ مُتوسِّ

مُ أتعلَّ

يقعُ مركــزُ المُثلَّثِ دائمًا 

داخلَ المُثلَّثِ.

مُ أتعلَّ

بُعْدِ مركزِ المُثلَّثِ  نســبةُ 
عنِ الــرأسِ إلى بُعْدِهِ عنْ 
منتصفِ الضلــعِ المُقابلِِ 

لهُ هيَ 2:1

P E

B

D

A
F C
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مُ أتعلَّ

PQ = 1
3

 NQ

يُمكِنُ إيجادُ مركزِ أيِّ مُثلَّثٍ في المستوى الإحداثيِّ إذا عُلِمَتْ إحداثياتُ رؤوسِهِ.

 ،NQ = 30 َوكان ،∆LMN َهيَ مركــز P ُإذا كانَــتِ النقطة
فأجدُ كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.NP ُطول 

NP = 2 نظريةُ مركزِ المُثلَّثِ
3

 NQ 

NQ = 30 ِ2 =  بتعويض
3

 (30)

20 = بالتبسيطِ

.PQ ُطول 

NP + PQ = NQ نظريةُ مركزِ المُثلَّثِ

NQ = 30, NP = 20 ِ20 بتعويض + PQ = 30

PQ = 10 بطرحِ 20 منْ طرفيِ المعادلةِ

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

 ،NP = 20 َوكان ،∆LMN َهيَ مركــز Q ُإذا كانَــتِ النقطة
فأجدُ كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.NQ  ُطول )a 

.QP  ُطول )a 

P

Q

M

NL

مثال 1

1

2

M

N

PL

Q
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الوحدةُ 5

 يظهرُ ABC∆ في المستوى الإحداثيِّ المُجاوِرِ.
أجدُ إحداثييْ مركزِ هذا المُثلَّثِ.

الخطوةُ 1: أجدُ نقطةَ منتصفِ أحدِ أضلاعِ المُثلَّثِ.

 ،AC ِأســتعملُ صيغةَ نقطةِ المنتصفِ لإيجــادِ منتصف
:D ْولتكن

 ) Dصيغةُ نقطةِ المنتصفِ في المستوى الإحداثيِّ
x

1
 + x

2

2
 , 

y
1
 + y

2

2
 )

(x
1
, y

1
 ) = (2, 1), (x

2
, y

2
 ) Dبتعويضِ (3 ,6) = ( 

2 + 6
2

 , 
1 + 3

2
 )

D (4, 2)بالتبسيطِ

الخطوةُ 2: أجدُ مركزَ المُثلَّثِ.

، ثمَّ  	 D في المســتوى الإحداثيِّ أُعيِّنُ النقطــةَ 
.DB ُأرسم

هُ يُمكِنُ إيجادُ طولهِا  	 أُلًاحِظُ أنَّ DB رأسيةٌ، وأنَّ
على النحوِ الآتي:

DB = | y صيغةُ طولِ قطعةٍ مستقيمةٍ رأسيةٍ
2
 - y

1
 |

y
1
 = 2, y

2
|2 - 5| = بالتعويضِ 5 = 

3 = بالتبسيطِ، وإيجادِ القيمةِ المُطلَقةِ

إذنْ، طولُ DB هوَ 3 وحداتٍ.

BP = 2؛ لذا يقعُ المركزُ على  	
3

 DB َّفإن ، أفتــرضُ أنَّ النقطةَ P هيَ مركزُ ABC∆. ومنْ ثَمَّ
 .B ِ2 وحدةٍ أسفلَ الرأس

3
بُعْدِ 2 = (3) 

إذنْ، إحداثيّا مركزِ هذا المُثلَّثِ )إحداثيّا النقطةِ P( هما: (3 ,4).

y

x
O

2

3

4

5

1

21 3 4 5 6

C

B

A

مثال 2

y

x
O

2

3

4

5

1

21 3 4 5 6

C

A

B

P

D

مُ  أتعلَّ

يُمكِنُ إيجادُ طولِ القطعةِ 
ــطةِ DB بسهولةٍ؛  المُتوسِّ
لأنَّها رأسيةٌ، ولأنَّ الضلعَ 
AC هوَ الــذي اختيرَ في 

بادئِ الأمرِ؛ مــا يعني أنَّ 
اختيارَ الضلعِ المناســبِ 
لُ أحيانًا  للمُثلَّــثِ يُســهِّ

. إجراءاتِ الحَلِّ

مُ  أتعلَّ

ةِ  قُ منْ صحَّ يُمكِــنُ التحقُّ
الحَــلِّ باســتعمالِ قطعةٍ 
ــطةٍ أُخرى لإيجادِ  مُتوسِّ

مركزِ المُثلَّثِ.
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مُ أتعلَّ

أُلًاحِــظُ فــي الأشــكالِ 
المُجــاوِرةِ أنَّ ســاقيِ 
المُثلَّثِ قائــمِ الزاويةِ هما 
منَ ارتفاعاتـِـهِ، وأنَّ رأسَ 
الزاويةِ القائمــةِ هوَ ملتقى 

ارتفاعاتهِِ.

:  الدعمُ البيانيُّ

أستعملُ برمجيةَ جيوجبرا لإيجادِ مركزِ مُثلَّثٍ، وذلكَ 
باعِ الخطوتينِ الآتيتينِ: باتِّ

، مُتَّبعًِا  1(  أرســمُ المُثلَّثَ في المســتوى الإحداثــيِّ

مْتُها سابقًا. الخطواتِ التي تعلَّ

دُ مركــزَ المُثلَّــثِ باختيــارِ أيقونــةِ  2(  أُحــدِّ

 منْ شريطِ الأدواتِ، ثمَّ النقرِ في وسطِ المُثلَّثِ لإظهارِ إحداثييْ مركزِ 
المُثلَّثِ في شريطِ المعادلةِ.

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

يظهرُ ABC∆ في المستوى الإحداثيِّ المُجاوِرِ. أجدُ إحداثييْ مركزِ هذا المُثلَّثِ.

-2-2 -1-1 11 22 33 44 55 66 77 88

-3-3

-2-2

-1-1

11

22

33

44

55

66

77

00

AA

BB

CCPP

3

y

x
O

2

4

5

1

-1-2-3-4 1

C

A

B

ارتفاعاتُ المُثلَّثِ

ارتفــاعُ المُثلَّــثِ )altitude of a triangle( هوَ القطعةُ المســتقيمةُ العموديــةُ النازلةُ منْ 
أحــدِ رؤوسِ المُثلَّثِ إلى 
الضلــعِ المُقابلِِ لهُ، أوْ إلى 
المســتقيمِ الــذي يحوي 

الضلعَ المُقابلَِ لهُ. 

 ،)orthocenter( ِلكلِّ مُثلَّثٍ ثلاثةُ ارتفاعاتٍ تتقاطعُ في نقطةٍ مُشترَكةٍ تُسمّى ملتقى الارتفاعات
ويعتمدُ موقعُها على نوعِ المُثلَّثِ كما في الأشكالِ الآتيةِ:

P

P

P

مُثلَّثٌ مُنفرِجُ الزاويةِ، 
وفيهِ تقعُ P خارجَ 

المُثلَّثِ.

مُثلَّثٌ قائمُ الزاويةِ، وفيهِ 
تقعُ  P عندَ رأسِ القائمةِ.

مُثلَّثٌ حادُّ الزوايا، وفيهِ 
تقعُ  P داخلَ المُثلَّثِ.

QQ

PP RR

ارتفاعُ المُثلَّثِ



35

الوحدةُ 5

رموزٌ رياضيةٌ

 m إلى ميلِ 
KL

يشــيرُ الرمزُ 
.KL ِالقطعةِ المستقيمة

مُ  أتعلَّ

	  الــرأسُ M هوَ الرأسُ 

المُقابـِـلُ لـــ KL؛ لذا 
يقــعُ علــى الًارتفاعِ 

.KL العموديِّ على

	  ميلُ الًارتفاعِ العموديِّ 

على KL يساوي سالبَ 
KL؛ أيْ  مقلوبِ ميــلِ 

هُ يساوي 2-. إنَّ

مُ  أتعلَّ

K هــوَ الرأسُ  	  الرأسُ 

المُقابلُِ لـــ ML؛ لذا 
يقــعُ علــى الًارتفاعِ 

.ML العموديِّ على

	  ميلُ الًارتفاعِ العموديِّ 

على ML يساوي سالبَ 
مقلوبِ ميــلِ ML؛ أيْ 

هُ يساوي 1. إنَّ

(Ka0, 0), Ma3, 12), La10, 5، فأجــدُ  إذا كانَــتْ: 
.∆KLM ِإحداثييْ ملتقى ارتفاعاتِ رؤوس

الخطوةُ 1: أُمثِّلُ KLM∆ بيانيًّا.

الخطوةُ 2: أجدُ ميليْ ضلعينِ منْ أضلاعِ المُثلَّثِ.

KL ُميل m 
KL

 = 
5 - 0

10 - 0
 = 

1
2

LM ُميل m 
LM

 = 
12 - 5
3 - 10

 = -1

الخطوةُ 3:  أجدُ معادلةَ الًارتفاعِ العموديِّ على كلٍّ منَ الضلعينِ اللذينِ اخترْتُهُما في الخطوةِ 

السابقةِ.
	 :KL معادلةُ الًارتفاعِ العموديِّ على

y - y صيغةُ الميلِ ونقطةٍ
1
 = m(x - x

1 
)

 (x
1
, y

1
 ) = (3, 12), m = -2 ِبالتعويض y - 12 = -2(x - 3)

y = -2x + 18 بالتبسيطِ، وإعادةِ ترتيبِ المعادلةِ

	 :ML معادلةُ الًارتفاعِ العموديِّ على

y - y صيغةُ الميلِ ونقطةٍ
1
 = m(x - x

1 
)

 (x
1
, y

1
 ) = (0, 0), m = 1 ِبالتعويض y - 0 = 1(x - 0)

y = x بالتبسيطِ، وإعادةِ ترتيبِ المعادلةِ

الخطوةُ 4: أحُلُّ نظامَ المعادلتينِ الناتجَ لإيجادِ إحداثييْ ملتقى الًارتفاعاتِ.

ضُ x بدلًًا منْ y في المعادلةِ الأولى: بما أنَّ المعادلةَ الثانيةَ مكتوبةٌ بالنسبةِ إلى y، فإنَّني أُعوِّ

y = -2x + 18 المعادلةُ الأولى

x بـ y ْبالتعويضِ عن x = -2x + 18

3x = 18 بجمعِ 2x لطرفيِ المعادلةِ

x = 6 بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على 3

بما أنَّ x = 6، فإنَّ y = 6، وذلكَ بتعويضِ قيمةِ x في أيٍّ منَ المعادلتينِ.

إذنْ، إحداثيّا ملتقى ارتفاعاتِ رؤوسِ KLM∆ هما: (6 ,6).

y

x
O 5

5

10

10

L

M

K

مثال 3
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:  الدعمُ البيانيُّ

أســتعملُ برمجيةَ جيوجبرا لإيجــادِ ملتقى ارتفاعاتِ 
باعِ الخطوتينِ الآتيتينِ: مُثلَّثٍ، وذلكَ باتِّ

، مُتَّبعًِا  1(  أرســمُ المُثلَّثَ في المســتوى الإحداثــيِّ

مْتُها سابقًا. الخطواتِ التي تعلَّ

2(  أرســمُ جميــعَ الًارتفاعاتِ في المُثلَّــثِ، وذلكَ 

باختيارِ أيقونةِ  منْ شــريطِ الأدواتِ، ثمَّ الضغــطِ على رأسِ كلِّ زاويةٍ 
والضلعِ المُقابلِِ لها. 

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

إذا كانَــتْ: (Aa-5, -1), Ba-2, 4), Ca3, -1، فأجــدُ إحداثيــيْ ملتقــى ارتفاعــاتِ 
.∆ABC رؤوسِ 

-8-8 -6-6 -4-4 -2-2 22 44 66 88 1010 1212 1414 1616

-6-6

-4-4

-2-2

22

44

66

88

1010

1212

1414

1616

1818

00

KK

MM

LL

قطعٌ مستقيمةٌ ونقاطٌ خاصةٌ في المُثلَّثِ صُ المفهومِ مُلخَّ

فاتُ العموديةُ فاتُ الزواياالمُنصِّ طةُمُنصِّ الارتفاعاتُالقطعُ المُتوسِّ

نقطةُ التلًّاقي
مركزُ الدائرةِ 

الخارجيةِ للمُثلَّثِ.
مركزُ الدائرةِ الداخليةِ 

للمُثلَّثِ.
ملتقى الًارتفاعاتِ.مركزُ المُثلَّثِ.

الخاصيةُ

النقطةُ P مركزُ الدائرةِ 

 ،∆ABC الخارجيةِ لـ

وهيَ تقعُ على أبعادٍ 

متساويةٍ منْ رؤوسِهِ.

النقطةُ P مركزُ الدائرةِ 

 ،∆ABC الداخليةِ لـ

وهيَ تقعُ على أبعادٍ 

متساويةٍ منْ أضلاعِهِ.  

النقطةُ P مركزُ ABC∆، وهيَ 

تبعدُ عنْ كلِّ رأسٍ ثلثيْ طولِ 

القطعةِ الواصلةِ بينَ ذلكَ الرأسِ 

ومنتصفِ الضلعِ المُقابلِِ لهُ.

النقطةُ P هيَ ملتقى 

.∆ABC ِارتفاعات

مثالٌ

B

P

A C

B

P
A C

B

P
A C

B

PA C

رُ  أُفكِّ

لماذا يُعَــدُّ إيجادُ إحداثييْ 
نقطــةِ التقــاءِ ارتفاعيــنِ 
مــنَ الًارتفاعــاتِ الثلاثةِ 
كافيـًـا لتحديــدِ ملتقــى 
رُ إجابتي. الًارتفاعاتِ؟ أُبرِّ



37

الوحدةُ 5

بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

،RX = 48, QW = 30 َوكان ،∆QRS َهيَ مركز W ُإذا كانَتِ النقطة 
فأجدُ كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

     1  RW   2  WX

     3  QZ   4  WZ

أجدُ كُلًّاًّ ممّا يأتي:

     5  PZ   6  PX

     7  QZ   8  YZ

ABC∆ فــي المســتوى الإحداثــيِّ المُجــاوِرِ.  9  يظهــرُ 

أجدُ إحداثييْ مركزِ هذا المُثلَّثِ.

أجدُ إحداثييْ مركزِ المُثلَّثِ المعطاةِ إحداثياتُ رؤوسِهِ في كلٍّ ممّا يأتي:

10  F(1, 5), G(-2, 7), H(-6, 3)   11  A(5, 5), B( 11, -3), C(-1, 1)

دُ إذا  يظهرُ ABC∆ و GFH∆ في الشكلِ المُجاوِرِ. أُحدِّ
 كانَتْ كلُّ قطعةٍ مستقيمةٍ في ما يأتي تُمثِّلُ ارتفاعًا، أوْ عمودًا

فَ زاويةٍ: طةً، أوْ مُنصِّ فًا، أوْ قطعةً مُتوسِّ مُنصِّ

       12  BD   13  FJ

       14  CE   15  KL

S

Z

R

Y

Q
X

W

27

4n-26

2n+17

Q

Z
X

RP
Y

A(-2, 2)

C(1, 0)

B(4, 4)

x

4

2-2 4

y
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أجدُ إحداثييْ ملتقى ارتفاعاتِ المُثلَّثِ المعطاةِ إحداثياتُ رؤوسِهِ في كلٍّ ممّا يأتي:

16  X(-2, -2), Y(6, 10), Z(6, 6)   17  A(4, -3), B(8, 5), C(8, -8)

 18 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

 19  أكتشــفُ الخطأَ: يُمثِّلُ الشــكلُ المُجاوِرُ حَلَّ خالدٍ 

لإيجــادِ طــولِ DE فــي ABC∆، حيــثُ D مركزُ 
حُهُ. المُثلَّثِ. أكتشفُ الخطأَ في حَلِّ خالدٍ، ثمَّ أُصحِّ

 20  تبريرٌ: يظهرُ في المســتوى الإحداثيِّ المُجاوِرِ ABC∆ الذي مركزُهُ النقطةُ 

كَــتِ النقطةُ B إلى اليمينِ على المحورِ x، وظلَّتْ كلٌّ منَ النقطةِ  P. إذا حُرِّ

 ∆ABC ِفي موقعِها، فما تأثيرُ ذلكَ في موقــعِ كلٍّ منْ مركز C ِوالنقطــة A
رُ إجابتي. وملتقى ارتفاعاتهِِ؟ أُبرِّ

: يُبيِّنُ الشــكلُ المُجاوِرُ JKL∆. أســتعملُ المعلومــاتِ المعطاةَ في  تحدٍّ
الشكلِ للإجابةِ عنِ السؤالينِ الآتيينِ:

 21  أجــدُ مســاحةَ كلٍّ مــنَ JKM∆، و KML∆ بدلًالــةِ h، مُقارِنًا بينَ 

مساحتيِ المُثلَّثينِ.

طةِ للمُثلَّثِ تبعًا لًاختلافِ  ثينِ الناتجينِ منَ القطعةِ المُتوسِّ  22  في السؤالِ السابقِ، هلْ تختلفُ العلاقةُ بينَ مساحتيِ المُثلَّ

رًا إجابتي؟  نوعِ المُثلَّثِ، مُبرِّ

A AE = 12

EB
D

C

2
3

DE =     AE

2
3

DE =     (12)

DE = 8

�

x

y

O C

A

P B

4

2

2 4 6

6

J N M L

K

h 10
17

9

9
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ثيةُ النسبُ المُثلَّ
Trigonometric Ratios

الهدفُ: استقصاءُ النسبِ بينَ أطوالِ أضلاعِ المُثلَّثاتِ ذاتِ الزوايا القائمةِ.

أرسمُ الشكلَ المُجاوِرَ على ورقةِ مُربَّعاتٍ. الخطوةُ 1: 

الخطوةُ 2:  في كلٍّ مــنْ مُثلَّثاتِ الشــكلِ، أجدُ طولَ الضلــعِ المُقابلِِ 

بًا  للزاويةِ، وطــولَ الضلعِ المُجاوِرِ لها، وطــولَ الوترِ، مُقرِّ
لُ إليْهِ في الجدولِ التالي. نُ ما أتوصَّ إجابتي إلى أقربِ منزلةٍ عشريةٍ )إنْ لَزِمَ(، ثمَّ أُدوِّ

بًا إجابتي إلى أقربِ منزلةٍ عشريةٍ. أجدُ النسبَ المطلوبةَ في الجدولِ الآتي، مُقرِّ الخطوةُ 3: 

النسبُ
طولُ الوترِ

طولُ الضلعِ 
A ِالمُجاوِرِ للزاوية

طولُ الضلعِ 
A ِالمُقابلِِ للزاوية

المُثلَّثُ )المُقابلُِ(

)المُجاوِرِ(

)المُجاوِرُ(

)الوترِ(

)المُقابلُِ(

)الوترِ(

∆AB
1
C

1

∆AB
2
C

2

∆AB
3
C

3

∆ABC

أحُلِّلُ النتائجَ:

 1 ما قياسُ الزاويةِ A لكلِّ مُثلَّثٍ في الشكلِ؟

رُ إجابتي.  2 ما العلاقةُ بينَ المُثلَّثاتِ جميعِها في الشكلِ؟ أُبرِّ

 3 أدرسُ النسبَ بينَ أطوالِ الأضلاعِ في الجدولِ، ثمَّ أكتبُ ثلاثَ جملٍ لوصفِ النمطِ الذي يظهرُ.

A

B

B
1

C
1

C
2

C
3

B
2

B
3

C
18˚

نشاطٌ

نــشــاطٌ 
مفاهيميٌّ

أفُكِّرُ:

ثينِ المُجاوِرينِ.  أكتبُ ثلاثةَ تناسباتٍ باستعمالِ أطوالِ ساقيِ المُثلَّ

N

O
L

J MK
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الدرسُ

4
ةِ، وجيبِ تمامِها، وظلِّها، بوصفِها نسبًا بينَ أضلاعِ مُثلَّثٍ قائمِ الزاويةِ. فُ جيبِ الزاويةِ الحادَّ تعرُّ فكرةُ الدرسِ     

ثيةِ، مُتطابقِةُ فيثاغورس.  ، معكوسُ النسبةِ المُثلَّ ثيةُ، الجيبُ، جيبُ التمامِ، الظلُّ النسبُ المُثلَّ المصطلحاتُ    

مسألةُ اليومِ  تُبيِّــنُ الصــورةُ المُجــاوِرَةُ آلــةً    
حاســبةً علميةً. فيمَ يُستعمَلُ كلٌّ 
منَ المفاتيحِ الثلاثةِ المشارِ إليْها؟

النسبُ المُثلَّثيةُ 

ثيةُ (trigonometric ratio) هيَ نسبةٌ بينَ طوليْ ضلعينِ منْ أضلاعِ المُثلَّثِ قائمِ  النسبةُ المُثلَّ
الزاويةِ.

ثيةٍ مشهورةٍ، لها أسماءٌ ورموزٌ خاصةٌ بها. نُ النظريةُ الآتيةُ ثلاثَ نسبٍ مُثلَّ تتضمَّ

ثيةُ النسبُ المُثلَّ
Trigonometric Ratios

رموزٌ رياضيةٌ 

تشــيرُ الأحــرفُ الكبيرةُ 
(A, B, C) إلــى رؤوسِ 

المُثلَّثِ، في حينِ تشــيرُ 
ـرةُ  الصغيـ الأحــرفُ 
(a, b, c) إلــى الأطوالِ 

المُقابلِــةِ لتلكَ الرؤوسِ. 
فمثلًا، يشــارُ إلــى طولِ 
 A الضلعِ المُقابلِِ للزاويةِ 

بالحرفِ a، وهكذا.

ةً  إذا كانَ ABC∆ قائــمَ الزاويةِ، وكانَــتِ A∠ زاويةً حادَّ
فيهِ، فإنَّ نسبَ المُثلَّثِ التي هيَ أكثرُ شيوعًا تُعرَفُ بدلًالةِ 

الوترِ، والضلعِ المُقابلِِ، والضلعِ المُجاوِرِ كما يأتي: 

	 sin A = 
)المُقابلَِ(

)الوترِ(
 = 

a
c

)sine( ُالجيب

	 cos A = 
)المُجاوِرَ(

)الوترِ(
 = 

b
c

)cosine( ِجيبُ التمام

	 tan A = 
)المُقابلَِ(

)المُجاوِرِ(
 = 

a
b

)tangent( ُّالظل

النسبُ المُثلَّثيةُ نظريةٌ

B

C A

a
c

b
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الوحدةُ 5

ثيةِ الثلًّاثِ للزاويةِ A في المُثلَّثِ  أجدُ قِيَمَ النسبِ المُثلَّ
المُجاوِرِ، وأتركُ إجابتي في صورةِ كسرٍ:

.b ِالخطوةُ 1: أستعملُ نظريةَ فيثاغورس لإيجاد

a نظريةُ فيثاغورس
2
 + b

2
 = c

2

a = 7, c = 10 ِ7 بتعويض
2
 + b

2
 = 10

2

b2 = 100 + 49 بالتبسيطِ

b2 = 51 بطرحِ 49 منْ طرفيِ المعادلةِ 

b = ± √51 بأخذِ الجذرِ التربيعيِّ لطرفيِ المعادلةِ

.b = √51 َّبما أنَّ الطولَ لًا يُمكِنُ أنْ يكونَ سالبًا، فإن

ثيةَ الثلاثَ. الخطوةُ 2: أجدُ النسبَ المُثلَّ

tan A = 
a
b

 = 
7

√51
cos A = 

b
c

 = 
√51
10

sin A = 
a
c

 = 
7

10

قُ منْ فهمي أتحقَّ

ثيةِ الثلًّاثِ للزاويةِ T في المُثلَّثِ المُجاوِرِ،  أجدُ قِيَمَ النسبِ المُثلَّ
وأتركُ إجابتي في صورةِ كسرٍ:

10
7

C

B

A
b

مثال 1

5

13

T

r

S R

رُ  أُفكِّ

هــلْ يُمكِــنُ اســتعمالُ 
ثيةِ  وصفِ النســبِ المُثلَّ
ثيةِ  لإيجادِ النســبِ المُثلَّ
للزاويــةِ القائمــةِ فــي 
رُ  المُثلَّثِ قائمِ الزاويةِ؟ أُبرِّ

إجابتي.
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مُ  أتعلَّ

أضبطُ الآلةَ الحاسبةَ على 
خيارِ )DEGREES( قبلَ 

استعمالهِا.

بًا إجابتي إلى أقربِ ثلًّاثِ منازلَ عشريةٍ: أجدُ قيمةَ كلٍّ ممّا يأتي باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ، مُقرِّ

1  sin 54°

sin ، فتظهرُ  5 4 = sin ، ثمَّ أُدخِلُ القيمةَ 54، ثــمَّ أضغطُ على مفتاحِ 0.8090169944 5 4 = أضغــطُ على مفتاحِ 0.8090169944
النتيجةُ:

sin 5 4 = 0.8090169944

بالتقريبِ إلى ثلاثِ منازلَ عشريةٍ، فإنَّ النتيجةَ هيَ: 0.809

.sin 54° ≈ 0.809 ،ْإذن

2  )os 80°

sin ، فتظهرُ  5 4 = cos ، ثمَّ أُدخِلُ القيمةَ 80، ثــمَّ أضغطُ على مفتاحِ 0.8090169944 8 0 = أضغــطُ على مفتاحِ 0.1736481777
النتيجةُ:

cos 8 0 = 0.1736481777

بالتقريبِ إلى ثلاثِ منازلَ عشريةٍ، فإنَّ النتيجةَ هيَ: 0.174

.cos 80° ≈ 0.174 ،ْإذن

3  t)n 25°

sin ، فتظهرُ  5 4 = tan ، ثمَّ أُدخِلُ القيمةَ 25، ثــمَّ أضغطُ على مفتاحِ 0.8090169944 2 5 = أضغــطُ على مفتاحِ 0.4663076582
النتيجةُ:

tan 2 5 = 0.4663076582

بالتقريبِ إلى ثلاثِ منازلَ عشريةٍ، فإنَّ النتيجةَ هيَ: 0.466

.tan 25° ≈ 0.466 ،ْإذن

مثال 2

النسبُ المُثلَّثيةُ، والآلةُ الحاسبةُ

ثيةِ لزوايا معلومةٍ باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ.  يُمكِنُ إيجادُ قِيَمِ النسبِ المُثلَّ
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الوحدةُ 5

لغةُ الرياضياتِ 

·  يُقرَأُ معكوسُ الجيبِ: 

sine inverse، ويُرمَزُ 

.sin-1 ِإليْهِ بالرمز
·  يُقرَأُ معكوسُ جيبِ 

 cosine :ِالتمام
inverse، ويُرمَزُ إليْهِ 

.cos-1 ِبالرمز
 : ·  يُقرَأُ معكوسُ الظلِّ

tan inverse، ويُرمَزُ 

.tan-1 ِإليْهِ بالرمز

مُ  أتعلَّ

تحتــوي بعــضُ الآلًاتِ 
الحاســبةِ علــى مفاتيحَ 
خاصةٍ بمعكوسِ كلٍّ منَ 
ثيةِ، ويُمكِنُ  النســبِ المُثلَّ
اســتعمالُ هذهِ المفاتيحِ 
مباشرةً منْ دونِ استعمالِ  

. sinSHIFT 8÷3 )( = مفتاحِ 22.024312837

بًا إجابتي إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ: ةِ في كلٍّ ممّا يأتي، مُقرِّ أجدُ قياسَ A∠ الحادَّ

1  sin A = 3
8

sin A = 3 النسبةُ المعطاةُ
8

m∠ A = sin-1 ( 3 معكوسُ الجيبِ
8

 )

sin-1 ( 3 كما يأتي:
8

والآنَ أستعملُ الآلةَ الحاسبةَ لإيجادِ ( 

sinSHIFT 8÷3 )( = 22.024312837

بالتقريبِ إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ، فإنَّ النتيجةَ هيَ: 22.0°

.m∠ A ≈ 22.0° ،ْإذن

2  )os A = 10
13

cos A = 10 النسبةُ المعطاةُ
13

m∠ A = cos-1 ( 10 معكوسُ جيبِ التمامِ
13

 )

مثال 3

قُ منْ فهمي أتحقَّ

بًا إجابتي إلى أقربِ ثلًّاثِ منازلَ عشريةٍ: أجدُ قيمةَ كلٍّ ممّا يأتي باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ، مُقرِّ

))  sin 36°   ))  cos 70°   ))  tan 82°

ةٍ في المُثلَّثِ قائمِ الزاويةِ إذا عُلِمَتْ إحدى  يُمكِنُ استعمالُ الآلةِ الحاسبةِ لإيجادِ أيِّ زاويةٍ حادَّ
ثيةِ )inverse trigonometric ratio(. فإذا  نسبهِا، وذلكَ باستعمالِ معكوسِ النســبةِ المُثلَّ
عُلِمَ جيبُ الزاويةِ، فإنَّني أســتعملُ معكوسَ الجيــبِ ( sin-1)، وإذا عُلِمَ جيبُ تمامِ الزاويةِ، 
فإنَّني أستعملُ معكوسَ جيبِ التمامِ ( cos-1)، وإذا عُلِمَ ظلُّ الزاويةِ، فإنَّني أستعملُ معكوسَ 

.(tan-1 ) ِّالظل
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cos-1 ( 10 كما يأتي:
13

والآنَ أستعملُ الآلةَ الحاسبةَ لإيجادِ ( 

cosSHIFT 13÷10 )( = 39.7151372318

بالتقريبِ إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ، فإنَّ النتيجةَ هيَ: 39.7°

.m∠ A ≈ 39.7° ،ْإذن

3  t)n A = 12
5

tan A = 12 النسبةُ المعطاةُ
5

m∠ A = tan-1 ( 12 معكوسُ الجيبِ
5

 )

tan-1 ( 12 كما يأتي:
5

والآنَ أستعملُ الآلةَ الحاسبةَ لإيجادِ ( 

tanSHIFT 5÷12 )( = 67.380135052

بالتقريبِ إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ، فإنَّ النتيجةَ هيَ: 67.4°

.m∠ A ≈ 67.4° ،ْإذن

قُ منْ فهمي أتحقَّ

بًا إجابتي إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ: ةِ في كلٍّ ممّا يأتي، مُقرِّ أجدُ قياسَ A∠ الحادَّ

))  sin A = 4
9

   ))  cos A =  0.64  ))  tan A = 0.707

العلاقةُ بينَ الجيبِ وجيبِ التمامِ

 ،sin A = a
c

 , cos A = b
c

في المُثلَّــثِ المُجاوِرِ، إذا كانَ 
فما قيمةُ sin2 A + cos2 A؟

باعِ الخطواتِ الآتيةِ: يُمكِنُ إيجادُ قيمةِ sin2 A + cos2 A باتِّ

sin2 A + cos2 A = ( a بالتعويضِ
c

 )2
 + ( b

c
 )2

a 2 = بالتبسيطِ

c 2
 + b 2

c 2

c

b C

B

a

A

مُ  أتعلَّ

 ،(sin A)2 sin2 A  تعني 

.(cos A)2 تعني cos2 A و
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الوحدةُ 5

: ةٌ فيهِ، فإنَّ في أيِّ مُثلَّثٍ قائمِ الزاويةِ، حيثُ A زاويةٌ حادَّ

sin2 A + cos2 A = 1

مُتطابِقةُ فيثاغورس نظريةٌ

a 2+ b 2 = بجمعِ الكسورِ

c 2

c 2 = باستعمالِ نظريةِ فيثاغورس

c 2

1 = بالتبسيطِ

.(Pythagorean identity) وتُسمّى هذهِ العلاقةُ مُتطابقِةَ فيثاغورس ،sin2 A+cos2 A = 1 ،ْإذن

مُ  أتعلَّ

قيمــةُ كلٍّ مــنَ الجيبِ، 
وجيــبِ التمــامِ، والظلِّ 

ةٍ.  موجبةٌ لأيِّ زاويةٍ حادَّ

 ،sin N = 2
3

في المُثلَّــثِ المُجــاوِرِ، إذا كانَ 
.)os N ُفأجد

sin2 N + cos2 N = 1 مُتطابقِةُ فيثاغورس

sin N = 2
3

2 ) بتعويضِ 
3

 )
2

 + cos2 N = 1

4 بالتربيعِ
9

 + cos2 N = 1

4 منْ طرفيِ المعادلةِ
9

cos2 N = 5 بطرحِ 
9

cos N = ± √5 بأخذِ الجذرِ التربيعيِّ للطرفينِ
3

بما أنَّ جيــبَ التمامِ للزاويةِ N في المُثلَّــثِ قائمِ الزاويةِ LMN هوَ ناتجُ قســمةِ طولِ الضلعِ 

المُجاوِرِ على الوترِ، وبما أنَّ الأطوالَ لًا يُمكِنُ أنْ تكونَ ســالبةً، فإنَّ cos N قيمةٌ موجبةٌ؛ أيْ 

.cos N = √5
3

إنَّ 

NM

L

مثال 4
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قُ منْ فهمي أتحقَّ

.sin A ُفأجد ،)os A = 4
5

في المُثلَّثِ المُجاوِرِ، إذا كانَ 
B

CA

تينِ.  تانِ في أيِّ مُثلَّثٍ قائمِ الزاويةِ مُتتامَّ تُعَدُّ الزاويتانِ الحادَّ
ثيةِ؟ ولكنْ، ما العلاقةُ بينَ نسبهِِما المُثلَّ

: في المُثلَّثِ المُجاوِرِ، أُلًاحِظُ أنَّ

sin A = a
c

 , cos A = b
c

 , sin B = b
c

 , cos B= a
c

 

ةِ في المُثلَّثِ قائمِ الزاويةِ يســاوي جيبَ تمامِ  ، يُمكِنُ اســتنتاجُ أنَّ جيبَ الزاويةِ الحادَّ ومنْ ثَمَّ
متهِا. ةِ في المُثلَّثِ قائمِ الزاويةِ يساوي جيبَ مُتمِّ متهِا، وأنَّ جيبَ تمامِ الزاويةِ الحادَّ مُتمِّ

c

b C

B

a

A

رُ أتذكَّ

تانِ هما  الزاويتــانِ المُتتامَّ
زاويتانِ مجموعُ قياسيْهِما 

.90°

: تينِ في مُثلَّثٍ قائمِ الزاويةِ، فإنَّ إذا كانَ A وB زاويتينِ مُتتامَّ

sin A = cos (90°-A) = cos B sin B = cos (90°-B) = cos A

cos A = sin (90°-A) = sin B  cos B = sin (90°-B) = sin A

ةِ الجيبُ وجيبُ التمامِ للزوايا المُتتامَّ مفهومٌ أساسيٌّ

 .sin 56° ُفأجد ،)os 34°= 0.829 َإذا كان
ةِ cos A = sin (90°-A) تعريفُ الجيبِ وجيبِ التمامِ للزوايا المُتتامَّ

A = 34° ِبتعويض cos 34° = sin (90°-34°)

cos 34° = sin 56° بالتبسيطِ 

cos 34°= 0.829 ِبتعويض sin 56° = 0.829

قُ منْ فهمي أتحقَّ

 .)os 20° ُفأجد ،sin 70° = 0.9397 َإذا كان

مثال 5
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الوحدةُ 5

بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

ثيةِ الثلًّاثِ للزاويةِ A في كلٍّ ممّا يأتي، تاركًا إجابتي في صورةِ كسرٍ: أجدُ قِيَمَ النسبِ المُثلَّ

1       2       3  

بًا إجابتي إلى أقربِ ثلًّاثِ منازلَ عشريةٍ: أجدُ قيمةَ كلٍّ ممّا يأتي باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ، مُقرِّ

4  sin 43°    5  sin 67.2°    6  sin 90°

7  cos 80°    8  cos 22°    9  cos 90°

10  tan 20°    11  tan 45°    12  tan 30°

13  4 sin 63°    14  7 tan 52°    15  9 cos 8°

16  5
sin 31°

    17  3
tan 64°

    18  7
cos 60°

بًا إجابتي إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ: ةِ في كلٍّ ممّا يأتي، مُقرِّ أجدُ قياسَ B∠ الحادَّ

19  sin B = 0.5   20  sin B = 0.999   21  sin B = 0.877

بًا إجابتي إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ: ةِ في كلٍّ ممّا يأتي، مُقرِّ أجدُ قياسَ N∠ الحادَّ

22  cos N = 0.2   23  cos N = 0.5   24  cos N = 0.999

بًا إجابتي إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ: ةِ في كلٍّ ممّا يأتي، مُقرِّ أجدُ قياسَ M∠ الحادَّ

25  tan M = 0.6   26  tan M = 2.67    27  tan M = 4.38

13

5 CB

A

7

24 AC

B

15

8

A C

B
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.cos A ُفأجد ،sin A = 8
17

 28 في المُثلَّثِ المُجاوِرِ، إذا كانَ 

.sin 35° ُفأجد ،cos 55° = 0.57358 َ29 إذا كان 

.sin 12° و ،cos 12° ُفأجد ،sin 78° = 0.9781 َ30 إذا كان 

مهاراتُ التفكيرِ العليا

تبريرٌ: أســتعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشــكلِ المُجاوِرِ للإجابةِ عنِ الأســئلةِ 

رًا إجابتي: الآتيةِ، مُبرِّ

ثيةَ المتساويةَ في الشكلِ. دُ النسبَ المُثلَّ  31 أُحدِّ

 32 ما قياسُ كلٍّ منَ الزاويةِ X، والزاويةِ Z؟ 

 33 أكتبُ استنتاجًا بناءً على إجابتي عنِ السؤالينِ السابقينِ.

ةَ كلِّ متباينةٍ ممّا يأتي:  تبريرٌ: إذا كانَ LMN∆ قائمَ الزاويةِ في M، فأُثبتُِ صحَّ

34  sin L < 1     35  cos L < 1

.tan A = sin A
cos A

: مُعتمِدًا الشكلَ الآتيَ، أُثبتُِ أنَّ   36  تحدٍّ

B

÷c
c

b

a

CA

B
1

CA

a
c

b
c

B

CA

Y

ZX

33

3 √2
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الدرسُ

5
ثيةِ لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ في المُثلَّثِ. استعمالُ النسبِ المُثلَّ فكرةُ الدرسِ     

زاويةُ الًارتفاعِ، زاويةُ الًانخفاضِ. المصطلحاتُ    

مسألةُ اليومِ  يُبيِّنُ الشــكلُ المُجاوِرُ رافعةً، في نهايةِ ذراعِها حبلٌ متينٌ    

يرفــعُ حاويةً كبيرةً. إذا كانَتِ الزاويــةُ بينَ الحبلِ والذراعِ 

°54، وكانَ بُعْدُ الحاويةِ عنْ بدايــةِ الذراعِ m 3.5، فأجدُ 

طولَ ذراعِ الرافعةِ.

استعمالُ النسبِ المُثلَّثيةِ لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ في المُثلَّثِ

ثيةِ لإيجادِ أطوالِ أضــلاعٍ مجهولةٍ في المُثلَّــثِ في كثيرٍ منَ  يُمكِنُ اســتعمالُ النســبِ المُثلَّ
السياقاتِ الحياتيةِ والعلميةِ.

ثيةِ تطبيقاتُ النسبِ المُثلَّ
Applications of Trigonometric Ratios

54˚

3.5 m

  مثال 1 : منَ الحياةِ

بنــاءٌ: يُبيِّــنُ الشــكلُ المُجــاوِرُ الممرَّ 
المُنحدِرَ الخاصَّ بذوي الإعاقةِ الحركيةِ 
في أحدِ الأبنيةِ. إذا كانَ ارتفاعُ نهايةِ هذا 
 ،45 )m َالممرِّ عنْ ســطحِ الأرضِ هو
وكانَتِ الزاويةُ التــي يصنعُها الممرُّ معَ 

بًا إجابتي إلى أقربِ عددٍ صحيحٍ. الأرضِ هيَ °4.8، فأجدُ طولَهُ، مُقرِّ

أُلًاحِظُ منَ الشــكلِ أنَّ الزاويةَ المَقيســةَ هيَ °4.8، ولتكنْ A، وأنَّ طولَ الضلعِ المُقابلِِ لها هوَ 
cm 45، وأنَّ الضلعَ المجهولَ هوَ الوترُ، وليكنْ d؛ لذا أســتعملُ نســبةَ الجيبِ لإيجادِ طولِ 

الممرِّ المُنحدِرِ.

4.8°

45 cm
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 = sin A نسبةُ الجيبِ
)المُقابلَِ(

)الوترِ(

sin 4.8° = 45 بالتعويضِ
d

d بضربِ طرفيِ المعادلةِ في d (sin 4.8°) = 45

 sin 4.8° بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على d = 45
sin 4.8°

d ≈ 538 باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

إذنْ، طولُ الممرِّ المُنحدِرِ هوَ cm 538 تقريبًا.

قُ منْ فهمي أتحقَّ

هِ m 10. إذا  يُبيِّنُ الشــكلُ المُجاوِرُ برجَ اتصالاتِ، طولُ ظلِّ
كانَتِ الزاويةُ التي تصنعُها أشعةُ الشمسِ معَ نهايةِ الظلِّ على 

˚72سطحِ الأرضِ هيَ °72، فأجدُ ارتفاعَ البرجِ.
10 m

رُ  أُفكِّ

هلْ يُمكِنُ استعمالُ نسبةٍ 
ثيةٍ أُخرى لإيجادِ طولِ  مُثلَّ
رُ  أُبرِّ الممــرِّ المُنحــدِرِ؟ 

إجابتي. 

ثيةِ لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ في المُثلَّثِ. والآنَ  تعلَّمْتُ في المثالِ السابقِ استعمالَ النسبِ المُثلَّ
ثيةِ ومعكوسِ  سأتعلَّمُ كيفَ أجدُ قياســاتِ زوايا مجهولةٍ في المُثلَّثِ باستعمالِ النســبِ المُثلَّ

ثيةِ. النسبِ المُثلَّ

بًا إجابتي إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ: أجدُ قياسَ A∠ في كلِّ مُثلَّثٍ ممّا يأتي، مُقرِّ
1  

بما أنَّ طولَ الضلعِ المُقابلِِ لـ A∠ وطولَ الوترِ معلومانِ، 
فإنَّني أستعملُ الجيبَ:

sin A = 3 تعريفُ الجيبِ
10

m∠ A = sin-1 ( 3 معكوسُ الجيبِ
10

 )

مثال 2

C

B

A

10
3
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الوحدةُ 5

sin-1 ( 3 كما يأتي:
10

والآنَ أستعملُ الآلةَ الحاسبةَ لإيجادِ ( 

sinSHIFT 10÷3 )( = 17.4576031237

بالتقريبِ إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ، فإنَّ النتيجةَ هيَ: 17.5°

.m∠ A ≈ 17.5° ،ْإذن

2  

بما أنَّ طولَ الضلعِ المُجاوِرِ لـ A∠ وطولَ الوترِ معلومانِ، 
فإنَّني أستعملُ جيبَ التمامِ:

cos A = 5 تعريفُ جيبِ التمامِ
8

m∠ A = cos-1 ( 5 معكوسُ جيبِ التمامِ
8

 )

cos-1 ( 5 كما يأتي:
8

والآنَ أستعملُ الآلةَ الحاسبةَ لإيجادِ ( 

cosSHIFT 8÷5 )( = 51.3178125465

بالتقريبِ إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ، فإنَّ النتيجةَ هيَ: 51.3°

.m∠ A ≈ 51.3° ،ْإذن

قُ منْ فهمي أتحقَّ

بًا إجابتي إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ: أجدُ قياسَ L∠ في كلِّ مُثلَّثٍ ممّا يأتي، مُقرِّ

))        ))     ))  

C

B

A

8

5

N

M

L

4
1

R

M

L

8

3 O

N

L

6

9
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مُ  أتعلَّ

بكلمــاتٍ أُخــرى، فإنَّ 
طــولَ الضلــعِ المُقابلِِ 
للزاويــةِ °30 في المُثلَّثِ 

يساوي   30° - 60° - 90°

نصفَ طولِ الوترِ.

استعمالُ النسبِ المُثلَّثيةِ في المُثلَّثاتِ الخاصةِ 

ــثٌ  ــثَ °90 - °45 - °45؛ وهــوَ مُثلَّ يُبيِّــنُ الشــكلُ المُجــاوِرُ المُثلَّ
قائــمُ الزاويــةِ، ومُتطابـِـقُ الضلعَيــنِ. 

ةً طــولَ كلِّ  ــثُ بــأنَّ طــولَ وتــرِهِ يســاوي 2√ مَــرَّ يمتــازُ هــذا المُثلَّ
ساقٍ منْ ساقيْهِ.

 30° - 60° - 90° أمّــا الشــكلُ المُجــاوِرُ فيُبيِّــنُ المُثلَّــثَ 
ــاقِ  ــولِ الس ــيْ ط ــاوي مثل ــرِهِ يس ــولَ وت ــأنَّ ط ــازُ ب ــذي يمت ال
ــةِ  ــةِ للزاوي ــاقِ المُقابلِ ــولَ الس ــأنَّ ط ــةِ °30، وب ــةِ للزاوي المُقابلِ
ــةِ 30°. ــةِ للزاوي ــاقِ المُقابلِ ــولَ الس ةً ط ــرَّ ــاوي 3√ مَ °60 يس

x

x
x √245˚

45˚

2x
x

x √3

60˚

30˚

ثيةُ للزوايا الخاصةِ: °45 ,°60 ,°30 لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ في المُثلَّثِ.  تُستعمَلُ النسبُ المُثلَّ
وفي ما يأتي تلخيصٌ لهذهِ النسبِ.

النسبُ المُثلَّثيةُ للزوايا الخاصةِ مفهومٌ أساسيٌّ

المُثلَّثُالجيبُجيبُ التمامِالظلُّ

tan 45° = 1cos 45° = 1

√2
sin 45° = 1

√2

1

1 √2
45˚

45˚

tan 30° = 1

√3

tan 60° = √3

cos 30° = √3
2

cos 60° = 1
2

sin 30° = 1
2

sin 60° = √3
2

1

√3

260˚

30˚
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الوحدةُ 5

زوايا الارتفاعِ والانخفاضِ

ــمُ  ــيِّ اس ــطِّ الأفق ــى والخ ــى الأعل ــرِ إل ــطِّ النظ ــنَ خ ــورةِ بي ــةِ المحص ــى الزاوي ــقُ عل يُطلَ
ــرِ  ــطِّ النظ ــنَ خ ــورةِ بي ــةِ المحص ــلِ الزاوي ــاعِ )angle of elevation(، مث ــةِ الارتف زاوي
ــةِ  ــى الزاوي ــقُ عل . ويُطلَ ــيِّ ــطِّ الأفق ــماءِ والخ ــي الس ــرةٍ ف ــى طائ ــطحِ الأرضِ إل ــنْ س م
ــاضِ  ــةِ الانخف ــمُ زاوي ــيِّ اس ــطِّ الأفق ــفلِ والخ ــى الأس ــرِ إل ــطِّ النظ ــنَ خ ــورةِ بي المحص
ــى  ــارةٍ إل ــنْ من ــرِ م ــطِّ النظ ــنَ خ ــورةِ بي ــةِ المحص ــلِ الزاوي )angle of depression(، مث

. ــيِّ ــطِّ الأفق ــرِ والخ ــي البح ــفينةٍ ف س

أجدُ قيمةَ x في المُثلَّثِ المُجاوِرِ. 

 = cos A نسبةُ جيبِ التمامِ
)المُجاوِرَ(

)الوترِ(

cos 30° = x بالتعويضِ
100

cos 30° = √3
2

 √3
2

 = x
100

3√ 100 بضربِ طرفيِ المعادلةِ في 100 
2

 = x

x = 50 √3 بالتبسيطِ

قُ منْ فهمي أتحقَّ

أجدُ قيمةَ x في المُثلَّثِ المُجاوِرِ. 

x

A B

C

100
30˚

مثال 3

x

7 √2

45˚

أفقيٌّ

أفقيٌّ

زاويةُ الانخفاضِ

زاويةُ الارتفاعِ خطُّ النظرِ

خطُّ النظرِ
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مُ  أتعلَّ

الخطُّ الأفقيُّ ومســتوى 
سطحِ البحرِ مُتوازِيانِ؛ لذا 
فإنَّ الزاويةَ المحصورةَ بينَ 
خطِّ النظرِ والخطِّ الأفقيِّ 
والزاويــةَ المحصورةَ بينَ 
خطِّ النظرِ وســطحِ البحرِ 
مُتبادِلتــانِ داخليًّــا، إذنْ، 

فَهُما متطابقتانِ.

يُمكِنُ استعمالُ زوايا الًارتفاعِ والًانخفاضِ لإيجادِ قياساتٍ مجهولةٍ في المُثلَّثِ قائمِ الزاويةِ.

  مثال 4 : منَ الحياةِ

قارِبٌ: ينظرُ عليٌّ منْ أعلى جُرْفٍ إلى قارِبٍ في 

البحرِ بزاويةِ انخفــاضٍ مقدارُها °42. إذا كانَ 

 ،100 m َارتفاعُ الجُرْفِ عنْ ســطحِ البحرِ هو

فأجدُ بُعْدَ القارِبِ عنْ قاعدةِ الجُرْفِ.

بما أنَّ قيــاسَ الزاويةِ المحصورةِ بينَ خطِّ النظرِ 
والخطِّ الأفقيِّ )زاويةُ الًانخفاضِ( هوَ °42، فإنَّ 
قياسَ الزاويةِ المحصورةِ بينَ خطِّ النظرِ وسطحِ 
البحرِ هوَ °42؛ لأنَّهُما زاويتانِ مُتبادِلتانِ داخليًّا.

 :x َوأنَّ بُعْدَ القارِبِ عنْ قاعدةِ الجُرْفِ هو ،A َأفترضُ أنَّ زاويةَ الًانخفاضِ هي

 = tan A نسبةُ الظلِّ
)المُقابلَِ(
)المُجاوِرِ(

tan 42° = 100 بالتعويضِ
x

x بضربِ طرفيِ المعادلةِ في x tan 42° = 100

tan 42° بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على x = 100
tan 42°

x ≈ 111 باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

إذنْ، بُعْدُ القارِبِ عنْ قاعدةِ الجُرْفِ هوَ m 111 تقريبًا.

قُ منْ فهمي أتحقَّ

طائرةٌ: رصدَتْ ليلى طائرةً في الســماءِ بزاويةِ 
ارتفاعٍ مقدارُها °21 لحظةَ مرورِها فوقَ سطحِ 
أحدِ المنــازلِ. إذا كانَ بُعْدُ ليلى عنِ المنزلِ هوَ 

km 3.8، فأجدُ ارتفاعَ الطائرةِ عنِ المنزلِ.

x A

42˚

42˚

10
0 

m

42˚

10
0 

m

˚21المنزلُ

3.8 km
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الوحدةُ 5

بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

بًا إجابتي إلى أقربِ جزءٍ منْ مئةٍ: أجدُ قيمةَ x في كلِّ مُثلَّثٍ ممّا يأتي، مُقرِّ

1       2       3  

4       5       6  

7       8       9  

بًا إجابتي إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ: أجدُ قيمةَ x في كلِّ مُثلَّثٍ ممّا يأتي، مُقرِّ

10       11       12  

13       14       15  

24˚

13 cm
x

36˚

59 cm

x 15 cm

x75˚

48˚

8 cm

x

49˚

6.5 cm

x

14 cm
x 52˚

63˚

7 cm

x 6 cm

x
34˚ 11 cm

x

33˚

8 cm

3 cm

x

15 cm

8 cm

x
4 cm

1 cm
x

13 cm
17 cm

x
4 cm

3.5 cm

x

168

56
x
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 76 m ُةٍ إذاعيةٍ، واســتُعمِلَ ســلكٌ داعمٌ طولُه  16  وُضِــعَ هوائيُّ بثٍّ فوقَ بُرْجِ محطَّ

لتثبيتِ طرفِ الهوائيِّ بســطحِ الأرضِ كما في الشــكلِ المُجاوِرِ. إذا كانَ ارتفاعُ 
بًا  البُرْجِ والهوائيِّ هوَ m 60، فأجدُ قياسَ الزاويةِ بينَ الســلكِ وسطحِ الأرضِ مُقرِّ

إجابتي إلى أقربِ عُشْرِ درجةٍ.

ثيةَ لإيجادِ قيمةِ x في كلِّ مُثلَّثٍ ممّا يأتي:  أستعملُ النسبَ المُثلَّ

17       18       19  

.AC و B ِأستعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشكلِ لإيجادِ أقصرِ مسافةٍ بينَ النقطة .∆ABC 20  يُبيِّنُ الشكلُ الآتي 

B

CA
34˚34˚

25 cm25 cm

عِ كما في الشكلِ،  عَ ABCD الذي طولُ ضلعِهِ cm 40. إذا كانَتِ النقطةُ P تقعُ داخلَ المُربَّ  21  يُبيِّنُ الشــكلُ الآتي المُربَّ

.CD و ،AB و ،AD ْفأجدُ بُعْدَ هذهِ النقطةِ عنْ كلٍّ من

C

P

D

B

A

40 cm

32 cm

50˚

60 m76 m

x

30˚

50

x 45˚60˚

10 x

5(1+ √3 )

60˚

20

30x
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الوحدةُ 5

 22  وُضِعَ سُلَّمٌ على أحدِ أطرافِ مبنىً كما في الشكلِ المُجاوِرِ، وكانَتِ الزاويةُ 

لَّمُ معَ الأرضِ هيَ °75؛ لتجنُّبِ السقوطِ عنهُْ. أجدُ ارتفاعَ  التي يصنعُها السُّ
.6 m ُطرفِ السُلَّمِ عنْ سطحِ الأرضِ في هذهِ الحالةِ إذا كانَ طولُه

 23  وقفَ عصفورٌ على شــجرةٍ ارتفاعُها m 12، مُراقِبًا دودةً على ســطحِ الأرضِ بزاويــةِ انخفاضٍ مقدارُها °34. أجدُ 

المسافةَ بينَ الدودةِ والعصفورِ.

 24  أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

رًا إجابتي.  25 تبريرٌ: أجدُ قيمةَ x في الشكلِ الآتي، مُبرِّ

14.3 cm

15.1 cm 24.4 cm

x

51˚

46˚

: يُبيِّنُ الشــكلُ الآتي خماســيًّا مُنتظَمًا، طولُ نصفِ قُطْرِهِ r. أســتعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشكلِ لإيجادِ   26  تحدٍّ

. مساحةِ الخماسيِّ

12 in.
r

36˚

75˚
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أختارُ رمزَ الإجابةِ الصحيحةِ لكلٍّ ممّا يأتي:

 1  في الشــكلِ المُجاوِرِ، 

إذا كانَتِ PQ هيَ قطعةَ 
منتصــفٍ فــي المُثلَّثِ 

RST، فإنَّ طولَ RT بالأمتارِ هوَ:

))  9   ))  21   ))  45   d)  63

 2  في الشــكلِ المُجــاوِرِ، إذا كانَتِ النقطــةُ P هيَ مركزَ 

الدائــرةِ الداخليةِ 
لـــ ABC∆، فــإنَّ 
الجملةَ الصحيحةَ 

ممّا يأتي هيَ:

))  PA = PB   ))  YA = YB 

))  PX = PY    d)  AX = BZ

 C  3  جيبُ تمامِ الزاويةِ 

في الشــكلِ المُجاوِرِ 
يساوي: 

))  
3

5
    ))  

3

4

))  
4

5
    d)  

5

4

 4  في الشكلِ المُجاوِرِ،

DF = 24, :َإذا كان 
،BC = 6, DB = 8 

 فأجدُ محيطَ

.ADF ِالمُثلَّث

أجدُ قيمةَ x في كلٍّ ممّا يأتي:

5  

10x-21

2x

6  

F

R

G

Q H P

N

24

14x

25

7  

(3x+16)˚

7x˚

8  P

RQ S 5x+310x-7

أجــدُ إحداثييْ ملتقى ارتفاعاتِ المُثلَّــثِ المعطاةِ إحداثياتُ 
رؤوسِهِ في كلٍّ ممّا يأتي:

9  L(0, 5), M(3, 1), N(8, 1)

10  A(-4, 0), B(1, 0), C(-1, 3)

R T

Q
P

S

(4x-27)m

(x+9)m

B
Z

P
Y

A
X

C

B

A

C
3

5

B

A E F

C

D
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إذا كانَــتِ النقطــةُ G هيَ مركزَ ABC∆ المُبيَّنِ في الشــكلِ 
الآتي، فأســتعملُ المعلوماتِ المعطاةَ في الشكلِ لإيجادِ كلِّ 

قياسٍ ممّا يلي: 
B

A

D

F C

EG6

12

11  FC   12  BF

ABC∆ فــي   13  يظهــرُ  

المســتوى الإحداثــيِّ 
المُجاوِرِ. أجدُ إحداثييْ 

مركزِ هذا المُثلَّثِ.

 ،cos A = 
4

7
ةً في مُثلَّثٍ، وكانَ    14  إذا كانَتِ A∠ زاويةً حادَّ

.sin A ُفأجد

بًا إجابتي  أجدُ قيمةَ كلٍّ ممّا يأتي باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ، مُقرِّ
إلى أقربِ ثلًّاثِ منازلَ عشريةٍ:

15  sin 5°   16  sin 81°

17  cos 33°   18  tan 70°

ثيةِ الثلًّاثِ للزاويةِ E في كلٍّ ممّا يأتي: أجدُ قِيَمَ النسبِ المُثلَّ

19      20  

بًا إجابتي إلى أقربِ  أجدُ قيمةَ x فــي كلِّ مُثلَّثٍ ممّا يأتي، مُقرِّ
جزءٍ منْ عشرةٍ:

21      22  

23      24  

 تدريبٌ على الاختباراتِ الدوليةِ

 25  إذا كانَــتِ A(1, 3)، وكانَتِ B(1, 9)، فإنَّ النقطةَ التي 

فِ العموديِّ لـ AB هيَ: تقعُ على المُنصِّ

))  (3, 3)   ))  (1, 6)

))  (6, 6)    d)  (3, 12)

 26  الوصــفُ الصحيــحُ 

لـــ LN فــي الشــكلِ 
المُجاوِرِ هوَ:

طةٌ. .   a( قطعةٌ مُتوسِّ فٌ عموديٌّ  a( مُنصِّ

فُ زاويةٍ.   da ارتفاعٌ.  a( مُنصِّ

 27  رُصِــدَ قارِبٌ 

في البحرِ منْ 
ــةِ  أعلــى قِمَّ

جُــرْفٍ بزاويةِ انخفاضٍ مقدارُهــا °52. إذا كانَ ارتفاعُ 
الجُرْفِ عنْ ســطحِ البحرِ m 200، فأجدُ بُعْدَ القارِبِ 

عنْ قاعدةِ الجُرْفِ.

O

y

x

4

2

2 8C(5, 0)

B(7, 4)

A(0, 2)

F

D

E

27

36

F

E

D

17
8

15

5

12

x

10
x

62˚

50

x40˚

16

34

x

K
J

N

H

M

LG

52˚

200 m



الوحدةُ

6
ةُ والمقاديرُ الجذريةُ يَّ المقاديرُ الُأسِّ

Exponential and Radical Expressions

ما أهميةُ هذهِ 
الوحدةِ؟

يَّةُ والمقاديرُ الجذريةُ لنمذجةِ  تُســتعمَلُ المقاديرُ الأسُِّ
كثيرٍ مــنَ المواقفِ الحياتيةِ والعلميــةِ، ويُمكِنُ توظيفُ 
المعادلاتِ الجذريةِ فــي تحديدِ قِيَمٍ علميةٍ دقيقةٍ، مثلِ: 

سرعةِ الصوتِ، والزمنِ الذي يستغرقُهُ البندولُ في 
أثناءِ حركتهِِ التذبذبيةِ ذهابًا وإيابًا.

60

مْتُ سابقًا: تعلَّ

✔  تبسيطَ مقاديرَ جبريةَ تحوي جذورًا صمّاءَ.

✔  اســتعمالَ قوانينِ الأسُــسِ الصحيحةِ لتبسيطِ 

يَّةٍ. مقاديرَ أُسِّ

✔  استعمالَ قوانينِ الأسُسِ النسبيةِ لتبسيطِ مقاديرَ 

يَّةٍ. أُسِّ

✔  حَلَّ المعادلاتِ الخطيةِ والمعادلاتِ التربيعيةِ.

مُ في هذهِ الوحدةِ:  سأتعلَّ

◂  اســتعمالَ قوانينِ الأسُــسِ الصحيحةِ لتبسيطِ 

يَّةٍ. مقاديرَ أُسِّ

◂  تبسيطَ المقاديرِ الجذريةِ.

◂  إجراءَ العملياتِ على المقاديرِ الجذريةِ.

◂  حَلَّ معادلاتٍ تحوي جذورًا.



يَّةِ والمقاديرِ الجذريةِ في التعبيرِ عنْ أبعادِها. ماتٍ، وتوظيفُ المقاديرِ الأسُِّ فكرةُ المشروعِ تصميمُ مُجسَّ   

. الموادُّ والأدواتُ قطعٌ منَ البولسترينِ، أدواتٌ هندسيةٌ، مِقَصٌّ   

61

ةُ والجذريةُ يَّ ماتُ والمقاديرُ الُأسِّ مشروعُ المُجسَّ
الوحدةِ

خطواتُ تنفيذِ المشروعِ:

المهمةُ 1:

 . يٍّ يحوي مُتغيِّرينِ على الأقلِّ بًا، وأُعبِّرُ عنْ طولهِِ بمقدارٍ أُسِّ  1  أصنعُ منْ قطعِ البولسترينِ مُكعَّ

. يِّ بِ ومساحةَ سطحِهِ في أبسطِ صورةٍ بدلالةِ مُتغيِّراتِ المقدارِ الأسُِّ  2  أجدُ حجمَ المُكعَّ

بِ. بِ متوازيَ مستطيلاتٍ قاعدتُهُ مُربَّعةٌ، وطولُ ضلعِها يقلُّ بمقدارِ cm 5 عنْ طولِ ضلعِ المُكعَّ  3  أُنشِئُ في وسطِ المُكعَّ

 4  أجدُ حجمَ متوازي المستطيلاتِ الذي أنشأْتُهُ في الخطوةِ السابقةِ.

بِ بعدَ إنشاءِ متوازي المستطيلاتِ داخلَهُ في أبسطِ صورةٍ.  5  أجدُ مساحةَ سطحِ المُكعَّ

ا.  بِ بمقدارٍ جبريٍّ آخرَ، وليكنْ مقدارًا جذريًّ  6  أُعبِّرُ عنْ طولِ ضلعِ المُكعَّ

بِ ومساحةَ سطحِهِ بدلالةِ المقدارِ الجذريِّ في أبسطِ صورةٍ.  7  أجدُ حجمَ المُكعَّ

المهمةُ 2:

 1  أصنعُ منْ قطعِ البولسترينِ هرمًا قاعدتُهُ مُربَّعةٌ.

 2  أقصُّ الهرمَ منَ الأعلى بموازاةِ القاعدةِ كما في الشكلِ المُجاوِرِ.

 ،b
1
مِ، مُفترِضًا أنَّ طولَ قاعدتهِِ الكبيرةِ هوَ   3  أجدُ علاقةً يُمكِنُ بها إيجادُ الارتفاعِ الجانبيِّ للمُجسَّ

 .ℓ َوارتفاعَهُ الجانبيَّ هو ،h َوارتفاعَهُ هو ،b
2
وطولَ قاعدتهِِ الصغيرةِ هوَ 

ــمِ إلى أقربِ   4  أقيسُ طولَ القاعدةِ الكبيرةِ، وطولَ القاعدةِ الصغيرةِ، والارتفاعَ الجانبيَّ للمُجسَّ

مِ. لْتُ إليْها في الفرعِ السابقِ لإيجادِ ارتفاعِ المُجسَّ سنتيمترٍ، ثمَّ أستعملُ العلاقةَ التي توصَّ

عرضُ النتائجِ:

حُ خطواتِ العملِ في المشروعِ. 	 نُ صورًا تُوضِّ أُعِدُّ عرضًا تقديميًّا يتضمَّ

مْتُهُ في الوحدةِ في تنفيذِ هذا المشروعِ. 	 حًا كيفَ وظَّفْتُ ما تعلَّ ، مُوضِّ مْتُها أمامَ طلبةِ الصفِّ ماتِ التي صمَّ أعرضُ المُجسَّ

h
�

b
2

b
1
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الدرسُ

1
يَّةٍ. استعمالُ خصائصِ الأسُسِ الصحيحةِ لتبسيطِ مقاديرَ أُسِّ فكرةُ الدرسِ     

بًا طولُ ضلعِهِ 7u4 v3 وحدةً. أجدُ حجمَ  مسألةُ اليومِ  يُبيِّنُ الشــكلُ المُجاوِرُ مُكعَّ   

بِ بدلالةِ u وv في أبسطِ صورةٍ. المُكعَّ

يَّةِ باستعمالِ خصائصِ ضربِ القُوى تبسيطُ المقاديرِ الأسُِّ

رِ لعددٍ في نفسِهِ. وتعلَّمْتُ  تعلَّمْتُ ســابقًا كيفَ أستعملُ الأسُــسَ للتعبيرِ عنِ الضربِ المُتكرِّ
، وأنَّ العددَ نفسَهُ يُسمّى الأساسَ، وأنَّ كُلاًّ منَ  أيضًا أنَّ عددَ مَرّاتِ تكرارِ الضربِ يُسمّى الأسَُّ

ةَ.  الأساسِ والأسُِّ معًا يُسمّى القوَّ

رُ أتذكَّ

يَّةُ هيَ صيغةٌ  الصيغةُ الأسُِّ
يُكتَــبُ فيهــا الضــربُ 
رُ باســتعمالِ  المُتكــرِّ

الأسُسِ.

ةِ  يَّ تبسيطُ المقاديرِ الُأسِّ
Simplifying Exponential Expressions 

7u4v3

: إذا كانَ a عددًا حقيقيًّا، وكانَ n عددًا صحيحًا موجبًا، فإنَّ

ةً n مَرَّ

an = a × a × a × a × .... × a

حيثُ:
a: الأساسُ. 

. n: الأسُُّ

يَّةُ الصيغةُ الأسُِّ مراجعةُ المفهومِ

ةِ ناتجِ الضربِ إذا كانَ  ةِ، وقــوَّ ةِ القوَّ تعلَّمْتُ أيضًا كيفَ أســتعملُ خاصيــةَ ضربِ القوى، وقوَّ

الأســاسُ عددًا حقيقيًّا. والآنَ ســأتعلَّمُ كيفَ أســتعملُ خصائصَ ضربِ القُوى هذهِ لتبسيطِ 

يَّةٍ تحوي مُتغيِّراتٍ.  مقاديرَ أُسِّ

3 × 3 × 3 × 3 × 3 = 35

الأسُُّ

الأساسُ
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الوحدةُ 6

مُ أتعلَّ

ــيِّ  كتابــةُ المقدارِ الأسُِّ
في أبســطِ صورةٍ تتطلَّبُ 
كتابــةَ مقــدارٍ مُكافـِـئٍ 
، تتوافرُ  ــيِّ للمقدارِ الأسُِّ
فيهِ الشــروطُ الواردةُ في 

الصندوقِ المُجاوِرِ.

مُ أتعلَّ

إذا لــمْ يظهــرْ أُسٌّ فوقَ 
ــهُ يكونُ  المُتغيِّرِ، فإنَّ أُسَّ

: 1؛ أيْ إنَّ
r = r1

: إذا كانَ a وb عددينِ حقيقيينِ أوْ مقدارينِ جبريينِ، وكانَ m وn عددينِ صحيحينِ، فإنَّ

الخاصيةُ مثالٌ

1) am × an = am + n ضربُ القوى  x3 × x7 = x3+7 = x10

2) (am )n = amn ةِ  ةُ القوَّ قوَّ (y4 )5 = y 4×5 = y 20

3) (ab)m = am bm ةُ ناتجِ الضربِ  قوَّ (6g)3 = 63 g3 = 216 g3

خصائصُ ضربِ القُوى مفهومٌ أساسيٌّ

يُّ في أبسطِ صورةٍ إذا توافرَتْ فيهِ الشروطُ الآتيةُ: يكونُ المقدارُ الأسُِّ

ةً واحدةً فقطْ، وأنْ تكونَ الأسُسُ جميعُها موجبةً، وصحيحةً  	 أنْ يظهرَ الأســاسُ مَرَّ
في المقامِ.

ةِ. 	 ةَ القوَّ نَ المقدارُ قوَّ ألّا يتضمَّ

أنْ تكونَ الكسورُ جميعُها في أبسطِ صورةٍ. 	

يِّ أبسطُ صورةٍ للمقدارِ الأسُِّ مفهومٌ أساسيٌّ

يُّ في أبسطِ صورةٍ إذا توافرَتْ فيهِ شروطٌ مُعيَّنةٌ.  يكونُ المقدارُ الأسُِّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:
1  (3r y5 )(6r2 y3 )

( y5 × y3)( r × r2)(3×6) = ( 6r2 y3)( 3r y5) بإعادةِ تجميعِ الثوابتِ والمُتغيِّراتِ

( y5+3)( r1+2)(6 × 3) = ضربُ القوى

18r3 y8 = بالتبسيطِ

مثال 1
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2  ((x2 )
5
 )

8

ةِ ةُ القوَّ ( x2)) قوَّ
5
 )

8

 = (x2×5 )
8

( x10) = بالتبسيطِ
8

ةِ ةُ القوَّ x10 × 8 = قوَّ

x 80 = بالتبسيطِ

3  (-2a2 b)3

ةُ ناتجِ الضربِ 3 = (-2)3 (a2)3 b3(2a2 b-) قوَّ

8a6 b3- = بالتبسيطِ

4  (4x5 y3 )(-3xy5 )2

ةُ ناتجِ الضربِ 2 = (4x5 y3 )((-3)2 (x)2 (y5 )2 )( 3xy5-)( 4x5 y3) قوَّ

ةِ ةُ القوَّ ( 9x2 y10)( 4x5 y3) = قوَّ

( y3 × y10)( x5 × x2)(9 × 4) = بإعادةِ تجميعِ الثوابتِ والمُتغيِّراتِ

36x7 y13 = ضربُ القوى

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

a)  (2m5 n11 )(m2 n4 )   b)  ((v2 )
6
 )

9

c)  (5x3 y7 )4    d)  (5a3 b4 )(ab2 )7

يَّةِ باستعمالِ خصائصِ قسمةِ القُوى تبسيطُ المقاديرِ الأسُِّ

ةِ ناتجِ القسمةِ إذا كانَ الأساسُ  تعلَّمْتُ ســابقًا كيفَ أستعملُ خاصيةَ قسمةِ القوى، وخاصيةَ قوَّ
عددًا حقيقيًّا. والآنَ سأتعلَّمُ كيفَ أســتعملُ هاتينِ الخاصيتينِ اللتينِ هما منْ خصائصِ قسمةِ 

يَّةٍ تحوي مُتغيِّراتٍ. القُوى لتبسيطِ مقاديرَ أُسِّ
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الوحدةُ 6

ا منَ المُتغيِّراتِ لا يساوي صفرًا: أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ أيًّ

1  
u2 v6

uv2

 بإعادةِ تجميعِ المُتغيِّراتِ
u2 v6

uv2  = ( u
2

u
 )( v

6

v2  )
( v6-2)( u2-1) = قسمةُ القوى

uv4 = بالتبسيطِ

2  ( 
-2x3

x2y5  )
4

2x3- ) قسمةُ القوى

x2 y5  )
4

 = ( -2x3-2

y5  )
4

2x- ) = بالتبسيطِ

y5  )
4

ةُ ناتجِ القسمةِ  = قوَّ
(-2)4 x4

(y5)4

ةِ ةُ القوَّ  = قوَّ
16x4

y20

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

ا منَ المُتغيِّراتِ لا يساوي صفرًا: أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ أيًّ

a)  
m4 n5

m2 n3     b)  ( a8 b6

a4 )
5

مثال 2

m َوكان ،b ≠ 0 و a ≠ 0 :ُعدديــنِ حقيقيينِ أوْ مقدارينِ جبرييــنِ، حيث bو a َإذا كان
: و n عددينِ صحيحينِ، فإنَّ

الخاصيةُ مثالٌ

1) a m

an
 = am - n قسمةُ القوى  x7

x3
 = x7-3 = x4

2) ( a
b

 )m = a m

bm
ةُ ناتجِ القسمةِ  قوَّ ( 6

g )3 = 6
3

g
3  = 216

g
3

خصائصُ قسمةِ القُوى مفهومٌ أساسيٌّ

رُ  أُفكِّ

 2 هلْ يُمكِنُ حَــلُّ الفرعِ 
منَ المثالِ بطريقةٍ أُخرى؟ 

رُ إجابتي. أُبرِّ
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يَّةِ باستعمالِ الأسُِّ الصفريِّ والأسُِّ السالبِ تبسيطُ المقاديرِ الأسُِّ

ةَ ذاتَ  تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ أيَّ عددٍ حقيقيٍّ غيرَ الصفرِ مرفوعًا إلى الأسُِّ صفرٍ يساوي 1، وأنَّ القوَّ
ةِ ذاتِ الأساسِ غيرِ الصفريِّ والأسُِّ  الأساسِ غيرِ الصفريِّ والأسُِّ الســالبِ هيَ مقلوبُ القوَّ
الموجبِ، والعكسُ صحيحٌ. والآنَ سأتعلَّمُ كيفَ أســتعملُ هاتينِ الخاصيتينِ لتبسيطِ مقاديرَ 

يَّةٍ تحوي مُتغيِّراتٍ. أُسِّ

ا منَ المُتغيِّراتِ لا يساوي صفرًا: أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ أيًّ

1  
4x5 y-4

2x3 y2

 بإعادةِ تجميعِ المُتغيِّراتِ
4x5 y-4

2x3 y2  = ( 42  )( x
5

x3  )( y
-4

y2  )

42 ) = قسمةُ القوى  ) (x5-3 )(y-4-2 )

( y-6)( x2)2 = بالتبسيطِ

1 ) ( x2)2 = تعريفُ الأسُِّ السالبِ
y6 )

 = بالضربِ
2x2

y6

مثال 3

: ا، حيثُ: a ≠ 0، وكانَ n عددًا صحيحًا، فإنَّ إذا كانَ a عددًا حقيقيًّا أوْ مقدارًا جبريًّ

الخاصيةُ مثالٌ

1) a0 = 1 الأسُُّ الصفريُّ  (2x2)
0
 = 1, x ≠ 0

2) a-n = 1

an
الأسُُّ السالبُ  h-4 = 1

h
4  , h ≠ 0

الأسُُّ الصفريُّ والأسُُّ السالبُ مفهومٌ أساسيٌّ
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الوحدةُ 6

رُ  أتذكَّ

إذا كانَ a وb عدديــنِ 
حقيقييــنِ أوْ مقداريــنِ 
 a ≠ 0 جبرييــنِ، حيثُ: 
m عددًا  و b ≠ 0، وكانَ 
هُ يُمكِنُ كتابةُ  صحيحًا، فإنَّ
) بالصورةِ الآتيةِ:  a

b
)-m

.( b
a )m

2  
3x4 y-1 z-2

x2 y0

y0 = 1 3x4 y-1 z-2

x2 y0
 = 3x4 y-1 z-2

x2

x4 ) 3 = بإعادةِ تجميعِ المُتغيِّراتِ

x2  )(y-1 )(z-2 )

( z-2)( y-1)( x4-2)3 = قسمةُ القوى

1 ) ( x2)3 = تعريفُ الأسُِّ السالبِ
y

 ) ( 1

z2  )
 = بالضربِ

3x2

yz2

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

ا منَ المُتغيِّراتِ لا يساوي صفرًا: أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ أيًّ

a)  
2h3 j -3 k4

3 jk
    b)  ( x-2 y4

x0 y5 )
-3

بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

ا منَ المُتغيِّراتِ لا يساوي صفرًا: أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ أيًّ

1  (3a3 b2 )(4a2 b)   2  (7a4 b5 )(4ab3 )   3  (5x2 b4 )(2ab-3 )

4  (x5 y3 )3 (xy5 )2   5  (x4 )5 (x3 y2 )5   6  (5a3 b5 )4

ا منَ المُتغيِّراتِ لا يساوي صفرًا: أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ أيًّ

7  (6a2 b3 )(5a-4 b-5 )  8  ((-3x2 )4 )-7   9  (m-3 n4 )-5

10  
12a2 b3

6ab
    11  

12a-3 b4

3a2 b-3     12  
(2a2 bc2 )(6abc3 )

4ab0 c

13  ( 
v

w-2 )3    14  ( 
6x2 y4

3x4 y3  )-2   15  
30a-2 b-6

60a-6 b-8
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أجدُ مساحةَ كلِّ شكلٍ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

16  

3u
4
 v

2

3u
3
 v

4

     17  

2x
3
 y

2

 18 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

حُهُ.  19  أكتشفُ الخطأَ: أكتشفُ الخطأَ في الحَلِّ الآتي، ثمَّ أُصحِّ

 2a2b

(-2ab3)-2  = 
2a2b

(-2)-2 a(b3)-2

 = 
2a2b

4ab-6

 = 
2a2bb6

4a

 = 
ab7

2
✗

يَّينِ ناتجُ ضربهِِما هوَ 18x3 y4 )أحُلُّ المسألةَ بطريقتينِ مختلفتينِ(.  20 مسألةٌ مفتوحةٌ: أجدُ مقدارينِ أُسِّ

: إذا كانَ xn = y، فأُجيبُ عنِ السؤالينِ الآتيينِ تباعًا: تحدٍّ

.x2n + 1 = xy2  َّ21 أُثبتُِ أن 

.x2n - 1 َيُكافئُِ المقدار y و x ِ22 أجدُ مقدارًا بدلالة 

بةِ.   23  تبريرٌ: يُعبِّــرُ المقدارُ πx8 27 عنْ حجمِ المخروطِ المُجــاوِرِ بالوحداتِ المُكعَّ

رًا إجابتي. يًّا بدلالةِ x يُعبِّرُ عنْ كلٍّ منْ r وh، مُبرِّ ا أُسِّ أكتبُ مقدارًا جبريًّ
h

r
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الدرسُ

2
	 تبسيطُ المقاديرِ الجذريةِ. فكرةُ الدرسِ     

	 إجراءُ العملياتِ على المقاديرِ الجذريةِ.    

المقاديرُ الجذريةُ، إنطاقُ المقامِ، المُرافقُِ. المصطلحاتُ    

ثًا مســاحتُهُ cm2 20. أجدُ ارتفاعَ المُثلَّثِ في  مسألةُ اليومِ  يُبيِّنُ الشكلُ المُجاوِرُ مُثلَّ   
أبسطِ صورةٍ.

تبسيطُ المقاديرِ الجذريةِ باستعمالِ خاصيةِ الضربِ

يُطلَــقُ على المقاديرِ العدديــةِ أوِ المقاديرِ الجبريةِ التي تحوي جذورًا اســمُ المقاديرِ الجذريةِ 
)radical expressions(، ويكونُ كلٌّ منهْا في أبسطِ صورةٍ إذا توافرَتْ فيهِ الشروطُ الآتيةُ:

نَ أيُّ مجذورٍ عواملَ )ما عدا العددَ 1( يُمكِنُ كتابتُها في صورةِ قوى دليلِ الجذرِ. 	 ألّا يتضمَّ

نَ أيُّ مجذورٍ كسورًا. 	 ألّا يتضمَّ

نَ أيُّ كسرٍ مقامًا يحوي جذورًا.  	 ألّا يتضمَّ

تعلَّمْتُ في الصفِّ الثامنِ خاصيةَ ضربِ الجذورِ التربيعيةِ. والآنَ ســأتعلَّمُ كيفَ أستعملُ هذهِ 
هُ يُمكِنُ بطريقةٍ مُشــابهِةٍ ضربُ أيِّ جذرينِ لهُما  الخاصيةَ لتبســيطِ المقاديرِ الجذريةِ، علمًا بأنَّ

الدليلُ نفسُهُ.

العملياتُ على المقاديرِ الجذريةِ
Operations with Radical Expressions

5 - √10 cm

رُ  أتذكَّ

√an

رمزُ الجذرِ

دليلُ الجذرِ

المجذورُ

:n > 1 :ُحيث ،n ٍولأيِّ عددٍ صحيح ،bو a ِلأيِّ عددينِ حقيقيين

.√ab = √a × √b  : 1( إذا كانَ n عددًا زوجيًّا، وكانَ a ≥ 0, b ≥ 0، فإنَّ

.√ab = √a × √b  : ا، فإنَّ 2( إذا كانَ n عددًا فرديًّ

مثالانِ:   4∛ 3 = 4∛ × 27∛ = 4×27∛ , 5√ 2 = 5√ × 4√ = 5×4√

خاصيةُ ضربِ الجذورِ مفهومٌ أساسيٌّ

n n n

n n n
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مُ  أتعلَّ

ا،  n عددًا فرديًّ 	  إذا كانَ 

.√an = a : فإنَّ

	  إذا كانَ n عددًا زوجيًّا، 

.√an = |a| : فإنَّ

n

n

مُ  أتعلَّ

إنَّ تحليلَ ما يُمكِنُ تحليلُهُ 
في المقــدارِ الجبريِّ إلى 
لُ  عوامــلَ مُربَّعــةٍ يُســهِّ
عمليــةَ تبســيطِ المقدارِ 

. الجذريِّ التربيعيِّ

مُ  أتعلَّ

وردَ فــي الســؤالِ أنَّ 
y > 0؛ لــذا لا توجــدُ 

ضرورةٌ لكتابةِ رمزِ القيمةِ 
المُطلَقةِ.

مُ  أتعلَّ

لا أستعملُ القيمةَ المُطلَقةَ 
في هــذهِ المســألةِ؛ لأنَّ 

. دليلَ الجذرِ فرديٌّ

، وكانَ أُسُّ المقدارِ الجبريِّ الناتجُ منَ  هُ زوجيٌّ إذا أُريدَ تبســيطُ جذرٍ زوجيٍّ لمقدارٍ جبريٍّ أُسُّ
هُ يتعيَّنُ أخذُ القيمةِ المُطلَقةِ للناتجِ، وبذلكَ لا يكونُ الجوابُ عددًا سالبًا؛ لأنَّ  ا، فإنَّ التبسيطِ فرديًّ

الجذورَ الزوجيةَ لا تكونُ سالبةً، مثلَ: 

√x2 = |x| ,   √x4 = x2 ,   √x12 = | x3 | ,   √(x-5)6 = |x-5|
4 6

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

1  √40x4 y3 , y > 0

40x4 y3 = √22 × 2 × 5 × x4 × y2 × y√بتحليلِ ما يُمكِنُ تحليلُهُ إلى عواملَ مُربَّعةٍ

x4 × √y2 × √y√ × 5√ × 2√ × 22√ =خاصيةُ ضربِ الجذورِ 

x2 × |y| × √y × 5√ × 2√ × 2 =بالتبسيطِ

y > 0= 2x2 y √10y

2  √81(x + 1)12

بتحليلِ ما يُمكِنُ تحليلُهُ إلى عواملَ 
مرفوعةٍ إلى الأسُِّ 4

√81(x + 1)12 = √34 × ((x + 1)3 )4

4( 3(x+1))√  × 34√  = خاصيةُ ضربِ الجذورِ 

| 3(x + 1)|3 = بالتبسيطِ

3  √m10 n7

m10 n7 = √(m2 )5 × n5 × n2√بتحليلِ ما يُمكِنُ تحليلُهُ إلى عواملَ مرفوعةٍ إلى الأسُِّ 5

5 × √n5 × √n2(m2)√ = خاصيةُ ضربِ الجذورِ

m2 n √n2 = بالتبسيطِ

مثال 1

4

4 4

4 4

5

5 5

5 5 5

5
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الوحدةُ 6

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

a)  √12x3 y2 , x > 0  b)  √64(x2 -3)6  c)  √98 r8 q96 7

تبسيطُ المقاديرِ الجذريةِ باستعمالِ خاصيةِ القسمةِ

تعلَّمْتُ في الصفِّ الثامنِ خاصيةَ قســمةِ الجذورِ التربيعيةِ. والآنَ سأتعلَّمُ كيفَ أستعملُ هذهِ 
هُ يُمكِنُ بطريقةٍ مُشــابهِةٍ قسمةُ أيِّ جذرينِ لهُما  الخاصيةَ لتبســيطِ المقاديرِ الجذريةِ، علمًا بأنَّ

الدليلُ نفسُهُ.

 :n > 1 :ُحيث ،n ٍولأيِّ عددٍ صحيح ،bو a ِلأيِّ عددينِ حقيقيين

. √ a
b

 = 
√a

√b

n

n  : 1( إذا كانَ n عددًا زوجيًّا، وكانَ a ≥ 0, b > 0، فإنَّ

. √ a
b

 = 
√a

√b

n

n  : ا، وكانَ b ≠ 0، فإنَّ 2( إذا كانَ n عددًا فرديًّ

√25
4

 = 
√25

√4
 = 5

2
 , √ 8

-27
 = 

√8

√-27

3

3  = 2
-3

مثالانِ:  

خاصيةُ قسمةِ الجذورِ
مفهومٌ أساسيٌّ

n

n

3

تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ المقدارَ الجذريَّ لا يكونُ في أبسطِ صورةٍ إذا احتوى أيُّ مقامٍ فيهِ على جذورٍ. 
والآنَ ســأتعلَّمُ كيفَ يُمكِنُ التخلُّصُ منَ الجذرِ الذي في المقامِ عنْ طريقِ عمليةٍ تُسمّى إنطاقَ 
نُ ضربَ البســطِ والمقامِ في مقدارٍ  المقامِ )rationalizing the denominator(، وتتضمَّ

، بحيثُ لا يحوي ناتجُ الضربِ جذورًا في المقامِ كما في الجدولِ الآتي: جذريٍّ

المقامُضربُ البسطِ والمقامِ فيمثالٌ

7

√5
 × 

√5

√5
 = 

7 √5
5√a√a

7

√53  × 
√5

2

√5
2

3

3
 = 

7 √5
2

5

3

√an-m√am nn
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رُ  أتذكَّ

إذا كانَ a عــددًا حقيقيًّا، 
: حيثُ: a ≥ 0، فإنَّ

a × √a = a√، وهــذا 

مــنْ خصائــصِ الجذورِ 
التربيعيةِ.

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ جميعَ المُتغيِّراتِ أعدادٌ حقيقيةٌ موجبةٌ:

1  
√7x

√8

7x√ بتحليلِ ما يُمكِنُ تحليلُهُ إلى عواملَ مُربَّعةٍ

√8
 = √7x

√2 × 22

7x√ = بالتبسيطِ

2 √2

7x√ = بإنطاقِ المقامِ

2 √2
 × √2

√2

14x√ = خاصيةُ ضربِ الجذورِ
4

2  √ x

y5

√ خاصيةُ قسمةِ الجذورِ  x

y5  = √x

√y5

x√ = بتحليلِ ما يُمكِنُ تحليلُهُ إلى عواملَ مُربَّعةٍ

√(y2)2 × y

x√ = خاصيةُ ضربِ الجذورِ

√(y2)2 × √y

x√ = بالتبسيطِ

y2 × √y

x√ = بإنطاقِ المقامِ

y2 × √y
 × √y

√y

√y × √y = y = 
√xy

y3

مثال 2
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الوحدةُ 6

3  √ 2n
9m

√ خاصيةُ قسمةِ الجذورِ 2n
9m

 = √2n

√9m

3

3

2n√ = بإنطاقِ المقامِ

√9m

3

3
 × √3m2

√3m2

3

3

6nm2√ = خاصيةُ ضربِ الجذورِ

√27m3

3

3

√27m3 = 3m = √6nm2

3m

3

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ جميعَ المُتغيِّراتِ أعدادٌ حقيقيةٌ موجبةٌ:

a)  
√5x2

√18
   b)  √ 12x4

y3    c)  √ 7
16x3

3

3

3

5

العملياتُ على المقاديرِ الجذريةِ

يُطلَقُ على الجذورِ التي لها الدليلُ نفسُــهُ والمجذورُ نفسُهُ اســمُ الجذورِ المُتشابهِةِ، ويُمكِنُ 
جمعُ المقاديرِ الجذريةِ وطرحُها بطريقةٍ مُشابهِةٍ لطريقةِ جمعِ المقاديرِ الجبريةِ وطرحِها.

∛2c , √2c

جذرانِ غيرُ مُتشابهِينِ.
5 ∛2c , -4 ∛2c

جذرانِ مُتشابهِانِ.

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ جميعَ المُتغيِّراتِ أعدادٌ حقيقيةٌ موجبةٌ:

1  √162 + √2

2∜ + 2 × 34√ = 2√ + 162√بتحليلِ ما يُمكِنُ تحليلُهُ إلى عواملَ مرفوعةٍ إلى الأسُِّ 4

2∜ + 2∜ × 34√ =خاصيةُ ضربِ الجذورِ 

مثال 3

4 4

4 4 4

4

رُ  أتذكَّ

المجــذورُ هــوَ المقدارُ 
العــدديُّ أوِ المقــدارُ 
الجبــريُّ الــذي يوجــدُ 

أسفلَ رمزِ الجذرِ.
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يُمكِنُ ضربُ المقاديرِ الجذريةِ وقســمتُها بطريقةٍ مُشــابهِةٍ لطريقةِ ضــربِ المقاديرِ الجبريةِ 
وقسمتهِا.

2∜ + 2∜ 3 = بالتبسيطِ

2∜ 4 = بجمعِ الجذورِ المُتشابهِةِ

2  √24x - √81x

بتحليلِ مــا يُمكِــنُ تحليلُهُ إلى 
24x - √81x = √23 × 3x - √33 × 3x√ عواملَ مرفوعةٍ إلى الأسُِّ 3

3x - √33 × √3x√ × 23√ = خاصيةُ ضربِ الجذورِ 

3x - 3 √3x√ 2 = بالتبسيطِ

3x√ - = بطرحِ الجذورِ المُتشابهِةِ

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ جميعَ المُتغيِّراتِ أعدادٌ حقيقيةٌ موجبةٌ:

a)  √81 + √375    b)  √160 xy - √40 xy

3 3

3 3 3 3

3 3 3 3

3 3

3

3 3

أكتبُ كُلًّاًّ منَ المقاديرِ الجذريةِ الآتيةِ في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ جميعَ المُتغيِّراتِ أعدادٌ حقيقيةٌ 
موجبةٌ:

1  √9 × √24

24 × 9√ = 24√ × 9√ خاصيةُ ضربِ الجذورِ 

ليةِ 3 × 23 × 32√ = بالتحليلِ إلى العواملِ الأوَّ

23 × 33√ = بتجميعِ العواملِ في صورةِ أُسسٍ تكعيبيةٍ 

23√ × 33√ = خاصيةُ ضربِ الجذورِ

6 = 2 × 3 = بالتبسيطِ

مثال 4

3 3

3 3 3

3

3

3 3

رُ أُفكِّ

 1 هلْ يُمكِنُ حَــلُّ الفرعِ 
منَ المثالِ بطريقةٍ أُخرى؟ 

رُ إجابتي. أُبرِّ
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الوحدةُ 6

2  √40 ÷ √5

√ = 5√ ÷ 40√ خاصيةُ قسمةِ الجذورِ 40
5

8√ = بالتبسيطِ

2 × 22√ = بتحليلِ ما يُمكِنُ تحليلُهُ إلى عواملَ مُربَّعةٍ

2√ × 22√ = خاصيةُ ضربِ الجذورِ

2√ 2 = بالتبسيطِ

3  (3 √5 - √3 )(2 + 4 √3 )

باستعمالِ خاصيةِ التوزيعِ 

(3 √5- √3 )(2+4 √3) = 3 √5 ×2 + 3 √5 ×4 √3 - √3 ×2- √3 ×4 √3

32√ 4 - 3√ 2 - 3×5√ 12 + 5√ 6 = خاصيةُ ضربِ الجذورِ

12 - 3√ 2 - 15√ 12 + 5√ 6 = بالتبسيطِ 

4  2 √2x2 y2 × 5 √4x5 y

 2x2 y2 × 5 √4x5 y = 2 × 5 × √2x2 y2 × 4x5 y√ 2خاصيةُ ضربِ الجذورِ 

2x2 y2 × 22 × x5 y√ × 10 = بتحليلِ الثوابتِ

بتجميعِ العواملِ في صورةِ 
x6 × x × y3 × 23√ × 10 = أُسسٍ تكعيبيةٍ

x6 × √x × √y3√ × 23√ × 10 = خاصيةُ ضربِ الجذورِ

x2 × √x × y × 2 × 10 = بالتبسيطِ

x2 y √x 20 = بالتبسيطِ

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أكتبُ كُلًّاًّ منَ المقاديرِ الجذريةِ الآتيةِ في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ جميعَ المُتغيِّراتِ أعدادٌ حقيقيةٌ 
موجبةٌ:

a)  √4 × √80     b)  √50 ÷ √8

c)  (5 √3 -6) (5 √3 +6)   d)  4 √50x2 y5 × 2 √15x3 y2

3 3

3 3 3

3

3

3 3 3 3

3

3

3 3

3 3

رُ أُفكِّ

 2 هلْ يُمكِنُ حَــلُّ الفرعِ 
منَ المثالِ بطريقةٍ أُخرى؟ 

رُ إجابتي. أُبرِّ
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يُســمّى كلٌّ منْ  a √b + c √d و a √b - c √d  مُرافقًِــا )conjugate( للآخرِ؛ لأنَّ ناتجَ 
: ضربهِِما لا يحوي جذورًا. فمثلًا، كلٌّ منْ  2√ + 3 و 2√ - 3 هوَ مُرافقٌِ للآخرِ؛ لأنَّ

(a+b)(a-b) = a2 - b2 (3 + √2 )(3 - √2 ) = (3)2 -(√2 )2

(3)2 = 9, (√2 )2 = 2 = 9 - 2

7 = بالتبسيطِ

يُستعمَلُ المُرافقُِ لإنطاقِ بعضِ المقاماتِ في المقاديرِ الجذريةِ، وذلكَ بضربِ البسطِ والمقامِ 
في مُرافقِِ المقامِ، ثمَّ تبسيطِ الناتجِ.

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ جميعَ المُتغيِّراتِ أعدادٌ حقيقيةٌ موجبةٌ:

1  
2

6 + √3

 بضربِ البسطِ والمقامِ في مُرافقِِ المقامِ
2

6 + √3
 = 

2

6 + √3
 × 

6 - √3

6 - √3

(a+b)(a-b) = a2 - b2
 = 

2(6 - √3 )

62 - (√3 )2

62 = 36, (√3 )2 = 3 = 
2(6 - √3 )

36 - 3

 = باستعمالِ خاصيةِ التوزيعِ، والتبسيطِ
12 - 2 √3

33

2  
x

1 - √x

 بضربِ البسطِ والمقامِ في مُرافقِِ المقامِ
x

1 - √x
 = 

x

1 - √x
 × 

1 + √x

1 + √x

(a+b)(a-b) = a2 - b2
 = 

x(1 + √x )

12 - (√x )2

12 = 1, (√x )2 = x = 
x(1 + √x )

1 - x

 = باستعمالِ خاصيةِ التوزيعِ، والتبسيطِ
x + x √x

1 - x

مثال 5

رُ  أتذكَّ

إذا كانَ المقدارُ الجذريُّ 
هُ  في أبســطِ صــورةٍ، فإنَّ
ــنُ مقامًا يحوي  لا يتضمَّ

جذورًا. 

مُ  أتعلَّ

 a2 - b2 ُيُســمّى المقدار
فرقًا بينَ مُربَّعينِ.



77

الوحدةُ 6

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ جميعَ المُتغيِّراتِ أعدادٌ حقيقيةٌ موجبةٌ:

a)  
7

4 - √5
     b)  

8

3 + √x

بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ: 

1  √4x6    2  √a3 b6    3  √144x3 y4 z5 , x > 0, z > 0

4  √-24x13 y6   5  √625u5 v8, u > 0 6  √25r6 q8

7  √160x8 z4    8  √121(z-2)14  9  √37(2x-5)15

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ جميعَ المُتغيِّراتِ أعدادٌ حقيقيةٌ موجبةٌ:

10  √192 x8

√3x

3

3
    11  5

√9a23
   12  √6

√9z

13  √ 5x4

2x2 y3     14  √ 16t4

y4    15  √ 3
y

أكتبُ كُلًّاًّ منَ المقاديرِ الجذريةِ الآتيةِ في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ جميعَ المُتغيِّراتِ أعدادٌ حقيقيةٌ موجبةٌ:

16  √8 + √50 - √2  17  5 ∛16 + ∛54  18  √54xy 3 - y √128x

19  √5w10 - 6 √405w6  20  5 √2xy 6 × 2 √2x3 y 21  (3+ √7 )(2+ √6 )

22  √8xy 7 × √6x6   23  2 √x × √x3

√9x10
  24  √y6

√27y × √y11

3

3 3
 

25  1

1+ √2
    26  4

3 - √3
    27  2 √x - 3

√x - 1
 

3

3 4 6

5 3

4 5

3 3

4 4

5 5
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 28  يظهــرُ المســتطيلُ ABCD في الشــكلِ المُجاوِرِ. أســتعملُ 

المعلوماتِ المعطاةَ في الشــكلِ لإيجادِ طولِ PQ في أبســطِ 
صورةٍ.

 29 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

رًا إجابتي؟  30  أكتشفُ المختلفَ: أيُّ المقاديرِ الجذريةِ الآتيةِ مختلفٌ، مُبرِّ

√xy

y 3

       
√7yx85

√xy 34

       
√5yx

حُهُ.  31 أكتشفُ الخطأَ: أكتشفُ الخطأَ في الحَلِّ الآتي، ثمَّ أُصحِّ

✗

 √64h12 g6 = √26 × (h2)6 × g6

 = √26 × √(h2)6 × √g6

 = 2h2 g

6 6

6 6 6

8|x| y2 ِا مُكافئًِا للمقدار  32 مسألةٌ مفتوحةٌ: أكتبُ مقدارًا جذريًّ

7√ في أبسطِ صورةٍ.

3 + √7
 - 

3

2 √7 - 1
: أجدُ قيمةَ:    33 تحدٍّ

B

A Q D

P

C

3 cm

30˚

√5 cm
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الدرسُ

3
حَلُّ معادلاتٍ تحوي مقاديرَ جذريةً. فكرةُ الدرسِ     

المعادلاتُ الجذريةُ، الحلولُ الدخيلةُ. المصطلحاتُ    

مسألةُ اليومِ  تعطى ســرعةُ الصــوتِ بالمترِ لــكلِّ ثانيةٍ قربَ ســطحِ    
 t ُحيث ،V = 20 √t + 273 :ِالأرضِ بالمعادلــةِ الآتية
درجةُ الحرارةِ بالسلسيوس. إذا كانَتْ سرعةُ الصوتِ هيَ 

m/s 340، فما درجةُ الحرارةِ عندئذٍ؟

المعادلاتُ الجذريةُ

يُطلَــقُ على المعــادلاتِ التي تحــوي مُتغيِّــرًا تحتَ الجــذرِ اســمُ المعــادلاتِ الجذريةِ 
)radical equations(، ومنْ أمثلتهِا:

5 √x + 1 = 3  ,  2x + 3= √1 - 7x  ,  ∛x + 4 = -8

باعُها لحَلِّ المعادلاتِ الجذريةِ. توجدُ أربعُ خطواتٍ يتعيَّنُ اتِّ

حَلُّ المعادلاتِ الجذريةِ
Solving Radical Equations

باعِ الخطواتِ الآتيةِ:  يُمكِنُ حَلُّ المعادلاتِ الجذريةِ باتِّ

ا. الخطوةُ 1: جعلُ الجذرِ وحدَهُ أحدَ طرفيِ المعادلةِ إنْ كانَ ذلكَ ضروريًّ

الخطوةُ 2: رفعُ طرفيِ المعادلةِ إلى أُسٍّ مساوٍ لدليلِ الجذرِ؛ تخلُّصًا منَ الجذرِ.

الخطوةُ 3: حَلُّ المعادلةِ الناتجةِ.

. ةِ الحَلِّ قُ منْ صحَّ الخطوةُ 4: التحقُّ

خطواتُ حَلِّ المعادلاتِ الجذريةِ مفهومٌ أساسيٌّ مُ أتعلَّ

تنتــجُ معادلــةٌ أُخــرى 
)خطيــةٌ، أوْ تربيعيةٌ مثلًا( 
منْ رفعِ طرفــيِ المعادلةِ 
إلــى أُسٍّ مســاوٍ لدليلِ 
الجذرِ، ويُمكِنُ حَلُّ هذهِ 
المعادلةِ باستعمالِ طرائقِ 
حَــلِّ المعــادلاتِ التي 

مْتُها سابقًا. تعلَّ
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أحُلُّ كُلًّاًّ منَ المعادلاتِ الآتيةِ:

1  √x + 4 = 12

x + 4 = 12√ المعادلةُ الأصليةُ

x = 8√ بطرحِ 4 منْ طرفيِ المعادلةِ

x = 64 بتربيعِ طرفيِ المعادلةِ

ضُ قيمةَ x الناتجةَ في المعادلةِ الأصليةِ. ، أُعوِّ ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أتحقَّقُ: للتحقُّ

x + 4 = 12√ المعادلةُ الأصليةُ

 x = 64 ِ12 = 4 + 64√ بتعويض

✓ 12 = 12 بالتبسيطِ

.x = 64 :َإذنْ، حَلُّ المعادلةِ هو

:  الدعمُ البيانيُّ

، وذلكَ بتمثيلِ  ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أستعملُ برمجيةَ جيوجبرا للتحقُّ
كلٍّ منَ المعادلــةِ: y = √x + 4، والمعادلــةِ: y = 12 بيانيًّا، 

.x = 64 وملاحظةِ أنَّ منحنييِ المعادلتينِ يتقاطعانِ عندما

2  2 √3x + 4 = 8

3x + 4 = 8√ 2المعادلةُ الأصليةُ

3x + 4 = 4√بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على 2

3x + 4 = 16بتربيعِ طرفيِ المعادلةِ

3x = 12بطرحِ 4 منْ طرفيِ المعادلةِ

x = 4بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على 3

مثال 1

?
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الوحدةُ 6

ضُ قيمةَ x الناتجةَ في المعادلةِ الأصليةِ. ، أُعوِّ ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أتحقَّقُ: للتحقُّ

3x + 4 = 8√ 2المعادلةُ الأصليةُ

 x = 4 ِ8 = 4 + (4)3√ 2بتعويض

✓ 8 = 8بالتبسيطِ

.x = 4 :َإذنْ، حَلُّ المعادلةِ هو

:  الدعمُ البيانيُّ

، وذلكَ بتمثيلِ  ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أستعملُ برمجيةَ جيوجبرا للتحقُّ
كلٍّ مــنَ المعادلةِ: y = 2 √3x +4، والمعادلةِ: y = 8 بيانيًّا، 

.x = 4 وملاحظةِ أنَّ منحنييِ المعادلتينِ يتقاطعانِ عندما

3  √2x - 9 - 6 = -3

2x-9 - 6 = -3√المعادلةُ الأصليةُ

2x-9 = 3√بجمعِ 6 إلى طرفيِ المعادلةِ

2x - 9 = 27بتكعيبِ طرفيِ المعادلةِ

2x = 36بجمعِ 9 إلى طرفيِ المعادلةِ

x = 18بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على 2

ضُ قيمةَ x الناتجةَ في المعادلةِ الأصليةِ. ، أُعوِّ ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أتحقَّقُ: للتحقُّ

2x-9 - 6 = -3√المعادلةُ الأصليةُ

x = 18 ِ3- = 6 - 9-(18)2√بتعويض

✓ 3- = 3-بالتبسيطِ

.x = 18 :َإذنْ، حَلُّ المعادلةِ هو

?

160160 180180 200200 220220 240240 260260 280280 300300 320320
-4-4 -2-2 22 44 66 88 1010
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رُ  أتذكَّ

(a-b)2 = a2-2ab + b2

الحَلُّ الدخيلُ

قُ المعادلةَ الأصليةَ، ويُســمّى الحَلَّ  ينتجُ أحيانًا منْ رفعِ طرفيِ المعادلةِ إلى أُسٍّ ما حَلٌّ لا يُحقِّ
قُ دائمًا منْ تحقيقِ أيِّ حَلٍّ ناتجٍ للمعادلةِ  الدخيلَ )extraneous solution(؛ لذا يجبُ التحقُّ

الجذريةِ الأصليةِ.

يظهرُ الحَلُّ الدخيلُ غالبًا عندَ حَلِّ معادلةٍ تحوي مُتغيِّرًا في كلا طرفيها.

:  الدعمُ البيانيُّ

، وذلكَ بتمثيلِ  ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أستعملُ برمجيةَ جيوجبرا للتحقُّ
كلٍّ منَ المعادلةِ: y = ∛2x-9 - 6، والمعادلةِ: y = -3 بيانيًّا، 

.x = 18 وملاحظةِ أنَّ منحنييِ المعادلتينِ يتقاطعانِ عندما

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أحُلُّ كُلًّاًّ منَ المعادلاتِ الآتيةِ:

a)  2 + √x = 8 b)  4 √7x + 1 -2 = 14 c)  2 √x-3 = 4

360360 380380 400400
1212 1414 1616 1818 2020 2222 2424 2626

-20-20 -10-10 1010 2020 3030 4040

-10-10

-8-8

-6-6

-4-4

-2-2

22

00

A = (18, -3)A = (18, -3)

4

.x - 4 = √3x - 2 :َأحُلُّ المعادلة

x - 4 = √3x - 2المعادلةُ الأصليةُ

 2 = 3x - 2(x - 4)بتربيعِ طرفيِ المعادلةِ

يْنِ عُ الفرقِ بينَ حدَّ x2 - 8x + 16 = 3x - 2مُربَّ

x2 - 11x + 18 = 0بطرحِ 3x منْ طرفيِ المعادلةِ، وجمعِ 2 إلى طرفيْها 

0 = (x - 2)(x - 9)بالتحليلِ إلى العواملِ

مثال 2
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الوحدةُ 6

مُ  أتعلَّ

منْ أســبابِ وجــودِ حَلٍّ 
دخيــلٍ فــي أثنــاءِ حَلِّ 
المعادلــةِ الجذريــةِ رفعُ 
؛  الطرفينِ إلى أُسٍّ زوجيٍّ
لأنَّ القِيَمَ الســالبةَ تلغى 
رُ  إشــارتُها عندئذٍ، ما يُؤثِّ

. في الحَلِّ الأصليِّ

x – 9 = 0  or  x – 2 = 0خاصيةُ الضربِ الصفريِّ

x = 9       x = 2  بحَلِّ كلِّ معادلةٍ

ضُ قيمتيْ x الناتجتينِ في المعادلةِ الأصليةِ. ، أُعوِّ ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أتحقَّقُ: للتحقُّ

x = 9 عندما x = 2 عندما 

x - 4 = √3x - 2x - 4 = √3x - 2

(9) - 4 = √3(9) - 2(2) - 4 = √3(2) - 2

5 = 5 ✓-2 ≠ 2 ✗

.x = 9 :َإذنْ، حَلُّ المعادلةِ هو

:  الدعمُ البيانيُّ

، وذلكَ بتمثيلِ  ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أستعملُ برمجيةَ جيوجبرا للتحقُّ
  y = √3x - 2 :ِوالمعادلة ،y = x - 4 :ِكلٍّ مــنَ المعادلــة
بيانيًّــا، وملاحظةِ أنَّ منحنيــيِ المعادلتينِ يتقاطعــانِ في نقطةٍ 

.x = 9 واحدةٍ فقطْ عندما

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

.x = √x + 6 :َأحُلُّ المعادلة

??

3030

-5-5 55 1010 1515

-5-5

55
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1515

00

A = (9, 5)A = (9, 5)

-6-6

6060 7070 8080 9090 100100 110110 120120

تعلَّمْتُ في المثالِ الســابقِ أنَّ الحَلَّ الدخيلَ يظهرُ غالبًا عندَ حَــلِّ معادلاتٍ تحوي مُتغيِّرًا في 
مُ أنَّ الحَلَّ الدخيلَ يُمكِنُ أنْ يظهرَ أيضًا عندَ حَلِّ معادلةٍ تحوي  طرفيْ كلٍّ منهْا. والآنَ ســأتعلَّ

جذرًا في كلا طرفيْها.
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.√3x + 1 = √5x - 1 :َأحُلُّ المعادلة

3x + 1 = √5x - 1√المعادلةُ الأصليةُ

3x + 1 = 5x-2 √5x + 1بتربيعِ طرفيِ المعادلةِ

5x = 2x√ 2بالتبسيطِ

5x = x√بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على 2

5x = x2بتربيعِ طرفيِ المعادلةِ

x2 - 5x = 0بطرحِ 5x منْ طرفيِ المعادلةِ

x(x - 5) = 0بإخراجِ العاملِ المشتركِ

x = 0  or  x – 5 = 0خاصيةُ الضربِ الصفريِّ

x = 5          بحَلِّ المعادلةِ

ضُ قيمتيْ x الناتجتينِ في المعادلةِ الأصليةِ. ، أُعوِّ ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أتحقَّقُ: للتحقُّ

x = 5 عندما x = 0 عندما 

√3x + 1 = √5x - 1√3x + 1 = √5x - 1

√3(5) + 1 = √5(5) - 1√3(0) + 1 = √5(0) - 1

4 = 4 ✓1 ≠ -1 ✗

.x = 5 :َإذنْ، حَلُّ المعادلةِ هو

:  الدعمُ البيانيُّ

، وذلكَ  ــةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أســتعملُ برمجيةَ جيوجبرا للتحقُّ
y = √3x+1، والمعادلــةِ:  بتمثيــلِ كلٍّ مــنَ المعادلــةِ: 
y = √5x-1 بيانيًّــا، وملاحظــةِ أنَّ منحنيــيِ المعادلتيــنِ 

.x = 5 يتقاطعانِ في نقطةٍ واحدةٍ فقطْ عندما

مثال 3
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الوحدةُ 6

  مثال 4 : منَ الحياةِ

√ T = 2π الزمنَ )بالثواني(  L
32

فيزياءُ: تُمثِّلُ المعادلــةُ: 

كَ حركةً  الذي يســتغرقُهُ بنــدولٌ طولُهُ L قدمًا حتّــى يتحرَّ

كَ  ةً واحدةً ذهابًا وإيابًا. أجدُ طولَ البندولِ إذا تحرَّ تذبذبيةً مَرَّ

بًا  ةً واحدةً ذهابًا وإيابًا فــي 4 ثوانٍ، مُقرِّ حركةً تذبذبيةً مَــرَّ

إجابتي إلى أقربِ عددٍ صحيحٍ. 

√ T = 2π المعادلةُ الأصليةُ L
32

T = 4 ِ2 = 4 بتعويضπ √ L
32

2π بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على 
4

2π  = √ L
32

 بالتبسيطِ
2
π = √ L

32

 بتربيعِ طرفيِ المعادلةِ
4
π2 = 

L
32

 بضربِ طرفيِ المعادلةِ في 32
128
π2  = L

L ≈ 13 باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

ضُ قيمةَ L الناتجةَ في المعادلةِ الأصليةِ. ، أُعوِّ ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أتحقَّقُ: للتحقُّ

√ T = 2π المعادلةُ الأصليةُ L
32

T = 4, L ≈ 13 ِ2 ≈ 4 بتعويضπ √ 13
32

✓ 4 ≈ 4بالتبسيطِ

?

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

.√3 - x = √x + 2 + 1 :َأحُلُّ المعادلة
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بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

أحُلُّ كُلًّاًّ منَ المعادلاتِ الآتيةِ:

1  √3x - 5 = 7   2  ∛1 - 2x = -3   3  ∜4x + 1 = 2

4  6 - √y - 5 = 3   5  √2 - x + 3 = x + 7  6  √5x + 4 = 3 √x

7  √2p + 3 = √5p - 3  8  √4x-1 - 4 √2-5x = 0  9  ∛1 - 3x + 5 = 3

10  12 - √2v - 1 = 4  11  √45 - 6n = n - 3  12  √4k - 4 = k - 1

13  √x + 1 = 2 - √x  14  r + 6 = √-4r - 19  15  ∛7y - 2 = ∛y + 4

16  √5m - 16 = m-2  17  √9x2 + 4x - 4 = 3x  18  √x2 + 5x = √6

 ،y = √x + 3 :ِيُبيِّنُ الشــكلُ المُجاوِرُ التمثيلَ البيانيَّ لمنحنــى كلٍّ منَ المعادلة
:y = √2x + 2 :ِوالمعادلة

 19 أكتبُ معادلةً حَلُّها هوَ الإحداثيُّ x لنقطةِ تقاطعِ منحنييِ المعادلتينِ.

ا.   20 أحُلُّ المعادلةَ التي كتبْتُها في الفرعِ السابقِ جبريًّ

.x َ22، فأجدُ قيمة cm َ21 إذا كانَ محيطُ المستطيلِ المُجاوِرِ هو 

x

y

3

-2 2

y = √x + 3

y = √2x + 2

√6x - 5 cm

4 cm

قُ منْ فهمي أتحقَّ

ةً واحدةً ذهابًا وإيابًا  كَ حركةً تذبذبيةً مَرَّ مُعتمِدًا المعادلةَ في المثالِ 4، أجدُ طولَ البندولِ إذا تحرَّ
بًا إجابتي إلى أقربِ منزلةٍ عشريةٍ واحدةٍ. في 8 ثوانٍ، مُقرِّ
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ا منَ ارتفاعٍ قدرُهُ d قدمًا عندَ   22  فيزياءُ: تعطى ســرعةُ الجسمِ الســاقطِ ســقوطًا حُرًّ

وصولهِِ ســطحَ الأرضِ بالمعادلةِ الآتيةِ: v = √64 d، حيثُ v ســرعةُ الجسمِ 
بالقدمِ لكلِّ ثانيةٍ. أجدُ الارتفاعَ الذي ســقطَ منهُْ الجســمُ إذا كانَتْ ســرعتُهُ عندَ 

 .150 ft/s َوصولهَِ سطحَ الأرضِ هي

 23 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

رًا إجابتي؟  24  أكتشفُ المختلفَ: أيُّ المعادلاتِ الآتيةِ مختلفةٌ، مُبرِّ

√x +1 + 5 = 2

   
√x +1 + 7 = 10

   
√x -1 + 3 = 5

   
√x -1 + 8 = 10

ينِ اثنينِ، هما:   25  أكتشــفُ الخطــأَ: حَلَّتْ بيانُ المعادلــةَ: x = √12 - 4x على النحوِ الآتي، قائلةً إنَّ للمعادلــةِ حَلَّ

 :x = -6 و ،x = 2

 x = √12 - 4x

 x2 = 12 - 4x

 x2 + 4x - 12 = 0

 (x - 2)(x + 6) = 0

 x = 2   or    x = -6

✗

حُهُ. أكتشفُ الخطأَ في قولِ بيانَ، ثمَّ أُصحِّ

.x = 6 َ26 مسألةٌ مفتوحةٌ: أكتبُ معادلةً جذريةً حَلُّها هو 
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أختارُ رمزَ الإجابةِ الصحيحةِ لكلٍّ ممّا يأتي:

3(2x2) هيَ:

12x4  1 أبسطُ صورةٍ للمقدارِ 

a)  
2x2

3
    b)  

2x

3

c)  
1

2x2    d)  
x

2

 2 أبسطُ قيمةٍ للمقدارِ 24a5-√ هيَ:

a)  2a √3a2   b)  2a2 √3a

c)  -2a √3a2    d)  -2a2 √3a

 √ هيَ:
16t4

y8
 3 أبسطُ قيمةٍ للمقدارِ 

a)  
2t
y

    b)  
2 |t|

y

c)  
2t

y 2
    d)  

2 |t|

y 2

 4 أبسطُ قيمةٍ للمقدارِ 20x3 + √45x3√ هيَ:

a)  5x √5x3   b)  5 |x| √5x

c)  5 √5x3   d)  5 √5x

 5 حَلُّ المعادلةِ: 3x - 11 + 2 = 9√ هوَ:

a)  44    b)  6

c)  20    d)  22

ا منَ  أكتــبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبســطِ صــورةٍ، علمًا بــأنَّ أيًّ
المُتغيِّراتِ لا يساوي صفرًا:

6  
p-3

P-2 q-9    7  (2x-2 y3 )4

8  ( 4s5 t-7

-2s-2 t4  )
3 9  (-2r3 s2 )4 (3rs5 )-2

10  
x4 y-8 z-2

x-1 y6 z-10   11  ( x-3 y

xz-4  )
-2

12  ( m4 n-1

n-2  )
0   13  ( 2a3 b-2

c3  )
5

 14  أجدُ مساحةَ المُثلَّثِ 

المُجاوِرِ في أبســطِ 
صورةٍ.

أجدُ حجمَ كلِّ شكلٍ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

15   

pr3

p5r2

16   

5x2y

2xy3

3

3 3

3 3

4

2g
2
 h

5

3gh
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أكتــبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبســطِ صــورةٍ، علمًا بــأنَّ جميعَ 
المُتغيِّراتِ أعدادٌ حقيقيةٌ موجبةٌ:

17  √64y6   18  √4a8 b14 c5

19  
x

√y83
   20  √ 3a

4b4c

21  √1024x9 y12 22  √45x2 y5 z8

23  √16(y + x)4 24  3 √x4 y8

25  √125r4 s9 t7 26  √ 250 f 7 g3

2f 2 g

27  
√64x6

√2x

5

5
  28  ∛12 × ∛4

29  √x5 y5 × 3 √2x7 y6

30  4 ∛81 - 2 ∛72 - ∛24

31  (3 √x - √5 )(√x + 5 √5 ) 

32  √3x3 y2 × √27xy2

33  
4 - √8

√8 + √2
  34  

4 - √x3

2 + 2 √x

 35 أجدُ محيطَ المستطيلِ الآتي في أبسطِ صورةٍ.

(3 + 6 √2 ) cm

√8 cm

أحُلُّ كُلًّاًّ منَ المعادلاتِ الآتيةِ:

36  √b-5 = 2  37  17 = 7 + √5x

38  √3n + 25 = √-7 -n

39  √21 - √5x - 4 = 0

40  4 ∛2x + 11 - 2 = 10

41  ∜3 - x = 3

42  √2x + 5 - √3x - 2 = 1

43  √2x - 7 = √3x - 12

 تدريبٌ على الاختباراتِ الدوليةِ

 44  إذا كانَتْ مساحةُ المُثلَّثِ المُجاوِرِ 

cm2 ( 2√ + 4)، فأجــدُ  هــيَ 
ارتفاعَهُ في أبسطِ صورةٍ.

 45  إذا كانَتِ المســاحةُ الكليةُ لســطحِ 

6a2، فأجدُ  بِ المُجــاوِرِ هيَ  المُكعَّ
حجمَهُ. 

 46  يُطلَقُ على الزمنِ الذي يظلُّ 

فيهِ الجســمُ في الهــواءِ بعدَ 
القفزِ اســمُ زمــنِ التحليقِ، 
وهوَ يعطى بالمعادلةِ الآتيةِ: 

t = 0.5 √h، حيــثُ t الزمــنُ بالثوانــي، وh ارتفاعُ 

القفــزةِ بالأقدامِ. إذا قفــزَ لاعبُ كرةِ يــدٍ، وكانَ زمنُ 
تحليقِــهِ هوَ 0.72 منَ الثانيةِ تقريبًــا، فأجدُ ارتفاعَ قفزةِ 

اللاعبِ.

3 5

3

4

4 4

3 3

4 4

√8 cm



الوحدةُ

7
المقاديرُ الجبريةُ النسبيةُ

Rational Algebraic Expressions

ما أهميةُ هذهِ 
الوحدةِ؟

إنَّ تبســيطَ المقاديرِ الجبريــةِ النســبيةِ، وتطبيقَ بعضِ 
العملياتِ الحســابيةِ عليْها، يساعدُ على حَلِّ معادلاتٍ أكثرَ 
مْتُها سابقًا، علمًا بأنَّ لهذهِ المقاديرِ  تعقيدًا منْ تلكَ التي تعلَّ

اســتعمالاتٍ حياتيةً وعلميةً في كثيرٍ مــنَ المناحي، لا 
سيَّما الحساباتِ التي تحوي نسبًا وتناسباتٍ، مثلَ: 

مــزجِ الألوانِ، والصناعــاتِ الكيميائيةِ 
الدقيقةِ.  

90

مْتُ سابقًا: تعلَّ

✔  تمييزَ الحدودِ والمقاديرِ الجبريةِ.

✔  تحليلَ المقاديرِ الجبريةِ إلى العواملِ.

✔  تبسيطَ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ.

✔  حَلَّ التناسباتِ.

مُ في هذهِ الوحدةِ:  سأتعلَّ

◂  تبسيطَ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ.

◂  ضربَ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ وقسمتَها.

◂  جمعَ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ وطرحَها. 

◂  حَلَّ المعادلاتِ النسبيةِ.



فكرةُ المشروعِ توظيفُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ في تصميمِ ملعبِ كرةِ قدمٍ.   

. الموادُّ والأدواتُ قطعةٌ كبيرةٌ منَ الكرتونِ، أدواتٌ هندسيةٌ، ألوانٌ، مِقَصٌّ   
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مشروعُ ملعبُ كرةِ القدمِ
الوحدةِ

خطواتُ تنفيذِ المشروعِ:

مُ على قطعةِ الكرتونِ نموذجًا لملعبِ كرةِ قدمٍ يحيطُ بهِ مِضْمارٌ   1  أُصمِّ

كما في الشكلِ المُجاوِرِ.

 2  أُعبِّرُ عنْ طــولِ الملعبِ معَ المِضْمارِ بمقدارٍ جبريٍّ نســبيٍّ يحوي 

مُتغيِّرًا واحدًا فقطْ، ثمَّ أُعبِّرُ عنْ عــرضِ الملعبِ والمِضْمارِ بمقدارٍ 
جبريٍّ نسبيٍّ آخرَ يحوي المُتغيِّرَ نفسَهُ.

 3  أجدُ مســاحةَ الملعبِ معَ المِضْمارِ بدلالــةِ المُتغيِّراتِ التي تحويها 

المقاديرُ الجبريةُ النسبيةُ، ثمَّ أكتبُ الناتجَ في أبسطِ صورةٍ.

 4  أجدُ مساحةَ الملعبِ بدلالةِ المُتغيِّراتِ، ثمَّ أكتبُ الناتجَ في أبسطِ صورةٍ.

 5  أجدُ مساحةَ المِضْمارِ بدلالةِ المُتغيِّراتِ، ثمَّ أكتبُ الناتجَ في أبسطِ صورةٍ.

 6  أجدُ محيطَ الملعبِ معَ المِضْمارِ بدلالةِ المُتغيِّراتِ، ثمَّ أكتبُ الناتجَ في أبسطِ صورةٍ.

 7  أجدُ محيطَ الملعبِ بدلالةِ المُتغيِّراتِ، ثمَّ أكتبُ الناتجَ في أبسطِ صورةٍ.

 8  أجدُ الفرقَ بينَ محيطِ الملعبِ معَ المضمارِ ومحيطِ الملعبِ.

 9  أفترضُ مساحةً للملعبِ الذي أنشأْتُهُ، ثمَّ أجدُ قيمةَ المُتغيِّرِ بحَلِّ المعادلةِ النسبيةِ الناتجةِ. 

 10  أُعِدُّ مطويةً أُدرِجُ فيها الأبعادَ الأولمبيةَ لملعبِ كرةِ القدمِ، وتاريخَ اللعبةِ، وأهميتَها في تقاربِ ثقافاتِ الشعوبِ. 

عرضُ النتائجِ:

مْتُهُ في الوحدةِ. 	 حُ خطواتِ العملِ في المشروعِ، وعلاقتَهُ بما تعلَّ نُ صورًا تُوضِّ أُعِدُّ عرضًا تقديميًّا يتضمَّ

حًا العملياتِ الحسابيةَ التي اعتمدْتُها في تصميمِ ملعبِ كرةِ القدمِ. 	 ، مُوضِّ أعرضُ المطويةَ أمامَ طلبةِ الصفِّ
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الدرسُ

1
	 تبسيطُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ. فكرةُ الدرسِ     

	 ضربُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ وقسمتُها.    

بُ.  ، الكسرُ الجبريُّ المُركَّ المقدارُ الجبريُّ النسبيُّ المصطلحاتُ    

مسألةُ اليومِ  يُبيِّنُ الشكلُ المُجاوِرُ شاشةَ حاسوبٍ على شكلِ مستطيلٍ،    

x - 5 وحدةً.
x

x2  وحــدةً، وعرضُها 

x2 - 2x - 15
 طولُها 

أجدُ مساحةَ الشاشةِ بدلالةِ x في أبسطِ صورةٍ.

تبسيطُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ

المقدارُ الجبريُّ النسبيُّ )rational algebraic expression( هوَ مقدارٌ جبريٌّ يُمكِنُ كتابتُهُ 
في صورةِ كسرٍ بسطُهُ ومقامُهُ مقدارانِ جبريانِ، ومنْ أمثلتهِِ:

6
x

  ,  
2y + 1

y2 - 3y + 2
  ,  

r3 + 1
r - 4

يكونُ المقدارُ الجبريُّ النسبيُّ في أبسطِ صورةٍ إذا كانَ العددُ 1 هوَ العاملَ المشتركَ الأكبرَ لكلٍّ 
، يبدأُ تبســيطُ المقدارِ الجبريِّ بتحليلِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ، ثمَّ  منْ بسطِهِ ومقامِهِ. بوجهٍ عامٍّ

قسمةِ كلٍّ منهُْما على العواملِ المشتركةِ بينهَُما. 

2x + 6

x2 - 9
 = 

2(x + 3)

(x - 3)(x + 3)
 = 

2
x - 3

رموزٌ رياضيةٌ 

يُرمَزُ إلى العاملِ المشتركِ 
الأكبرِ بالرمــزِ )ع. م. أ(، 
(GCF)؛  الرمــزِ  أوِ 
وهــوَ اختصــارٌ لجملةِ 
 (greatest common

.factor)

مُ  أتعلَّ

بمــا أنَّ القســمةَ علــى 
نا  فــةٍ، فإنَّ صفرٍ غيــرُ مُعرَّ
سنفترضُ في هذهِ الوحدةِ 
أنَّ جميعَ القِيَمِ التي تجعلُ 

المقاماتِ صفرًا مُستثناةٌ.

ضربُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ وقسمتُها 
Multiplying and Dividing Rational 

Algebraic Expressions 

x - 5
x

x2

x2 - 2x -15

بقسمةِ البسطِ والمقامِ على العاملِ المشتركِ الأكبرِ للبسطِ 
.(x + 3) َوالمقامِ، وهو
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الوحدةُ 7

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:
1  

2x - 10

2x2 - 11x + 5

 بتحليلِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ إلى العواملِ
2x - 10

2x2 - 11x + 5
 = 

2(x - 5)

(2x - 1)(x - 5)

(x - 5) بقسمةِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ على = 
2(x - 5)

(2x - 1)(x - 5)

 = بالتبسيطِ
2

2x - 1

2  
x3 - 2x2 + 9x - 18

6x3 - 24x2 + 24x

بتجميــعِ الحــدودِ ذاتِ العوامــلِ 
المشتركةِ في البسطِ، وإخراجِ العاملِ 

المشتركِ في المقامِ
 
x3 - 2x2 + 9x - 18

6x3 - 24x2 + 24x
 = 

(x3 -2x2) + (9x -18)

6x(x2 - 4x + 4)

 = بإخراجِ العاملِ المشتركِ منْ كلِّ تجميعٍ في البسطِ
x2 (x -2) + 9(x -2)

6x (x2 -4x +4)

 = بتحليلِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ إلى العواملِ
(x2 + 9)(x -2)

6x (x -2)(x -2)

(x - 2) بقسمةِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ على = 
(x2 + 9)(x -2)

6x (x -2)(x -2)

 = بالتبسيطِ
x2 + 9

6x (x -2)

3  
1 - u2

u2 + 4u - 5

 بتحليلِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ إلى العواملِ
1 - u2

u2 + 4u - 5
 = 

(1 - u)(1 + u)

(u - 1)(u + 5)

1 - u = -(u – 1) = 
-(u -1)(1 +u)

(u - 1)(u + 5)

(u - 1) بقسمةِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ على = 
-(u -1)(1 +u)

(u - 1)(u + 5)

 = بالتبسيطِ
-(u +1)

u + 5

مثال 1

رُ أتذكَّ

يُمكِــنُ تحليــلُ بعــضِ 
المقاديــرِ الجبريــةِ التي 
تحــوي أربعةَ حــدودٍ أوْ 
أكثــرَ باســتعمالِ طريقةِ 

التجميعِ. 

رُ أتذكَّ

 (-1) يُمكـِـنُ إخــراجُ 
عاملًا مشتركًا منَ البسطِ 
أوِ المقامِ لتسهيلِ اختصارِ 
المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ. 
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قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

a)  
6x - 18

x4 - 81
   b)  

x3 + 8

x2 + 6x + 8
   c)  

3x - 3x2

x2 + 4x - 5

ضربُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ

يُمكِنُ ضربُ المقاديرِ الجبريةِ النســبيةِ بطريقةٍ مُشابهِةٍ لطريقةِ ضربِ الكسورِ، وذلكَ بضربِ 
البســطِ في البسطِ وضربِ المقامِ في المقامِ، ثمَّ كتابةِ المقدارِ الجبريِّ النسبيِّ الناتجِ في أبسطِ 

صورةٍ. 

بالكلماتِ:  لضربِ مقدارينِ جبريينِ نســبيينِ، يُضرَبُ البســطُ في البسطِ، ثمَّ يُضرَبُ 

المقامُ في المقامِ.

: إذا كانَتْ a, b, c, d مقاديرَ جبريةً، حيثُ: b ≠ 0, d ≠ 0، فإنَّ بالرموزِ: 

a
b

 × 
c
d

 = 
ac
bd

3x
y  × 

2x
(y + 2) = 

6x2

y2 + 2y
مثالٌ: 

ضربُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ مفهومٌ أساسيٌّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:
1  

12 ac

15 b
 × 

5 ab2

6 c2

 بتحليلِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ إلى العواملِ
12 ac

15b
 × 

5 ab2

6c2  = 
2×6×a×c

3×5×b
× 

5×a×b×b

6×c×c

بقسمةِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ على 
 = العواملِ المشتركةِ

2×6×a×c

3× 5 ×b
× 

5×a×b×b

6× c ×c

 = بالتبسيطِ
2a2 b

3c

مثال 2

مُ  أتعلَّ

قُ منَ اختصارِ جميعِ  أتحقَّ
العواملِ المشــتركةِ بينَ 
البسطِ والمقامِ قبلَ إجراءِ 
عمليةِ الضربِ؛ تســهيلًا 

للحساباتِ.
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الوحدةُ 7

2  
x2 + x - 6

x2 + 6x + 9
 × 

x + 3

x2 - 6x + 8

بتحليلِ كلٍّ منَ البسطِ 
 والمقامِ إلى العواملِ

x2 + x - 6

x2 + 6x + 9
 × 

x + 3

x2 - 6x + 8
 = 

(x+3)(x-2)

(x+3)(x+3)
 × 

x + 3

(x-2)(x-4)

 = بقسمةِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ على العواملِ المشتركةِ
(x+3)(x-2)

(x+3)(x+3)
 × 

x + 3

(x-2)(x-4)

 = بالتبسيطِ
1

x - 4

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

a)  
8x

5y2  × 
20xy

6b
   b)  

d 
2
 - 36

d 
2
 + 5d - 6

 × 
d - 1

d 
2
 - 7d + 6

  مثال 3 : منَ الحياةِ

يُبيِّنُ الشــكلُ المُجاوِرُ  هندسةٌ معماريةٌ: 

مُخطَّطًــا لأحــدِ المنــازلِ على شــكلِ 

مستطيلٍ. أجدُ مساحةَ المنزلِ بدلالةِ x في 

أبسطِ صورةٍ.

w ُوعرضُه l ُصيغةُ مساحةِ المستطيلِ الذي طولُهA = l × w

l = 2x2 + 2x

x2 + 5x + 6
 , w = x2 - x -6

4x3  = بتعويضِ 
2x2 + 2x

x2 + 5x + 6
 × 

x2 - x -6

4x3

 = بتحليلِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ إلى العواملِ
2x (x + 1)

(x+2)(x+3)
 × 

(x-3)(x+2)

2x × 2x2

 = بقسمةِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ على العواملِ المشتركةِ
2x (x + 1)

(x+2)(x+3)
 × 

(x-3)(x+2)

2x × 2x2

 = بالتبسيطِ
(x+1)(x-3)

2x2 (x +3)

(x-3)(x+1) وحدةً مُربَّعةً.

2x2 (x +3)
إذنْ، مساحةُ المنزلِ هيَ 

2x2 + 2x
x2 + 5x + 6

x2- x - 6
4x3
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قُ منْ فهمي  أتحقَّ

قهوةٌ: تضعُ إحدى الشــركاتِ مُنتَجَها مــنَ القهوةِ في 
علبٍ، أبعادُها تعطى بدلالةِ x كما في الشكلِ المُجاوِرِ. 

أجدُ حجمَ علبةِ القهوةِ بدلالةِ x في أبسطِ صورةٍ.
1

x2 + x - 12

2x - 6
x + 5

قسمةُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ

يُمكِنُ قســمةُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ بطريقةٍ مُشابهِةٍ لطريقةِ قســمةِ الكسورِ، وذلكَ بضربِ 
المقســومِ في النظيرِ الضربيِّ للمقسومِ عليْهِ، ثمَّ كتابةِ المقدارِ الجبريِّ النسبيِّ الناتجِ في أبسطِ 

صورةٍ. 

رُ  أتذكَّ

إذا كانَ ناتــجُ ضــربِ 
عدديــنِ هوَ 1، فــإنَّ كُلاًّ 
منهُْما يُسمّى نظيرًا ضربيًّا 
للآخرِ، أوْ مقلوبًا للآخرِ. 

رُ  أُفكِّ

لماذا لا يُشترَطُ أنْ يكونَ 
a ≠ 0؟

بالكلماتِ:  لقسمةِ مقدارٍ جبريٍّ نسبيٍّ على آخرَ، يُضرَبُ في النظيرِ الضربيِّ للمقسومِ 

عليْهِ.

: إذا كانَتْ a, b, c, d مقاديرَ جبريةً، حيثُ: b ≠ 0, c ≠ 0, d ≠ 0، فإنَّ بالرموزِ: 

a
b

 ÷ 
c
d

 = 
a
b

 × 
d
c

4x
y  ÷ 

5
y + 1

 = 
4x
y  × 

y + 1
5

 = 
4x (y + 1)

5y
مثالٌ: 

قسمةُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ مفهومٌ أساسيٌّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:
1  

24x2 y

5c2 d
 ÷ 

16xy3

10c2 d 2

 بضربِ المقسومِ في النظيرِ الضربيِّ للمقسومِ عليْهِ
24x2 y

5c2 d
 ÷ 

16xy3

10c2 d 2
 = 

24x2y

5c2 d
 × 

10c2d 2

16xy3

 = بتحليلِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ إلى العواملِ
3×8×x×x×y

5×c2×d
 × 

5×2×c2×d×d

2×8×x×y×y2

مثال 4



97

الوحدةُ 7

الكسرُ الجبريُّ المُركَّبُ

الكسرُ الجبريُّ المُركَّبُ )complex algebraic fraction( هوَ كسرٌ يحتوي بسطُهُ أوْ مقامُهُ 
، ومنْ أمثلتهِِ: أوْ كلاهُما على مقدارٍ جبريٍّ نسبيٍّ

x
4

y
  ,  

a - 6
4
a

  ,  

y + 1

y - 8

y - 7

5

  ,  

2
d  + 8

10
d

 + 8

 = بقسمةِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ على العواملِ المشتركةِ
3×8×x×x×y

5×c2×d
 × 

5×2×c2×d×d

2×8×x×y×y2

 = بالتبسيطِ
3xd

y2

2  
x2 - 36

y2 + 3y - 4
 ÷ 

x2 - 9x + 18

8y + 32

 بضربِ المقسومِ في النظيرِ الضربيِّ للمقسومِ عليْهِ
x2 - 36

y2 + 3y - 4
 ÷ 

x2 - 9x + 18

8y + 32
 = 

x2 -36

y2 + 3y -4
 × 

8y + 32

x2 -9x +18

 = بتحليلِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ إلى العواملِ
(x-6)(x+6)

(y+4)(y-1)
 × 

8(y+4)

(x-3)(x-6)

 = بقسمةِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ على العواملِ المشتركةِ
(x-6)(x+6)

(y+4)(y-1)
 × 

8(y+4)

(x-3)(x-6)

 = بالتبسيطِ
8(x + 6)

(y-1)(x-3)

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ: 

a)  
24b3

14x2 y2 ÷ 
16 bc2

21x4 y3     b)  
x2 - 9x + 20

y2 + 10y + 21
 ÷ 

2x2 - 9x + 4

4y + 28
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بةِ. باعُها لتبسيطِ الكسورِ الجبريةِ المُركَّ توجدُ أربعُ خطواتٍ يتعيَّنُ اتِّ

باعِ الخطواتِ الآتيةِ: بةِ باتِّ يُمكِنُ تبسيطُ الكسورِ الجبريةِ المُركَّ

ا. الخطوةُ 1:  كتابةُ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ في صورةِ كسرٍ واحدٍ إنْ كانَ ذلكَ ضروريًّ

بِ الناتــجِ منَ الخطوةِ 1 في صورةِ قســمةِ  الخطوةُ 2:  كتابةُ الكســرِ الجبــريِّ المُركَّ

مقدارينِ جبريينِ نسبيينِ.

الخطوةُ 3:  ضربُ المقسومِ في النظيرِ الضربيِّ للمقسومِ عليْهِ.

الخطوةُ 4:  قسمةُ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ على العواملِ المشتركةِ، والتبسيطُ.

خطواتُ تبسيطِ الكسورِ الجبريةِ المُركَّبةِ مفهومٌ أساسيٌّ

 في أبسطِ صورةٍ.
a2 - b2

a2 - 25

b - a

a + 5

أكتبُ 

بِ في صورةِ قسمةِ مقدارينِ نسبيينِ  بكتابةِ الكسرِ الجبريِّ المُركَّ

a2 - b2

a2 - 25

b - a

a + 5

 = 
a2 - b2

a2 - 25
 ÷ 

b - a

a + 5

 = بضربِ المقسومِ في النظيرِ الضربيِّ للمقسومِ عليْهِ
a2 - b2

a2 - 25
 × 

a + 5

b - a

 = بقسمةِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ على العواملِ المشتركةِ
-(b-a)(a+b)

(a-5)(a+5)
 × 

a + 5

b - a

 - = بالتبسيطِ
(a + b)

(a - 5)

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

 في أبسطِ صورةٍ.
x2 - y2

y2 - 36

x - y

2y + 12

أكتبُ 

مثال 5
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الوحدةُ 7

بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ: 

1  
6x(x + 3)

9x2     2  
b2 + 5b + 4

b2 - 2b - 24
   3  

2x3 - 18x

6x3 - 12x2 -18x

4  
x3 - 8

x2 - 4
    5  

x3 - 9x2

x2 - 3x - 54
   6  

32x4 - 50

4x3 - 12x2 -5x + 15

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ: 

7  
3x2 y

14c2 d
 × 

28cd

12x3 y2       8  
2d + 2

d 2 + 8d +16
 × 

d 2 + d - 12

d + 1

9  
x2 - 16

3x3  × 
x2

x2 + x -12
    10  

x2 - 3x

x - 2
 × 

x2 + x - 6
x

11  
x2 - 4x
x - 1

 × 
x2 + 3x -4

2x
    12  

b2 + 12b + 11

b2 - 9
× 

b3 + 27

b2 + 20b + 99

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

13  
21x3 y2

12 ab2  ÷ 
3x2 y2

24 a3    14  
x2 + x - 2

x2 + 5x + 6
 ÷ 

x2 + 2x - 3

x2 + 7x + 12
 15  

p

p - 4
 ÷ 

p2

p2 - 5p + 4

16  
g2 - 4g - 21

4g2 + 12 g
 ÷ (g - 7)  17  

x2 - 25
2x - 2

 ÷ 
x2 + 10x + 25

x2 + 4x -5
  18  

x + 2

3x + 12
 ÷ 

x + 2

x2 - 16
 

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ: 

19  

x3 y3

cd 4

x2 y

c2 d

    20  

4a - 8

a2 - 9

a2 - a - 2

a2 + 7a + 12

   21  

8x2-10x-3

10x2 + 35x -20

2x2 + x -6

4x2 +18x + 8

أجدُ مساحةَ كلٍّ منَ الشكلينِ الآتيينِ بدلالةِ x في أبسطِ صورةٍ:

22  

cmx2

2h2

cm8
hx

    23  

m12x
x2 - 4

mx + 2
6



100

 24  أكتبُ النســبةَ بينَ محيطِ الشكلِ المُجاوِرِ ومســاحتهِِ في صورةِ مقدارٍ جبريٍّ 

نسبيٍّ في أبسطِ صورةٍ. 

 25  شــموعٌ: في الشــكلِ المُجاوِرِ شــمعتانِ لهُما الحجمُ نفسُــهُ، 

وإحداهُما أســطوانيةٌ، والأخُرى مخروطيةٌ. أكتبُ مقدارًا نسبيًّا 
يُمثِّلُ ارتفاعَ الشمعةِ المخروطيةِ بدلالةِ x في أبسطِ صورةٍ.

 26 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

. 1

2x + 1
 27 مسألةٌ مفتوحةٌ: أكتبُ مقدارًا نسبيًّا أبسطُ صورةٍ لهُ هيَ: 

رًا إجابتي؟  28 أكتشفُ المختلفَ: أيُّ المقاديرِ النسبيةِ الآتيةِ مختلفٌ، مُبرِّ

x - 2

x 2

  

x2 + 6x + 8

x 2 + 4x
  

x + 8

4x 2

  

x2 - x + 1

x 2 + 4x

حُهُ.  29 أكتشفُ الخطأَ: أكتشفُ الخطأَ في الحَلِّ الآتي، ثمَّ أُصحِّ

✗ = x + 2
x - 2

 × 
x2 - 4

x2 + x - 2

 = 
x + 2
x - 2

 × 
(x + 2)(x - 2)

(x + 2)(x - 1)

 = 
2

-1

رُ إجابتي. 1 ؟ أُبرِّ
x2 - 4y2

x + 2y

: هلْ يُعَدُّ المقدارُ x-2y مُكافئًِا للمقدارِ   30 تحدٍّ

2x
x + 4 x + 4

4x + 6

2x cm

d cm

3x cm

(x+4) cm
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الدرسُ

2
	 إيجادُ المضاعفِ المشتركِ الأصغرِ للمقاديرِ الجبريةِ. فكرةُ الدرسِ     

	 جمعُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ وطرحُها.    

مسألةُ اليومِ  يُبيِّنُ الشــكلُ المُجاوِرُ حوضَ أسماكٍ مفتوحًا منَ الأعلى    
على شــكلِ متوازي مســتطيلاتٍ، أبعادُهُ مُبيَّنــةٌ كما في 
الشكلِ. أجدُ مساحةَ ســطحِ زجاجِ الحوضِ بدلالةِ x في 

أبسطِ صورةٍ.

المضاعفُ المشتركُ الأصغرُ للمقاديرِ الجبريةِ

تعلَّمْتُ سابقًا إيجادَ المضاعفِ المشتركِ الأصغرِ لعددينِ. والآنَ سأتعلَّمُ بطريقةٍ مُشابهِةٍ كيفَ 
ينِ، وذلكَ بتحليلِ كلٍّ منهُْمــا تحليلًا كاملًا، ثمَّ كتابةِ  أجدُ المضاعفَ المشــتركَ الأصغرَ لحدَّ
ــيَّةِ، عندئذٍ يكونُ المضاعفُ المشــتركُ الأصغرُ )LCM( هوَ  رةِ بالصورةِ الأسُِّ العواملِ المُتكرِّ

ناتجَ ضربِ جميعِ قوى العواملِ التي لها الأسُُّ الأكبرُ.

يُمكِنُ أيضًا إيجادُ المضاعفِ المشــتركِ الأصغرِ لمقدارينِ جبريينِ، وذلكَ بتحليلِ كلٍّ منهُْما 
إلى العواملِ، عندئذٍ يكونُ المضاعفُ المشــتركُ الأصغرُ )LCM( هوَ ناتجَ ضربِ جميعِ قوى 

العواملِ التي لها الأسُُّ الأكبرُ.

جمعُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ وطرحُها
Adding and Subtracting Rational 

Algebraic Expressions

x + 1
3

x + 5
x

x
x + 1

رموزٌ رياضيةٌ 

يُرمَــزُ إلــى المضاعــفِ 
المشتركِ الأصغرِ بالرمزِ )م. 
م. أ(، أوْ بالرمزِ )LCM(؛ 
 least( وهوَ اختصارٌ لـِــ

.)common multiple

رُ  أتذكَّ

تحليــلُ الحــدِّ الجبريِّ 
هُ  تحليــلًا كاملًا يعنــي أنَّ
يُكتَبُ في صورةِ حاصلِ 
ليــةٍ  ضــربِ أعــدادٍ أوَّ
ـراتٍ، كلٌّ منهْــا  ومُتغيّـِ

مرفوعٌ إلى الأسُِّ 1. 

أجدُ المضاعفَ المشتركَ الأصغرَ للمقاديرِ أوِ الحدودِ الجبريةِ المعطاةِ في كلٍّ ممّا يأتي:

1  6ab, 8 a3, 12ab5

يَّةِ. رةِ بالصورةِ الأسُِّ الخطوةُ 1: تحليلُ الحدودِ الجبريةِ تحليلًا كاملًا، ثمَّ كتابةُ العواملِ المُتكرِّ

بتحليلِ الحدودِ الجبريةِ تحليلًا 
رةِ  كاملًا، ثمَّ كتابةِ العواملِ المُتكرِّ

يَّةِ. بالصورةِ الأسُِّ

6 ab = 2 × 3 × a × b

8 a3 = 23 × a3

12 ab5 = 22 × 3 × a × b5

مثال 1
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الخطوةُ 2: إيجادُ المضاعفِ المشتركِ الأصغرِ.

LCM = 23 × 3 × a3 × b5بضربِ قوى العواملِ التي لها الأسُُّ الأكبرُ

24a3 b5 = بالتبسيطِ

2  x4 - 7x3 + 12x2 , x2 - 2x - 3

الخطوةُ 1: تحليلُ المقاديرِ الجبريةِ إلى عواملِها.

بتحليلِ المقاديرِ الجبريةِ 
إلى عواملِها

x4 - 7x3 + 12x2 = x2 (x-3)(x-4)

x2 - 2x - 3 = (x - 3)(x + 1)

الخطوةُ 2: إيجادُ المضاعفِ المشتركِ الأصغرِ.

LCM = x2 (x-3)(x-4)(x+1)بضربِ قوى العواملِ التي لها الأسُُّ الأكبرُ

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أجدُ المضاعفَ المشتركَ الأصغرَ للمقاديرِ أوِ الحدودِ الجبريةِ المعطاةِ في كلٍّ ممّا يأتي:

a)  6b2, 12 ab, 18ab4   b)  3b2 - 15b -18, b3 - 7b2 + 6b

جمعُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ وطرحُها

يُمكِـنُ جمـعُ المقاديرِ الجبريةِ النسـبيةِ وطرحُهـا بطريقةٍ مُشـابهِةٍ تمامًا لطريقةِ جمعِ الكسـورِ 
وطرحِهـا. فعنـدَ الجمـعِ أوِ الطـرحِ لمقداريـنِ جبريينِ نسـبيينِ متسـاويينِ في المقـامِ، يُجمَعُ 

ا. ـطُ الناتـجُ إنْ كانَ ذلـكَ ضروريًّ البسـطانِ أوْ يُطرَحـانِ، ويبقـى المقامُ المشـتركُ، ثمَّ يُبسَّ

بالكلماتِ:  لجمــعِ مقدارينِ جبريينِ نســبيينِ لهُما المقامُ نفسُــهُ أوْ طرحِهِما، يُجمَعُ 

البسطانِ أوْ يُطرَحانِ، ويبقى المقامُ نفسُهُ.

: إذا كانَتْ a, b, c مقاديرَ جبريةً، حيثُ: c ≠ 0، فإنَّ بالرموزِ: 

a
c  + 

b
c

 = 
a + b

c
 ,  

a
c  - 

b
c

 = 
a - b

c

3x
y + 2  + 

x
y + 2

 = 
3x + x
y + 2

 = 
4x

y + 2
مثالٌ: 

جمعُ المقاديرِ الجبريةِ النسبيةِ وطرحُها مفهومٌ أساسيٌّ

رُ أتذكَّ

تحليلُ المقــدارِ الجبريِّ 
هُ يُكتَبُ في صورةِ  يعني أنَّ

حاصلِ ضربِ عواملِهِ.
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الوحدةُ 7

يُمكِنُ أيضًا الجمعُ أوِ الطرحُ لمقدارينِ جبريينِ نسبيينِ غيرِ متساويينِ في المقامِ، وذلكَ بتوحيدِ 
لًا عــنْ طريقِ إيجادِ المضاعفِ المشــتركِ الأصغرِ للمقامينِ، ثمَّ ضربِ البســطِ  المقامينِ أوَّ
والمقامِ لكلِّ مقدارٍ جبريٍّ نسبيٍّ في العواملِ اللازمةِ لجعلِ المقامِ مساويًا للمضاعفِ المشتركِ 

ا. الأصغرِ، ثمَّ تبسيطِ الناتجِ إنْ كانَ ذلكَ ضروريًّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

1  
y

x(y - 1)
 - 

1

x(y - 1)

  بجمعِ البسطينِ
y

x(y - 1)
 - 

1

x(y - 1)
 = 

y - 1

x(y - 1)

 =  بالتبسيطِ
y - 1

x(y - 1)
 = 

1
x

2  
2x

3y3  + 
5b

6x2 y

بتوحيدِ المقامينِ باستعمالِ المضاعفِ 
6x2 y3 :َالمشتركِ الأصغرِ لهُما، وهو  

2x

3y3  + 
5b

6x2 y
 = 

2x

3y3  × 
2x2

2x2  + 
5b

6x2 y
 × 

y2

y2

 =  بالضربِ
4x3

6x2 y3  + 
5b y2

6x2 y3

 =  بجمعِ البسطينِ
4x3 + 5b y2

6x2 y3

3  
3x - 2

x2 + 4x - 12
 - 

5

2x + 12

  بتحليلِ المقامينِ إلى عواملِهِما
3x - 2

x2 + 4x - 12
 - 

5

2x + 12
 = 

3x - 2

(x +6)(x -2)
 - 

5

2(x +6)

بتوحيــدِ المقامــاتِ باســتعمالِ 
المضاعفِ المشــتركِ الأصغرِ لها، 

2(x+6)(x-2) :َوهو
  = 

3x - 2

(x +6)(x -2)
 × 

2
2

 - 
5

2(x +6)
 × 

x - 2
x - 2

 =  بطرحِ البسطينِ
6x - 4 - 5x + 10

2(x + 6)(x - 2)

 =  بالتبسيطِ
x + 6

2(x + 6)(x - 2)

مثال 2
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رُ  أتذكَّ

لكتابةِ مقدارٍ جبريٍّ نسبيٍّ 
أَقسِمُ  في أبســطِ صورةٍ، 
البســطَ والمقــامَ علــى 

العواملِ المشتركةِ.

رُ  أُفكِّ

هــلْ يُمكِننُــي تحليــلُ: 
2y2 + 10y + 90؟

(x+6) بقسمةِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ على  = 
x + 6

2(x + 6)(x - 2)

 =  بالتبسيطِ
1

2(x - 2)

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

a)  
2x

x2 (2x + 5)
 + 

5

x2 (5 + 2x)
   b)  

5y

6b2 a
 + 

3b2

8a2

c)  
5

8x + 8
 - 

x - 4

12x2 + 4x - 8

  مثال 3 : منَ الحياةِ

مَتْ ميســاءُ مُلصَقًا على شــكلِ  بيئةٌ: صمَّ
مســتطيلٍ للتوعيةِ بأهميةِ إعــادةِ التدويرِ، 
وكانَتْ أبعادُهُ كما في الشــكلِ المُجاوِرِ. 
ترغبُ ميســاءُ في إحاطةِ المُلصَقِ بإطارٍ. 
أجدُ طولَ الإطارِ اللًّازمَ لذلكَ بدلالةِ y في 

أبسطِ صورةٍ. 
لإيجادِ طولِ الإطارِ، أجدُ محيطَ المُلصَقِ:

P = 2l + 2w صيغةُ محيطِ المستطيلِ

l = 9
y - 4  , w = y

y + 5  ) 2 = بتعويضِ 
9

y - 4
 ) + 2 ( 

y
y + 5

 )
 = بالتبسيطِ

18
y - 4

 + 
2y

y + 5

بتوحيدِ المقاماتِ باستعمالِ المضاعفِ 
(y + 5)(y - 4) :َالمشتركِ الأصغرِ لها، وهو = 

18
y - 4

 × 
y+5
y+5

 + 
2y

y + 5
 × 

y-4
y-4

 = بجمعِ البسطينِ
2y2 - 8y + 18y + 90

(y + 5)(y - 4)

 = بالتبسيطِ
2y2 + 10y + 90

(y + 5)(y - 4)

. 2y2 + 10y + 90

(y + 5)(y - 4)
 cm :َإذنْ، طولُ الإطارِ اللازمُ لإحاطةِ المُلصَقِ بهِ هو

y cm
y + 5

9 cm
y - 4
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قُ منْ فهمي  أتحقَّ

مَ خالــدٌ مُلصَقًا على شــكلِ  ــةٌ: صَمَّ صحَّ
مســتطيلٍ للتوعيةِ بأضرارِ التدخينِ في اليومِ 
العالمــيِّ للًّامتناعِ عــنِ التدخيــنِ، وكانَتْ 
أبعادُهُ كما في الشكلِ المُجاوِرِ. يرغبُ خالدٌ 
في إحاطةِ المُلصَقِ بإطارٍ. أجدُ طولَ الإطارِ 

اللًّازمَ لذلكَ بدلالةِ x في أبسطِ صورةٍ.

معلومةٌ   

ــةِ  تحتفــلُ مُنظَّمــةُ الصحَّ
العالميةِ فــي 31 أيّارَ منْ كلِّ 
عامٍ باليــومِ العالميِّ للامتناعِ 
عنِ التدخيــنِ، وتحرصُ في 
هذا اليومِ على إبرازِ المخاطرِ 

يةِ المُرتبطِةِ بالتدخينِ. الصحِّ

2x cm
x + 1

9 cm
x - 3

تبسيطُ الكسرِ المُركَّبِ

بِ الذي يحتوي بسطُهُ أوْ مقامُهُ أوْ كلاهُما على  تعلَّمْتُ في الدرسِ السابقِ تبسيطَ الكسرِ المُركَّ
بَ الذي يحتوي بسطُهُ أوْ مقامُهُ  طُ الكســرَ المُركَّ . والآنَ سأتعلَّمُ كيفَ أُبسِّ مقدارٍ جبريٍّ نســبيٍّ
أوْ كلاهُما على عمليةِ جمعٍ أوْ عمليةِ طرحٍ، وذلكَ بطريقتينِ؛ إحداهُما: كتابةُ كلٍّ منَ البســطِ 
والمقــامِ أوْ كليْهِما في صورةِ كســرٍ واحدٍ )إنْ لَزِمَ(. والأخُرى: إيجادُ المضاعفِ المشــتركِ 
الأصغرِ للمقاماتِ التي في البســطِ والمقامِ جميعِها، ثمَّ ضربُ كلٍّ منْ بسطِ المقدارِ الجبريِّ 

النسبيِّ ومقامِهِ في المضاعفِ المشتركِ الأصغرِ، والتبسيطُ.

. 
x
y  - 1

1
x

 + 2
طُ المقدارَ الآتيَ:  أُبسِّ

طُ المقدارَ بكتابةِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ في صورةِ كسرٍ واحدٍ. الطريقةُ 1: أُبسِّ

y َالمضاعفُ المشتركُ الأصغرُ لمقاميِ البسطِ هو
x َالمضاعفُ المشتركُ الأصغرُ لمقاميِ المقامِ هو

  

x
y  - 1

1
x

 + 2
 = 

x
y  - 

y
y

1
x

 + 2x
x

 = بتبسيطِ كلٍّ منَ البسطِ والمقامِ
x - y

y

1 + 2x
x

بِ في صورةِ قسمةِ مقدارينِ نسبيينِ  = بكتابةِ الكسرِ المُركَّ
x - y

y  ÷ 
1 + 2x

x

مثال 4
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بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

أجدُ المضاعفَ المشتركَ الأصغرَ للمقاديرِ أوِ الحدودِ الجبريةِ المعطاةِ في كلٍّ ممّا يأتي:

1  4mt2, 8m3 t, 12m4 t   2  x2 + 2x - 15, x2 + 6x + 5

3  c3 + 5c2 + 4c, c(c + 1)2   4  9x2 - 16, 3x2 + x - 4

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

5  
6y

3x3
 + 

2

7y2 x
   6  

b

b + 3
 + 

5

b - 2
   7  

m

2m -14
 + 

m2

m2 - 49

8  
1

4x2 -12x + 9
 - 

x

2x2 -x-3
 9  

x + 3

x2 - 1
 - 

x + 2

x - 1
   10  3s2 - 

s + 1

s2 - 1

11  
2

6z - 9
 - 

z + 1

2z2 - 3z
   12  

1
x - y

 + 
1

y - x
  13  

3w - 1

2w2 + w - 3
 - 

2 - w

w - 1

14  
x + 2

x2 + 3x - 10
 + 

3
2 - x

  15  
2p + 3

p2 - 7p + 12
 - 2

p - 3
 16  3c + 1

c - 1
 + c + 1

c2 - 4c + 3
 ÷ c - 1

c - 3

 = بالضربِ في النظيرِ الضربيِّ للمقسومِ عليْهِ
x - y

y  × 
x

1 + 2x

 = بالتبسيطِ
x2 - xy
y + 2xy

طُ المقدارَ بإيجادِ المضاعفِ المشتركِ الأصغرِ لمقاماتِ البسطِ والمقامِ. الطريقةُ 2: أُبسِّ

بضربِ البسطِ والمقامِ في المضاعفِ المشتركِ الأصغرِ 
xy :َلجميعِ المقاماتِ التي في البسطِ والمقامِ، وهو  

x
y  - 1

1
x

 + 2
 = 

x
y  - 1

1
x

 + 2
 × 

xy
xy

 = بالتبسيطِ
x2 - xy
y + 2xy

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

. 
2 + 1

y

4
x

 - 3
y

طُ المقدارَ الآتيَ:  أُبسِّ
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أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

17  
6 + 

a
b

2 - 6
b

    18  
6

x - 4 - 
x

2x + 3

2
2x + 3

 + 2x
x - 4

  19  
x

x - 2 + 1

3

x2 - 4
 - 1

أجدُ محيطَ كلٍّ منَ الشكلينِ الآتيينِ:

20  

cm6
x2

cm2
3x

cmx + 1
x

   21  

m5
x-3

m2x
x+5

رَ مُهنَّدٌ الذهابَ في رحلةٍ بحافلةٍ تسيرُ بسرعةِ km/h (x)، وتقطعُ مسافةَ km 60، ثمَّ إكمالَ الرحلةِ بسيّارةٍ   22  رحلةٌ: قرَّ

تســيرُ بسرعةِ km/h (x + 20)، وتقطعُ مسافةَ km 140. أكتبُ الزمنَ الذي سيستغرقُهُ مُهنَّدٌ في الحافلةِ والسيّارةِ 
في صورةِ مقدارٍ جبريٍّ نسبيٍّ في أبسطِ صورةٍ.

 23 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

حُهُ.  24 أكتشفُ الخطأَ: أكتشفُ الخطأَ في الحَلِّ الآتي، ثمَّ أُصحِّ

✗y

y + 1
 + 7

y - 3
 = 

y + 7

(y + 1)(y - 3)

. 
x - 1
x + 3

 25 مسألةٌ مفتوحةٌ: أجدُ مقدارينِ جبريينِ ناتجُ طرحِهِما هوَ 

دَ المُثلَّثُ مُحافظًِا على شــكلِهِ، فأصبحَ   . تمدَّ
7

6(x - 3)
 - 

1
x - 3

 26  تبريــرٌ: مُثلَّثٌ مُتطابقُِ الأضلاعِ، طولُ ضلعِهِ هوَ  

رًا إجابتي. x2 . أجدُ معاملَ التكبيرِ بدلالةِ x في أبسطِ صورةٍ، مُبرِّ

x - 3
 - 

5
6(x - 3)

طولُ ضلعِهِ هوَ 

. x

1- (1+ 
1
x

 )-1
طُ المقدارَ الآتيَ:   : أُبسِّ  27 تحدٍّ
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الدرسُ

3
حَلُّ معادلاتٍ نسبيةٍ. فكرةُ الدرسِ     

المعادلةُ النسبيةُ.  المصطلحاتُ    

ةِ فيها هيَ 5 : 2.  ةِ، نسبةُ الفِضَّ مسألةُ اليومِ  يُنتجُِ مصنعٌ سبائكَ منَ النحاسِ والفِضَّ   

ةِ،  ةِ يجبُ إضافتُها إلى خليطٍ منَ النحاسِ والفِضَّ كمْ غرامًا منَ الفِضَّ

ةِ فيهِ g 200؛ لكيْ تكونَ النســبةُ اللازمةُ  كتلتُهُ g 800، ومقدارُ الفِضَّ

لصنعِ السبيكةِ هيَ 5 : 2؟ 

حَلُّ المعادلاتِ النسبيةِ بالضربِ التبادليِّ

ــا نســبيًّا أوْ أكثرَ اســمُ المعادلةِ النســبيةِ  يُطلَــقُ علــى المعادلــةِ التي تحوي مقــدارًا جبريًّ
)rational equation(، ومنْ أمثلتهِا:

x + 3
x - 2

 = 6  ,  
1

x + 4
 = 

5
2x - 3

  ,  
x

x + 6
 = 

72

x2 - 36
 + 5

يُمكِنُ استعمالُ الضربِ التبادليِّ لحَلِّ المعادلاتِ النسبيةِ إذا كانَتْ كلٌّ منهْا في صورةِ تناسبٍ فقطْ.

رُ أتذكَّ

 ، a
b

 = c
d

في أيِّ تناسبٍ: 
 ،b ≠ 0, d ≠ 0 حيــثُ: 

 فإنَّ حاصلَ ضربِ طرفيِ

التناســبِ يكــونُ مُســاوِيًا 
لحاصــلِ ضربِ وســطيِ 
،a × d = b × c :ِالتناسب

وتُســمّى هــذهِ الخاصيةُ 
. الضربَ التبادليَّ
a
b

  =  c
d

حَلُّ المعادلاتِ النسبيةِ
Solving Rational Equations 

أحُلُّ كلَّ معادلةٍ ممّا يأتي: 

1  
4

x + 1
 = 

6

x - 1

 المعادلةُ الأصليةُ
4

x + 1
 = 

6

x - 1

4(x - 1) = (x + 1)6 بالضربِ التبادليِّ

6x + 6 = 4x - 4 باستعمالِ خاصيةِ التوزيعِ

2x = -10 بالتبسيطِ

x = -5 بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على 2

مثال 1
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ضُ قيمةَ x الناتجةَ في المعادلةِ الأصليةِ. ، أُعوِّ ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أتحقَّقُ: للتحقُّ

 المعادلةُ الأصليةُ
4

x + 1
 = 

6

x - 1

 x = -5 ِبتعويض 
4

-5 + 1
 = 

6

-5 - 1

✓ 1- = 1- بالتبسيطِ

.x = -5 :َإذنْ، حَلُّ المعادلةِ هو

2  
7
x

 = 
x - 2

5

 المعادلةُ الأصليةُ
7
x

 = 
x - 2

5

x(x - 2) = 35 بالضربِ التبادليِّ

x2 - 2x = 35 باستعمالِ خاصيةِ التوزيعِ

x2 - 2x - 35 = 0 بطرحِ 35 منْ طرفيِ المعادلةِ

0 = (x + 5)(x - 7)بالتحليلِ إلى العواملِ

x - 7 = 0  or  x + 5 = 0خاصيةُ الضربِ الصفريِّ

x = 7                           x = -5   بحَلِّ كلِّ معادلةٍ

ضُ قيمتيْ x الناتجتينِ في المعادلةِ الأصليةِ. ، أُعوِّ ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أتحقَّقُ: للتحقُّ

x = 7 عندما x = -5 عندما 

 
7
x

 = 
x - 2

5
 

7
x

 = 
x - 2

5

 
7
7

 = 
7 - 2

5
 

7
-5

 = 
-5 - 2

5

 1 = 1 ✓ - 
7
5

 = - 
7
5

 ✓

.x = 7و ،x = -5 :َإذنْ، حَلُّ المعادلةِ هو

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أحُلُّ كلَّ معادلةٍ ممّا يأتي: 

a)  
4
x

 = 
3

x - 2
    b)  

4
x + 4

 = 
x

x + 1

?

??

:  الدعمُ البيانيُّ

أســتعملُ برمجيــةَ جيوجبرا 

 ، ــةِ الحَلِّ قِ مــنْ صحَّ للتحقُّ

وذلكَ بتمثيلِ كلٍّ منَ المعادلةِ: 

y = 4، والمعادلــةِ:

x + 1

y = 6 بيانيًّــا، وملاحظةِ 

x - 1

أنَّ منحنيــيِ المعادلتيــنِ 

.x = -5 يتقاطعانِ عندما

:  الدعمُ البيانيُّ

أســتعملُ برمجيــةَ جيوجبرا 

 ، ــةِ الحَلِّ قِ مــنْ صحَّ للتحقُّ

وذلــكَ بتمثيــلِ كلٍّ مــنَ 

y = 7، والمعادلةِ:
x

 المعادلةِ: 

y = x - 2 بيانيًّــا، وملاحظةِ 

5

ـنِ  ـيِ المعادلتيـ أنَّ منحنيـ

 ،x = -5 يتقاطعانِ عندمــا 

.x = 7 و

-15-15 -10-10 -5-5 55 1010 1515

-3-3

-2-2

-1-1
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22

33

00
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-50-50 -40-40
ff
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44
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رُ  أتذكَّ

النسبةُ هيَ طريقةٌ لمقارنةِ 
يةٍ  عددٍ بآخرَ، أوْ مقارنةِ كمِّ

بأُخرى. 
تُكتَــبُ النســبةُ بثــلاثِ 

طرائقَ مختلفةٍ، هيَ: 
. b إلى a ، a

b
 ،a : b

إضافةً إلى حَلِّ المعادلاتِ النســبيةِ، يُمكِنُ اســتعمالُ مفهومِ النســبةِ في كثيرٍ منَ التطبيقاتِ 
الحياتيةِ.

  مثال 2 : منَ الحياةِ

دةٍ وصولًا إلى الدرجةِ المطلوبةِ  طلًّاءٌ: تُخلَطُ الألوانُ بنسبٍ مُحدَّ
منْ لونٍ مُعيَّنٍ. أَعَدَّ ســعيدٌ خليطًا منَ الألوانِ بمزجِ مكيالينِ منَ 
اللونِ الأزرقِ بمكيالينِ منَ اللونِ الأخضرِ. إذا كانَتْ درجةُ اللونِ 

التي يرغبُ ســعيدٌ في الحصولِ عليْها مشــروطةً بأنْ تكونَ نسبةُ اللونِ الأزرقِ إلى الخليطِ هيَ 
4 : 3، فأجدُ عددَ مكاييلِ اللونِ الأزرقِ التي يتعيَّنُ على سعيدٍ إضافتُها إلى الخليطِ لكيْ يحصلَ 

على الدرجةِ المطلوبةِ منَ اللونِ.

أفتــرضُ أنَّ x هوَ عددُ مكاييلِ اللــونِ الأزرقِ التي يجبُ إضافتُها إلى الخليطِ لإيجادِ النســبةِ 
المطلوبةِ. 

: ، فإنَّ ومنْ ثَمَّ

x + 2
x + 4

 = 
3
4

نسبةُ اللونِ الأزرقِ في الخليطِ
عددُ مكاييلِ اللونِ الأزرقِ

عددُ المكاييلِ الكليُّ

لإيجادِ عددِ مكاييلِ اللونِ الأزرقِ التي يجبُ إضافتُها إلى الخليطِ، يجبُ حَلُّ المعادلةِ النسبيةِ أعلاهُ:

 المعادلةُ الأصليةُ
x + 2
x + 4

 = 
3
4

4(x + 2) = (x + 4)3 بالضربِ التبادليِّ

3x + 12 = 4x + 8 باستعمالِ خاصيةِ التوزيعِ

x = 4 بالتبسيطِ

ضُ قيمةَ x الناتجةَ في المعادلةِ الأصليةِ. ، أُعوِّ ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أتحقَّقُ: للتحقُّ

 المعادلةُ الأصليةُ
x + 2
x + 4

 = 
3
4

x = 4 ِبتعويض 
4 + 2
4 + 4

 = 
3
4

 بالتبسيطِ
3
4

 = 
3
4

 ✓

إذنْ، يتعيَّنُ على سعيدٍ إضافةُ 4 مكاييلَ منَ اللونِ الأزرقِ إلى الخليطِ لكيْ يحصلَ على الدرجةِ 
المطلوبةِ منَ اللونِ.

?

معلومةٌ

يُطلَــقُ علــى اللــونِ الناتجِ 
مــنْ خلــطِ اللــونِ الأزرقِ 
واللونِ الأخضرِ اســمُ اللونِ 
، ويُمكـِـنُ خلطُ  الفيــروزيِّ
نســبٍ مختلفــةٍ مــنْ هذينِ 
اللونيــنِ للحصــولِ علــى 
بعضِ درجاتِ )ظِلالِ( اللونِ 

. الفيروزيِّ
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قُ منْ فهمي أتحقَّ

طلًّاءٌ: وُضِعَ في خــلًّّاطِ متجرٍ للطلًّاءِ مكيالٌ منَ اللونِ الأحمــرِ و4 مكاييلَ منَ اللونِ الأصفرِ 
لإنتاجِ لونٍ مُعيَّنٍ. إذا كانَتْ درجةُ هذا اللونِ مشروطةً بأنْ تكونَ نسبةُ اللونِ الأحمرِ إلى الخليطِ 
هيَ 3 : 1، فأجدُ عــددَ مكاييلِ اللونِ الأحمرِ التي يتعيَّنُ إضافتُهــا إلى الخليطِ للحصولِ على 

الدرجةِ المطلوبةِ منَ اللونِ.

حَلُّ المعادلاتِ النسبيةِ باستعمالِ المضاعفِ المشتركِ الأصغرِ

تعلَّمْتُ في المثالِ السابقِ حَلَّ المعادلةِ النسبيةِ التي تكونُ في صورةِ تناسبٍ باستعمالِ الضربِ 
. والآنَ ســأتعلَّمُ كيفَ أحُلُّ المعادلةَ النســبيةَ التي لا تكونُ في صورةِ تناسبٍ، وذلكَ  التبادليِّ
بضربِ طرفــيْ هذهِ المعادلةِ في المضاعفِ المشــتركِ الأصغرِ للمقامــاتِ؛ تخلُّصًا منْ هذهِ 

المقاماتِ.

في بعضِ الأحيــانِ، تظهرُ حلولٌ دخيلةٌ عندَ ضــربِ طرفيِ المعادلةِ النســبيةِ في المضاعفِ 
قُ دائمًا منْ تحقيقِ أيِّ حَلٍّ ناتجٍ للمعادلةِ الأصليةِ. المشتركِ الأصغرِ؛ لذا يجبُ التحقُّ

رُ  أتذكَّ

الحَلُّ الدخيلُ هوَ حَلٌّ لا 
قُ المعادلةَ الأصليةَ.  يُحقِّ
ومــنَ المُلاحَــظِ فــي 
المعــادلاتِ النســبيةِ أنَّ 
الحَلَّ الدخيلَ يجعلُ أحدَ 

مقاماتِ المعادلةِ صفرًا.

رُ  أُفكِّ

هلْ يُمكِنُ حَــلُّ الفرعِ 1 
مــنَ المثــالِ 3 بطريقــةٍ 

رُ إجابتي. أُخرى؟ أُبرِّ

أحُلُّ كلَّ معادلةٍ ممّا يأتي: 

1  
2

x - 1
 + 

3

4
 = 

7

20

 المعادلةُ الأصليةُ
2

x - 1
 + 

3

4
 = 

7

20
بضــربِ طرفــيِ المعادلــةِ في 
المضاعفِ المشــتركِ الأصغرِ 

20(x - 1) :َللمقاماتِ، وهو
 20(x-1)× 

2

x - 1
 + 20(x-1)× 

3

4
 = 20(x-1)× 

7

20

15x -15 = 7x-7 + 40 بالقسمةِ على العواملِ المشتركةِ

15x = 7x-7+25 بالتبسيطِ

8x = -32 بالتبسيطِ

x = -4 بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على 8

مثال 3
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:  الدعمُ البيانيُّ

أســتعملُ برمجيــةَ جيوجبرا 

 ، ــةِ الحَلِّ قِ مــنْ صحَّ للتحقُّ

وذلكَ بتمثيلِ كلٍّ منَ المعادلةِ: 

 = y، والمعادلةِ: 
2

x - 1
 + 

3

4

y = 7 بيانيًّــا، وملاحظةِ أنَّ 

20

منحنييِ المعادلتينِ يتقاطعانِ 

.x = -4 عندما

:  الدعمُ البيانيُّ

أســتعملُ برمجيــةَ جيوجبرا 

 ، ــةِ الحَلِّ قِ مــنْ صحَّ للتحقُّ

وذلكَ بتمثيلِ كلٍّ منَ المعادلةِ: 

y = 36، والمعادلــةِ:

x2 - 9

ـا،  بيانيّـً  y = 2x

x + 3
- 1

وملاحظةِ أنَّ منحنييِ المعادلتينِ 

.x = 9 يتقاطعانِ عندما

65654040 5050 6060 7070 8080 9090

-30-30 -25-25 -20-20 -15-15
ff

gg

-30-30 -20-20 -10-10 1010 2020 3030

-6-6

-4-4

-2-2

22

44

66

00

A = (-4, 0.35)A = (-4, 0.35)B = (-4, 0.35)B = (-4, 0.35)

100100 110110

-5-5 55 1010 1515 2020

-2-2

-1-1

11

22

33

00

A = (9, 0.5)A = (9, 0.5)

5050 6060 7070 8080 9090 100100 110110

ضُ قيمةَ x الناتجةَ في المعادلةِ الأصليةِ. ، أُعوِّ ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أتحقَّقُ: للتحقُّ

 المعادلةُ الأصليةُ
2

x - 1
 + 

3

4
 = 

7

20

 x = -4 ِبتعويض 
2

-4 - 1
 + 

3

4
 = 

7

20

 بالتبسيطِ
7

20
 = 

7

20
 ✓

.x = -4 :َإذنْ، حَلُّ المعادلةِ هو

2  
36

x2 - 9
 = 

2x
x + 3

 - 1

 المعادلةُ الأصليةُ
36

x2 - 9
 = 

2x

x + 3
 - 1

 (x-3)(x+3) × 
36

x2 - 9
 = (x-3)(x+3) × 

2x

x + 3
 - (x-3)(x+3) × 1

(x-3)(x+3) :َبضربِ طرفيِ المعادلةِ في المضاعفِ المشتركِ الأصغرِ للمقاماتِ، وهو

2x(x-3)-(x+3)(x-3) = 36 بالقسمةِ على العواملِ المشتركةِ

x2 -6x + 9 = 36 بالتبسيطِ

x2 - 6x - 27 = 0 بالتبسيطِ

0 = (x + 3)(x - 9) بالتحليلِ إلى العواملِ

x-9 = 0  or  x + 3 = 0خاصيةُ الضربِ الصفريِّ

x = 9             x =-3      بحَلِّ كلِّ معادلةٍ

ضُ قيمتيْ x الناتجتينِ في المعادلةِ الأصليةِ. ، أُعوِّ ةِ الحَلِّ قِ منْ صحَّ أتحقَّقُ:  للتحقُّ

x = 9 عندما x = -3 عندما 

 
36

x2 - 9
 = 

2x

x + 3
 - 1 

36

x2 - 9
 = 

2x

x + 3
 - 1

 
36

(9)2 - 9
 = 

2(9)

(9) + 3
 - 1 

36

(-3)2 - 9
 = 

2(-3)

(-3) + 3
 - 1

 
1
2

 = 
1
2

 ✓ 
36
0

 ≠ 
-6
0

 - 1 ✗

.x = 9 :َإذنْ، حَلُّ المعادلةِ هو

?

??
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الوحدةُ 7

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أحُلُّ كلَّ معادلةٍ ممّا يأتي: 

a)  
1

x - 1
 - 

1
2

 = 
5
8

   b)  
x

x - 2
 + 

1
3x - 1

 = 
x

3x2 - 7x + 2

لِ  ةٌ تحديدَ الزمنِ اللازمِ لإنجازِ عمــلٍ مُعيَّنٍ؛ ما يُحتِّمُ تحديدَ مُعدَّ تتطلَّــبُ تطبيقاتٌ حياتيةٌ عِدَّ
لِ الوحدةِ لكتابةِ معادلةٍ نسبيةٍ ثمَّ حَلِّها.  إنجازِ العملِ، ثمَّ استعمالَ مُعدَّ

رُ  أتذكَّ

يُقارَنُ  لُ هوَ نســبةٌ  المُعدَّ
يتينِ مختلفتينِ  فيها بينَ كمِّ
لُ  فــي الوحدةِ. أمّــا مُعدَّ
الوحــدةِ فهــوَ تبســيطُ 
لِ ليُصبـِـحَ مقامُهُ  المُعــدَّ

وحدةً واحدةً.

  مثال 4 : منَ الحياةِ

أعمالٌ منزليةٌ: يســتغرقُ تنظيــفُ المنزلِ منْ رغــدَ وزوجِها أحمدَ 
4 ساعاتٍ منَ العملِ. إذا كانَتْ سرعةُ رغدَ هيَ مثليْ سرعةِ أحمدَ في 
التنظيفِ، فأجدُ الوقتَ الذي تستغرقُهُ رغدُ في تنظيفِ المنزلِ وحدَها.

لَ إنجازِ العملِ لكلٍّ منْ رغدَ وأحمدَ. دُ مُعدَّ الخطوةُ 1: أُحدِّ

أفترضُ أنَّ x هوَ عددُ الســاعاتِ التي يســتغرقُها أحمدُ في تنظيفِ المنزلِ وحدَهُ. وبما أنَّ  	
1 منَ المنزلِ في الساعةِ الواحدةِ.

x هُ يُنظِّفُ  أحمدَ يُنظِّفُ المنزلَ في x ساعةً، فإنَّ
2 منَ المنزلِ في الساعةِ الواحدةِ. 	

x بما أنَّ سرعةَ رغدَ هيَ مثلا سرعةِ أحمدَ، فإنَّها تُنظِّفُ 
1 المنزلِ  	

4
بمــا أنَّ رغدَ وأحمدَ يُنظِّفانِ المنزلَ في 4 ســاعاتٍ إذا عملا معًا، فإنَّهُما يُنظِّفانِ 

في الساعةِ الواحدةِ. 

لَ إنجازِهِما العملَ معًا، ثمَّ أحُلُّها. الخطوةُ 2: أكتبُ معادلةً تُمثِّلُ مُعدَّ

هُ يُمكِننُي كتابةُ المعادلةِ الآتيةِ: 1 المنزلِ في الساعةِ الواحدةِ، فإنَّ
4

بما أنَّ رغدَ وأحمدَ يُنظِّفانِ معًا 
1
x  + 

2
x  = 

1
4

بحَلِّ المعادلةِ، يُمكِنُ إيجادُ عددِ الساعاتِ التي يستغرقُها أحمدُ في تنظيفِ المنزلِ وحدَهُ: 

 المعادلةُ الأصليةُ
1
x  + 

2
x  = 

1
4

بضربِ طرفيِ المعادلةِ في المضاعفِ المشتركِ 
4x :َ4 الأصغرِ للمقاماتِ، وهوx × 

3
x  = 4x × 

1
4

x = 12 بالقسمةِ على العواملِ المشتركةِ

معلومةٌ

كانَ النبــيُّ صلّى اللــهُ عليْهِ 
مَ المَثلَ والقدوةَ معَ أهلِهِ  وسلَّ
في بيتهِِ؛ فقدْ سُــئِلَتِ السيِّدةُ 
عائشــةُ رضيَ اللــهُ عنهْا: ما 
كانَ يصنــعُ النبيُّ فــي بيتهِِ؟ 
فقالَتْ: كانَ يكــونُ في مهنةِ 
أهلِهِ )تعني خدمةَ أهلِهِ(، فإذا 
حضرَتِ الصــلاةُ خرجَ إلى 

. الصلاةِ. رواهُ البخاريُّ
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بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

أحُلُّ كُلًّاًّ منَ المعادلاتِ الآتيةِ: 

1  
3y

y + 1
 = 

y
3 - y

   2  
2

x + 5
 = 

10
3x + 7

   3  
6

y - 1
 = 

y
7

4  
9

y - 1
 = 

3y
2

   5  
w

w + 1
 = 

2w
w + 6

   6  
x2 + 4
x - 1

 = 
5

x - 1

 7  أشــجارٌ: تحتوي مزرعةٌ للحمضياتِ على 120 شجرةً، منهْا 30 شجرةَ ليمونٍ. 

أجدُ عددَ أشــجارِ الليمونِ التي يَلزمُ زراعتُها لتُصبحَِ نســبةُ أشجارِ الليمونِ في 
المزرعةِ 3 : 1

أحُلُّ كُلًّاًّ منَ المعادلاتِ الآتيةِ:

8  
4
y  + 

3
8  = 

6
y    9  

4
y - 2 - 1 = 

9
y    10  

1
z  + 

1
z - 4 = 

z - 3
z - 4

11  
3

x - 2 + 
2x

x + 2 = 
3x2

x2 - 4
  12  

x2 - 3x - 4

x3 - x2  - 
1

x2  = 
x - 2

x2   13  10 + 
14

1 - x
 = 

12

1 - x2

14  
1

x + 5 - 
1

x2 + 5x
 = 

4

x2 + 5x
 15  1 = 

n - 2
n - 1 + 

3

n2 + 3n - 4
  16  

16
x - 5 = 2 - 

6
x

وبذلكَ، فإنَّ أحمدَ بحاجةٍ إلى 12 ساعةً منَ العملِ لتنظيفِ المنزلِ وحدَهُ.
 بما أنَّ ســرعةَ رغدَ في التنظيفِ هيَ مثلا ســرعةِ أحمدَ، فإنَّها بحاجةٍ إلى 6 ساعاتٍ منَ العملِ 

لتنظيفِ المنزلِ وحدَها.

قُ منْ فهمي أتحقَّ

جدارٌ: يتعيَّنُ على يوســفَ وإبراهيمَ العملُ 6 ساعاتٍ لطلًّاءِ جدارٍ في حديقةٍ منزليةٍ. إذا كانَتْ 
ســرعةُ يوســفَ هيَ ثلًّاثةَ أمثالِ ســرعةِ إبراهيمَ في إنجازِ العملِ، فأجدُ الوقتَ الذي يستغرقُهُ 

يوسفُ في طلًّاءِ الجدارِ وحدَهُ. 
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الوحدةُ 7

 ،y = 
1
x يُبيِّنُ الشــكلُ المُجــاوِرُ التمثيلَ البيانــيَّ لمنحنى كلٍّ مــنَ المعادلةِ: 

:y = 
1

x - 2 - 1 :ِوالمعادلة

 17 أكتبُ معادلةً حَلُّها هوَ الإحداثيُّ x لنقطةِ تقاطعِ منحنييِ المعادلتينِ.

ا.   18 أحُلُّ المعادلةَ التي كتبْتُها في الفرعِ السابقِ جبريًّ

 19  مســبحٌ: يســتغرقُ مِلْءُ مســبحٍ بالماءِ 45 دقيقةً باســتعمالِ خرطومِ 

المياهِ الأزرقِ، في حينِ يســتغرقُ مِلْئُهُ بالماءِ 20 دقيقةً باستعمالِ هذا 
الخرطــوم وخرطومِ المياهِ ذي اللونِ الأســودِ معًا. أجدُ عددَ الدقائقِ 

التي يستغرقُها الخرطومُ الأسودُ في مِلْءِ المسبحِ بالماءِ.

 20 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

.3(x – 1) 21 مسألةٌ مفتوحةٌ: أكتبُ معادلةً نسبيةً يُمكِنُ حَلُّها بضربِ طرفيِ المعادلةِ في 

 22  أكتشــفُ الخطأَ: يُمثِّلُ التالي الخطوةَ الأولى منَ حَلِّ ديمةَ لمعادلةٍ نســبيةٍ. أكتشــفُ الخطأَ فــي هذهِ الخطوةِ، ثمَّ 

حُهُ. أُصحِّ

✗ 2x - 1
x

 + 6 = 
3x + 4
5x - 2

 x (5x-2) × 
2x - 1

x
 + 6 = x (5x-2) × 

3x + 4
5x - 2

رُ إجابتي. ؟ أُبرِّ 6x باستعمالِ الضربِ التبادليِّ
x + 4

 + 4 = 
2x + 2
x - 1

 23 تبريرٌ: هلْ يُمكِنُ حَلُّ المعادلةِ: 

. 

x + 3
x - 2

 × x2 + x - 2
x + 5

x - 1
: أحُلُّ المعادلةَ الآتيةَ: 0 = 2 +   24 تحدٍّ

y

x31

1
2
3

-1

y = 1
x

y =        -11
x-2
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أختارُ رمزَ الإجابةِ الصحيحةِ لكلٍّ ممّا يأتي:

 1 المقدارُ الجبريُّ النسبيُّ الذي في أبسطِ صورةٍ هوَ:

a)  
x2 - x - 6

x2 + 3x + 2
   b)  

x2 + 6x + 8

x2 + 2x - 3

c)  
x2 - 6x + 8

x2 - x - 2
   d)  

x2 + 3x - 4

x2 + x - 2

ــبٌ طولُ ضلعِهِ 2x وحدةً. النســبةُ بينَ مســاحةِ   2  مُكعَّ

سطحِهِ الكليةِ وحجمِهِ في أبسطِ صورةٍ هيَ:  

a)  
6

x2     b)  
3

2x

c)  
2
x     d)  

3
x

2w + 8 هيَ:  

3
 × 

6

w2 + 6w + 8
 3  أبسطُ صورةٍ للمقدارِ 

a)  
4

w + 2
   b)  

2

3(w + 2)

c)  
4(w + 4)

w + 2
   d)  

2
w + 2

x - 3 هيَ:

6x2  ÷ 
x - 3

2x
 4  أبسطُ صورةٍ للمقدارِ 

a)  
1

6x
    b)  3x

c)  
1

3x
    d)  

1

3x2

5 هيَ:

6cd
 + 

c

8d 2
 5 أبسطُ صورةٍ للمقدارِ 

a)  
5 + c

6cd + 8d 2
   b)  

20d + c2

24cd 2

c)  
5d + 3c2

24cd 2
   d)  

20d + 3c2

24cd 2

 هوَ:
x

x + 2
 = 

4

x + 6
 6 حَلُّ المعادلةِ: 

a)  x = -4, 2   b)  x = -4, 0

c)  x = 4, -2   d)  x = -2, -6

أكتبُ كُلًّاًّ ممّا يأتي في أبسطِ صورةٍ:

7  
2x2 - 10x + 8

3x2 - 7x + 4
   8  

7x3 - 32x2 + 16x

4x - 16

9  
8y3 + 1

2y2 + 21y + 10

10  
x2 + 3x + 2

4x - 12
 × 

x2 - 5x + 6

x2 - 4

11  
x2 - 9

x2 + x - 20
 × 

x2 - 8x + 16

3x + 9

12  
3x2 + 5x - 2

x2 + 3x + 2
 ÷ 

6x2 + x - 1

x2 - 3x - 4

13  
x2 + 3x - 10

x2 + 6x + 5
 × 

2x2 - x - 3

2x2 + x -6
 ÷ 

8x + 20

6x + 15

14  
2x + 7

x2 - 2x - 3
 + 

3x - 2

x2 + 6x + 5

15  
x + 1

x - 4
 - 

x + 1

x2 - 7x + 12

16  
2x

x2 - 1
 - 

3

x2 + 5x + 4

17  
2r

r2 - s2  + 
1

r + s
 - 

1
r - s

18  
n - 7

n2 - 2n - 35
 ÷ 

9n + 54

10n + 50

19  
10x2 - 20x

40x3 - 80x2  × 
16x3 + 80x2

6x + 30

20  

1
x  - 

2
x + 1

1
x

  21  

1
x - 1

x + 1
3

 + 4
x - 1
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 22  أجدُ مساحةَ المستطيلِ الآتي بدلالةِ x في أبسطِ صورةٍ.

cmx2

x - 3

cm5x -15
4x

 23  أجدُ محيطَ المُثلَّثِ  

 x المُجــاوِرِ بدلالةِ 
في أبسطِ صورةٍ.

 24  إذا كانَ حجمُ الأسطوانةِ المُجاوِرةِ 

 ،(x+4) (x2+2x-8)π cm3 َهو
فأجدُ ارتفاعَ الأسطوانةِ بدلالةِ x في 

أبسطِ صورةٍ.

مَتْ أحلامُ مُلصَقًا على شــكلِ مســتطيلٍ للتوعيةِ   25  صمَّ

بأهميةِ ترشيدِ اســتهلاكِ المياهِ، وكانَتْ أبعادُهُ كما في 
الشكلِ التالي. ترغبُ أحلامُ في إحاطةِ المُلصَقِ بإطارٍ. 
أجدُ طــولَ الإطارِ الــلازمَ لذلكَ بدلالةِ x في أبســطِ 

صورةٍ.

5
x2 + x - 6

2x
x2 - 9

 تدريبٌ على الاختباراتِ الدوليةِ

 .x2- 4 :ُ26  يُمثِّلُ الشكلُ التالي ملعبًا لكرةِ القدمِ مساحتُه 

المقدارُ الجبريُّ الذي يُمثِّلُ عَرْضَ الملعبِ هوَ:

mx2- x -2
x + 1

a)  x - 2   b)  (x + 2)(x - 2)2

c)  x + 2   d)  (x + 2)(x – 2)

 هيَ:
1
a  + 

2
b

1 + 4
b

 27 أبسطُ صورةٍ للمقدارِ 

a)  
b + 2a

ab + 4
   b)  

b + 2a

a(b + 4)

c)  
ab + 2a

a(b + 4)
   d)  

ab + 2

a(b + 4)

5 هوَ:

x - 2
 = 

x

3
 28 عددُ حلولِ المعادلةِ: 

 )a حَلٌّ واحدٌ.   )b حَلّانِ.

 )c ثلاثةُ حلولٍ.   )d لا توجدُ حلولٌ للمعادلةِ.

 29  يســتغرقُ العاملُ الماهرُ 26 ســاعةً في بناءِ سقفِ أحدِ 

المنازلِ، في حينِ يســتغرقُ العاملُ المُبتدِئُ 39 ساعةً 
في بناءِ الســقفِ نفسِهِ. إلى كمْ ســاعةً يحتاجُ العاملانِ 

لبناءِ سقفِ المنزلِ معًا؟

cmx +1
x

cmx -4
3

cm2
x2

2x+8



الوحدةُ

8
الإحصاءُ والاحتمالاتُ

Statistics and Probability

ما أهميةُ هذهِ 
الوحدةِ؟

مُ هذهِ الوحدةُ مجموعةً مــنْ موضوعاتِ الإحصاءِ  تُقدِّ
ا لكلِّ إنســانٍ في  والاحتمالاتِ التي يُعَدُّ اكتســابُها ضروريًّ
هذا العصرِ، مثــلَ: تنظيمِ البياناتِ، وتحليلِها، واســتعمالِ 

قوانينِ الاحتمالاتِ لوضعِ اســتنتاجاتٍ دقيقةٍ عنهْا؛ ما 
يســاعدُ على اتخاذِ قراراتٍ صحيحةٍ في كثيرٍ منْ 

مجالاتِ الحياةِ اليوميةِ.
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

✔ إيجادَ مقاييسِ النزعةِ المركزيةِ لبياناتٍ مفردةٍ.

✔  تنظيمَ البياناتِ في جــداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ 

معطاةٍ، ثمَّ تمثيلَها في مُخطَّطاتٍ تكراريةٍ.

✔ تمثيلَ البياناتِ بأشكالِ ڤِنْ.

✔ إيجادَ احتمالاتِ وقوعِ الحوادثِ.

مُ في هذهِ الوحدةِ:  سأتعلَّ

◂  إيجادَ مقاييسِ التشــتُّتِ لبياناتٍ مفردةٍ، وأُخرى 

مُنظَّمةٍ في جداولَ تكراريةٍ.

◂  تنظيمَ البياناتِ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ.

◂  تقديــرَ مقاييــسِ النزعــةِ المركزيــةِ للجداولِ 

التكراريةِ ذاتِ الفئاتِ.

◂  إيجادَ الاحتمالِ باســتعمالِ أشكالِ ڤِنْ، وإيجادَ 

احتمالاتٍ هندسيةٍ.



فكرةُ المشروعِ جمعُ بياناتٍ عنْ عددٍ منَ الأشخاصِ، وتنظيمُها، وتحليلُها.   
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مشروعُ جمعُ البياناتِ، وتنظيمُها، وتحليلُها
الوحدةِ

خطواتُ تنفيذِ المشروعِ:

 1  أطلبُ إلى 40 شخصًا )نصفُهُمْ منَ الذكورِ، ونصفُهُمُ الآخرُ منَ الإناثِ( قياسَ 

عددِ دقّاتِ قلوبهِِمْ في الدقيقــةِ الواحدةِ، وتحديدَ اليدِ التي يكتبونَ بها، وبيانَ 
إذا كانوا يرتدونَ نظّاراتٍ أمْ لا.

 2  أجدُ الوســطَ الحسابيَّ والوسيطَ والمنوالَ لعددِ دقّاتِ القلبِ لكلٍّ منَ الذكورِ 

والإناثِ.

 3  أجدُ الانحرافَ المعياريَّ والتباينَ لعددِ دقّاتِ القلبِ لكلٍّ منَ الذكورِ والإناثِ.

 4  أُنظِّمُ بياناتِ عددِ دقّاتِ القلبِ لكلٍّ منَ الذكورِ والإناثِ في جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ متساويةِ الطولِ.

رُ الوســطَ الحســابيَّ والمنوالَ لعددِ دقّاتِ القلبِ لكلٍّ منَ الذكورِ والإناثِ باســتعمالِ الجدولينِ اللذينِ أنشأْتُهُما في   5  أُقدِّ

الخطوةِ السابقةِ، ثمَّ أُقارِنُ ذلكَ بالإجابةِ الدقيقةِ لكلٍّ منهُْما.

، ثمَّ أكتبُ وصفًا للبياناتِ. جٍ تكراريٍّ  6  أُمثِّلُ كُلًّاًّ منَ الجدولينِ التكراريينِ اللذينِ أنشأْتُهُما في الخطوةِ السابقةِ بمُدرَّ

 7  أُمثِّلُ بياناتِ اليدِ المُستعمَلةِ للكتابةِ، وبياناتِ ارتداءِ النظّارةِ في شكلِ ڤِنْ.

 8  أكتبُ مجموعةً منَ المســائلِ الاحتماليةِ عنْ حادثِ اختيارِ شخصٍ عشوائيًّا منْ 

بينِ مجموعةٍ منَ الأشخاصِ، ثمَّ أطلبُ إلى بعضِ زملًّائي/ زميلًّاتي إجابةَ هذهِ 
المسائلِ.

عرضُ النتائجِ:

لْتُ إليْها في هذا المشروعِ. 	 مُ مطويةً أكتبُ فيها النتائجَ التي توصَّ أُصمِّ

، ثمَّ أُقارِنُ نتائجي بنتائجِهِمْ. 	 أعرضُ المطويةَ أمامَ طلبةِ الصفِّ

60 ثانيةً
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الدرسُ

1
	 إيجادُ التباينِ والانحرافِ المعياريِّ لبياناتٍ مفردةٍ، وأُخرى مُنظَّمةٍ في جداولَ تكراريةٍ. فكرةُ الدرسِ     

. ، والانحرافِ المعياريِّ 	 تحديدُ أثرِ تحويلِ البياناتِ في كلٍّ منَ الوسطِ الحسابيِّ    

، تحويلُ البياناتِ.  التباينُ، الانحرافُ المعياريُّ المصطلحاتُ    

ةَ 10 أيامٍ: مسألةُ اليومِ  في ما يأتي عددُ أكوابِ الماءِ التي شربَتْها أميرةُ كلَّ يومٍ مُدَّ   

3, 3, 2, 4, 3, 4, 2, 6, 3, 6

1( أجدُ تباينَ عددِ أكوابِ الماءِ التي شربَتْها أميرةُ في الأيامِ العشرةِ.    

2(  أجدُ الانحرافَ المعياريَّ لعددِ أكوابِ الماءِ التي شــربَتْها أميرةُ     
في الأيامِ العشرةِ.

التباينُ، والانحرافُ المعياريُّ

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ مقاييسَ التشتُّتِ تُستعمَلُ لوصفِ مقدارِ تشتُّتِ البياناتِ وتباعدِها. ومنْ هذهِ 
دةٍ  . ولكنْ، كلٌّ منْ هذينِ المقياســينِ يعتمدُ على قِيَمٍ مُحدَّ المقاييسِ: المدى، والمدى الربيعيُّ
ةً للتشتُّتِ تأخذُ جميعَ قِيَمِ  منَ البياناتِ، لا على القِيَمِ جميعِها؛ لذا توجدُ مقاييسُ أُخرى أكثرُ دقَّ

البياناتِ بالاعتبارِ. 

. x = 64 :َفي ما يأتي مجموعةٌ منَ البياناتِ، وسطُها الحسابيُّ هو

58, 88, 40, 60, 72, 66, 80, 48

تُســتعمَلُ الصيغــة x - x لإيجادِ انحرافِ )بُعْدِ( كلِّ مشــاهدةٍ منْ قِيَمِ البياناتِ عنْ وســطِها 
. وبذلكَ، فإنَّ انحرافَ قِيَمِ البياناتِ أعلًّاهُ عنْ وسطهِا الحسابيِّ باستعمالِ هذهِ الصيغةِ  الحسابيِّ

هوَ كما يأتي:

رُ  أتذكَّ

المدى هوَ الفرقُ بينَ أكبرِ 
قِيَمِ البيانــاتِ وأصغرِها. 
أمّا المــدى الربيعيُّ فهوَ 
الفرقُ بينَ الربيعِ الأعلى 

والربيعِ الأدنى.

لغةُ الرياضياتِ 

يُطلَــقُ علــى كلِّ قيمــةٍ 
مــنَ القِيَمِ فــي مجموعةِ 

البياناتِ اسمُ المشاهدةِ.

تِ مقاييسُ التشتُّ
Measures of Variation
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الوحدةُ 8

مُ  أتعلَّ

أُلاحِــظُ أنَّ انحــرافَ 
المشــاهدةِ عنْ وســطهِا 
الحســابيِّ يكونُ موجبًا 
إذا كانَتْ أكبرَ منَ الوسطِ 
، ويكونُ سالبًا  الحســابيِّ
إذا كانَــتْ أصغــرَ مــنَ 

. الوسطِ الحسابيِّ

رموزٌ رياضيةٌ

الحــرفُ اليونانيُّ σ يُقرَأُ: 
ســيجما، وهوَ يُســتعمَلُ 
للدلالةِ علــى الانحرافِ 
 σ2 . أمّــا الرمزُ  المعياريِّ
فيُقرَأُ: سيجما تربيعٌ، وهوَ 
يُســتعمَلُ للدلالــةِ على 

التباينِ. 

رموزٌ رياضيةٌ

يُســتعمَلُ الرمــزُ ∑ 
للدلالةِ علــى المجموعِ. 
وفــي قانــونِ التبايــنِ، 
فإنَّــهُ يُســتعمَلُ للدلالــةِ 
علــى مجمــوعِ مُربَّعاتِ 
انحرافــاتِ البيانــاتِ عنْ 
وسطهِا الحســابيِّ بصورةٍ 

مختصرةِ، ويُقرَأُ: سيجما.

عندَ جمعِ الانحرافاتِ المُبيَّنةِ في الشكلِ أعلًّاهُ، فإنَّ الناتجَ يكونُ كما يأتي:
-24 + -16 + -6 + -4 + 2 + 8 + 16 + 24 = 0

أُلاحِظُ أنَّ مجموعَ الانحرافاتِ عنْ وســطهِا الحســابيِّ يســاوي صفرًا، وهذا لا يقتصرُ على 
ــقُ في أيِّ مجموعةِ بياناتٍ عدديةٍ؛ لذا، فإنَّ حســابَ مجموعِ  هــذهِ البياناتِ فقطْ، وإنَّما يتحقَّ
مُ شيئًا عنْ تشــتُّتِ البياناتِ، ولا يُميِّزُ أيَّ مجموعةِ  الانحرافاتِ عنْ وســطهِا الحســابيِّ لا يُقدِّ
بيانــاتٍ عنْ أُخرى. إلّا أنَّ إيجادَ مُربَّعاتِ هذهِ الانحرافاتِ يجعلُها موجبةً. ولهذا، فإنَّ مجموعَ 

مُربَّعاتِ الانحرافاتِ عنْ وسطهِا الحسابيِّ لا يساوي صفرًا. 

عندَ حســابِ الوسطِ الحســابيِّ لمُربَّعاتِ الانحرافاتِ، بقســمةِ مجموعِها على عددِها، ينتجُ 
مقياسٌ مُهِمٌّ منْ مقاييسِ التشــتُّتِ يُســمّى التباينَ )variance(، ويُرمَزُ إليْهِ بالرمزِ σ2. فمثلًًّا، 

يُمكِنُ حسابُ تباينِ مجموعةِ البياناتِ أعلًّاهُ على النحوِ الآتي:

σ2 = 
(-24)2 + (-16)2 + (-6)2 + (-4)2 + 22 + 82 + 162 + 242

8
 = 223

وبأخذِ الجذرِ التربيعيِّ للتباينِ، ينتجُ مقياسٌ آخرُ لتشــتُّتِ البياناتِ يُسمّى الانحرافَ المعياريَّ 
.)standard deviation(

في هذا الدرسِ، ســيُنظَرُ إلى جميعِ البياناتِ بوصفِها تُمثِّلُ مجتمعًا إحصائيًّا، يُرمَزُ إلى وسطِهِ 
الحسابيِّ بالرمزِ μ، ويُقرَأُ: ميو. 

فُ تباينُ مجموعةٍ منَ البياناتِ، عددُها n، ووسطُها الحسابيُّ μ، بالصيغةِ الآتيةِ: يُعرَّ

σ2 = 
∑(x - μ)2

n

ويكونُ الانحرافُ المعياريُّ لمجموعةِ البياناتِ هوَ الجذرَ التربيعيَّ للتباينِ.

التباينُ، والانحرافُ المعياريُّ مفهومٌ أساسيٌّ

40 50 60 70 80 90
2

8
16

24

-4
-6

-16

-24

الوسطُ الحسابيُّ
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  مثال 1 : منَ الحياةِ

تجارةٌ: في ما يأتي عددُ الأجهزةِ الكهربائيةِ التي بيعَتْ 

في متجرٍ خلالَ خمسةِ أشهرٍ: 

18, 22, 21, 25, 24

 أجدُ التباينَ لعددِ الأجهزةِ المَبيعةِ في هذهِ الأشهرِ.

الخطوةُ 1: أجدُ الوسطَ الحسابيَّ للأجهزةِ المَبيعةِ.

 = μ صيغةُ الوسطِ الحسابيِّ
∑ x

n

 = بالتعويضِ، والتبسيطِ
18 + 22 + 21 + 25 + 24

5
 = 22

الخطوةُ 2:  أُنشِئُ جدولًا أحسُــبُ فيهِ انحرافَ كلِّ 

، إضافةً إلى  قيمةٍ عنِ الوســطِ الحسابيِّ
حسابِ مُربَّعاتِ الفروقِ.

لْتُ إليْها بصيغةِ  ضُ القِيَمَ التي توصَّ الخطوةُ 3:  أُعوِّ

التباينِ.

 = σ2 صيغةُ التباينِ
∑ (x-μ)2

n

 = بالتعويضِ، والتبسيطِ
30

5
 = 6

إذنْ، التباينُ لعددِ الأجهزةِ المَبيعةِ في هذهِ الأشهرِ هوَ 6.

 أجدُ الانحرافَ المعياريَّ لعددِ الأجهزةِ المَبيعةِ في هذهِ الأشهرِ.

: بما أنَّ الانحرافَ المعياريَّ هوَ الجذرُ التربيعيُّ للتباينِ، فإنَّ

σ = √6 ≈ 2.45

x x - μ (x - μ)2

18 -4 16

22 0 0

21 -1 1

25 3 9

24 2 4

المجموعُ 30

1

2

مُ  أتعلَّ

ـاتُ:  إذا كانَــتِ البيانـ
x تُمثِّلُ 

1
, x

2
, x

3
,…, x

n

عيِّنةً عشوائيةً منْ مجتمعٍ 
إحصائيٍّ ما، فــإنَّ التباينَ 
 ،s2 يُرمَــزُ إليْــهِ بالرمــزِ 

هُ: فُ بأنَّ ويُعرَّ

s2 = 
∑ (x - x )2

n - 1

في هذا الدرسِ، ستُعامَلُ 
جميــعُ البيانــاتِ علــى 
أساسِ أنَّها تُمثِّلُ مجتمعًا 
، فإنَّ  إحصائيًّــا. ومنْ ثَــمَّ
فُ بالصيغةِ  التباينَ ســيُعرَّ
الــواردةِ فــي صنــدوقِ 
المفهومِ الأساسيِّ السابقِ.

رُ  أتذكَّ

مجموعُ (x - μ) يساوي 
صفرًا. 
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قُ منْ فهمي  أتحقَّ

إنترنتْ: في ما يأتي عددُ زائري موقعٍ إلكترونيٍّ تعليميٍّ خلالَ 
أيامِ أحدِ الأسابيعِ: 

103, 115, 124, 125, 171, 165, 170

 )( أجدُ التباينَ لعددِ زائري الموقعِ في ذلكَ الأسبوعِ.

 )( أجدُ الانحرافَ المعياريَّ لعددِ زائري الموقعِ في ذلكَ الأسبوعِ.

توجدُ صيغةٌ أُخرى لإيجادِ التباينِ منْ دونِ حاجةٍ إلى حسابِ انحرافِ المشاهداتِ عنِ الوسطِ 
، وهذهِ الصيغةُ هيَ: الحسابيِّ

σ2 = 
∑ x2

n
 - μ2

مُ  أتعلَّ

تُســتعمَلُ هــذهِ الصيغةُ 
لتسهيلِ الحســاباتِ في 
حالِ كانَتْ قيمةُ الوســطِ 
الحســابيِّ عــددًا غيــرَ 

صحيحٍ.

مُ  أتعلَّ

الوســطَ  أنَّ  أُلاحِــظُ 
الحســابيَّ عــددٌ غيــرُ 

لُ إيجادُ  صحيحٍ؛ لذا يُفضَّ
التباينِ باستعمالِ الصيغةِ 

الآتيةِ: 
σ2 = 

∑ x2

n
 - μ2

أجدُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ للبياناتِ الآتيةِ: 8 ,8 ,7 ,4 ,12 ,6 ,18 ,14 ,15

بعُِ الخطواتِ الآتيةَ: لإيجادِ التباينِ، أَتَّ

. الخطوةُ 1: أجدُ الوسطَ الحسابيَّ

 = μ صيغةُ الوسطِ الحسابيِّ
∑ x

n

 = بالتعويضِ، والتبسيطِ
15 + 14 + 18 + 6 + 12 + 4 + 7 + 8 + 8

9
 = 

92

9

عَ كلِّ مشاهدةٍ. الخطوةُ 2:  أُنشِئُ جدولًا أحسُبُ فيهِ مُربَّ

لْتُ إليْها بصيغةِ التباينِ. ضُ القِيَمَ التي توصَّ الخطوةُ 3: أُعوِّ

 = σ2 الصيغةُ الثانيةُ للتباينِ
∑ x2

n
 - μ2

 Σx2 = 1118, μ = 92
9

 =  بتعويضِ 
1118

9
 - ( 92

9 )2

19.73 ≈ باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

مثال 2

x x2

15 225

14 196

18 324

6 36

12 144

4 16

7 49

8 64

8 64
المجموعُ 1118
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رُ أتذكَّ

يُمكِــنُ إيجــادُ الوســطِ 
ـاتِ  الحســابيِّ للبيانـ
المُنظَّمــةِ فــي جــداولَ 
تكراريةٍ باستعمالِ الصيغةِ 

الآتيةِ:

 = μ، حيــثُ 
∑(x × f )

∑ f

f عــددُ مَــرّاتِ تكــرارِ 

المشاهدةِ.

: بما أنَّ الانحرافَ المعياريَّ هوَ الجذرُ التربيعيُّ للتباينِ، فإنَّ
σ ≈ 4.44

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

أجدُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ للبياناتِ الآتيةِ: 11 ,14 ,6 ,7 ,5 ,4 ,1 

مةٍ في جداولَ تكراريةٍ التباينُ والانحرافُ المعياريُّ لبياناتٍ مُنظَّ

تعلَّمْتُ سابقًا تنظيمَ بياناتٍ عدديةٍ باستعمالِ جداولَ تكراريةٍ. والآنَ سأتعلَّمُ كيفَ أجدُ التباينَ 
والانحرافَ المعياريَّ لبياناتٍ مُنظَّمةٍ في جداولَ تكراريةٍ. 

يُمكِــنُ إيجادُ تباينِ مجموعةٍ منَ البياناتِ، عددُها n، ووســطُها الحســابيُّ μ، إذا كانَتْ 
مُنظَّمةً في جــداولَ تكراريةٍ، حيثُ f عددُ مَرّاتِ تكرارِ المشــاهدةِ، باســتعمالِ إحدى 

الصيغتينِ الآتيتينِ:

σ2 = 
∑((x-μ)2 × f )

∑ f
  or  σ2 = 

∑(x2 × f )

∑ f
 - μ2

ويكونُ الانحرافُ المعياريُّ لمجموعةِ البياناتِ هوَ الجذرَ التربيعيَّ للتباينِ.

مةٍ في جداولَ تكراريةٍ التباينُ والانحرافُ المعياريُّ لبياناتٍ مُنظَّ
مفهومٌ أساسيٌّ

  مثال 3 : منَ الحياةِ

يُبيِّنُ الجدولُ التالي عددَ القمصانِ الرياضيةِ لمجموعةٍ  قمصانٌ: 

منْ طلبةِ الصفِّ التاسعِ في إحدى المدارسِ. أجدُ التباينَ 

والانحرافَ المعياريَّ لهذهِ البياناتِ.

)x( ِعددُ القمصان 1 2 3 4 5 6

) f ( ُالتكرار 2 12 45 114 41 16
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الوحدةُ 8

مُ أتعلَّ

الوســطَ  أنَّ  أُلاحِــظُ 
الحســابيَّ عــددٌ غيــرُ 
لُ إيجادُ  صحيحٍ؛ لذا يُفضَّ
التباينِ باستعمالِ الصيغةِ 

الآتيةِ:
σ2 = 

∑(x2 × f )

∑ f
 - μ2

لإيجادِ التباينِ، أُنشِئُ جدولًا جديدًا يحوي الأعمدةَ المُظلَّلةَ عناوينهُا على النحوِ الآتي:

x f x × f x2 x2 × f

1 2 2 1 2

2 12 24 4 48

3 45 135 9 405

4 114 456 16 1824

5 41 205 25 1025

6 16 96 36 576

المجموعُ 230 918 91 3880

 = μ بالتعويضِ في صيغةِ الوسطِ الحسابيِّ
∑(x × f )

∑ f
 = 

918

230

 = σ2 الصيغةُ الثانيةُ للتباينِ
∑(x2 × f )

∑ f
 - μ2

 =  بالتعويضِ
3880

230
 - ( 918

230 )
2

0.93905 = باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

: بما أنَّ الانحرافَ المعياريَّ هوَ الجذرُ التربيعيُّ للتباينِ، فإنَّ

σ ≈ 0.969

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

عائلــةٌ: يُبيِّنُ الجدولُ التالي عددَ الأخوةِ والأخواتِ لمجموعةٍ منْ طالباتِ الصفِّ التاســعِ في 
مدرسةِ عائشةَ. أجدُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ لهذهِ البياناتِ.

عددُ الأخوةِ والأخواتِ 1 2 3 4 5

) f ( ُالتكرار 2 4 8 5 1
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تحويلُ البياناتِ

تحويلُ البياناتِ )data transformation( هوَ تطبيقُ عمليةٍ حســابيةٍ )أوْ أكثرَ( على جميعِ 
القِيَمِ في مجموعةِ بياناتٍ للحصولِ على مجموعةٍ أُخرى مختلفةٍ. سأستكشــفُ في النشــاطِ 
، والانحرافِ المعياريِّ  المفاهيمــيِّ الآتي أثرَ تحويلِ البياناتِ في كلٍّ منَ الوســطِ الحســابيِّ

للبياناتِ.  

الإجراءاتُ:

في ما يأتي علًّاماتُ 5 طلبةٍ في اختبارِ رياضياتٍ، نهايتُهُ العظمى هيَ 20: 

12, 17, 11, 9, 16

 )1  أجدُ الوسطَ الحسابيَّ والانحرافَ المعياريَّ لعلًّاماتِ الطلبةِ.

 )2  إذا أرادَ المُعلِّمُ إضافةَ 3 علًّاماتٍ إلى علًّامةِ كلِّ طالبٍ، فأجدُ الوســطَ الحســابيَّ 

والانحرافَ المعياريَّ لعلًّاماتِ الطلبةِ بعدَ التحويلِ.

 )3  إذا أرادَ المُعلِّــمُ تحويلَ نهايــةِ الاختبارِ العظمى إلى 40، بضــربِ كلِّ علًّامةٍ في 

العددِ 2، فأجدُ الوسطَ الحسابيَّ والانحرافَ المعياريَّ لعلًّاماتِ الطلبةِ بعدَ التحويلِ.

أحُلِّلُ النتائجَ:

 )1  أُقارِنُ بينَ الوســطِ الحســابيِّ والانحرافِ المعياريِّ قبلَ تحويــلِ العلًّاماتِ وبعدَ 

تحويلِها بإضافةِ 3 علًّاماتٍ. ماذا أستنتجُ؟ 

 )2  أُقارِنُ بينَ الوســطِ الحســابيِّ والانحرافِ المعياريِّ قبلَ تحويــلِ العلًّاماتِ وبعدَ 

تحويلِها بضربهِا في العددِ 2. ماذا أستنتجُ؟

تحويلُ البياناتِ نشاطٌ مفاهيميٌّ

، ولمْ  رَتْ في الوسطِ الحسابيِّ أستنتجُ منْ هذا النشاطِ أنَّ إضافةَ العددِ 3 إلى علًّامةِ كلِّ طالبٍ أثَّ
تْ إلى انســحابِ البياناتِ جميعِها بالمقدارِ  ؛ لأنَّ هذهِ الإضافةَ أدَّ رْ في الانحرافِ المعياريِّ تُؤثِّ
رْ في تشتُّتِ  نفسِهِ )3 وحداتٍ إلى اليمينِ( كما يظهرُ في التمثيلِ النقطيِّ التالي، لكنَّ ذلكَ لمْ يُؤثِّ

البياناتِ.
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عندَ تحويلِ مجموعةٍ منَ البياناتِ باســتعمالِ العلًّاقةِ: y = ax + b، حيثُ a وb عددانِ 
حقيقيانِ، و x المشاهدةُ قبلَ التحويلِ، و y المشاهدةُ بعدَ التحويلِ، فإنَّهُ:

μ باســتعمالِ العلًّاقةِ:  	
y
يُمكِــنُ إيجادُ الوســطِ الحســابيِّ للبياناتِ بعــدَ التحويلِ 

μ الوسطُ الحسابيُّ للبياناتِ قبلَ التحويلِ.
x
μ، حيثُ 

y
 = aμ

x
 + b

σ باســتعمالِ العلًّاقةِ:  	
y
يُمكِنُ إيجــادُ الانحرافِ المعيــاريِّ للبياناتِ بعدَ التحويلِ 

σ الانحرافُ المعياريُّ للبياناتِ قبلَ التحويلِ.
x
σ، حيثُ 

y
 = |a|σ

x

تحويلُ البياناتِ مفهومٌ أساسيٌّ

أستنتجُ أيضًا أنَّ الوسطَ الحسابيَّ الجديدَ ناتجٌ منْ إضافةِ العددِ 3 إلى الوسطِ الحسابيِّ القديمِ.

201918171615141312111098

201918171615141312111098

201918171615141312111098

30 31 32 33 34292827262524232221201918

علًّاماتُ الطلبةِ قبلَ التحويلِ.

علًّاماتُ الطلبةِ قبلَ التحويلِ.

علًّاماتُ الطلبةِ بعدَ إضافةِ العددِ 3 إليْها.

علًّاماتُ الطلبةِ بعدَ ضربهِا 
في العددِ 2.

، والانحرافِ  رَ في كلٍّ منَ الوســطِ الحســابيِّ أمّا تحويــلُ البياناتِ بضربهِا في العددِ 2 فقدْ أثَّ
رُ في تشتُّتِ البياناتِ كما يظهرُ في التمثيلِ النقطيِّ التالي. ؛ لأنَّ عمليةَ الضربِ تُؤثِّ المعياريِّ

كذلكَ أســتنتجُ أنَّ الوســطَ الحســابيَّ الجديدَ ناتجٌ منْ ضربِ الوسطِ الحســابيِّ القديمِ في 
. العددِ 2، وكذا الحالُ بالنسبةِ إلى الانحرافِ المعياريِّ
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يُســتعمَلُ تحويلُ البياناتِ أحياناً لإيجادِ الوســطِ الحســابيِّ والانحرافِ المعياريِّ للبياناتِ 
دةِ )ذاتِ القِيَمِ غيرِ الصحيحةِ(؛ تسهيلًًّا لإجراءِ الحساباتِ.  المُعقَّ

  مثال 4 : منَ الحياةِ

علومٌ: قاسَ عالمٌِ درجةَ حرارةِ مفاعلٍ نوويٍّ )بالسلســيوس( 

لَ إليْها كما  فــي 5 مواقعَ مختلفةٍ، وكانَتِ  النتائــجُ التي توصَّ

يأتي: 

332.5, 335.3, 336.2, 337.5, 340.3

اســتعملَ هذا العالمُِ العلاقــةَ: y = 10x - 3300 لتحويلِ درجاتِ الحــرارةِ، حيثُ x درجةُ 

الحرارةِ قبلَ التحويلِ، وy درجةُ الحرارةِ بعدَ التحويلِ:

 أجدُ الوسطَ الحسابيَّ والانحرافَ المعياريَّ لدرجاتِ الحرارةِ بعدَ التحويلِ. 

الخطوةُ 1: أجدُ درجاتِ الحرارةِ بعدَ التحويلِ.

أستعملُ العلًّاقةَ: y=10x-3300 لتحويلِ درجاتِ الحرارةِ، بحيثُ تصبحُ كالآتي:

25, 53, 62, 75, 103

الخطوةُ 2: أجدُ الوسطَ الحسابيَّ لدرجاتِ الحرارةِ بعدَ التحويلِ.

μ صيغةُ الوسطِ الحسابيِّ
y
 = 

∑ y

n

 = بالتعويضِ، والتبسيطِ
25 + 53 + 62 + 75 + 103

5
 = 63.6

إذنْ، الوسطُ الحسابيُّ لدرجاتِ الحرارةِ بعدَ التحويلِ هوَ: 63.6

الخطــوةُ 3: أجــدُ الانحرافَ المعياريَّ لدرجــاتِ الحرارةِ بعدَ 

التحويلِ.

ضُ في صيغةِ  عَ كلِّ مشاهدةٍ، ثمَّ أُعوِّ أُنشِئُ جدولًا أحسُبُ فيهِ مُربَّ
: الانحرافِ المعياريِّ

1

y y2

25 625

53 2809

62 3844

75 5625

103 10609
المجموعُ 23512

رُ  أُفكِّ

ــلَ العالمُِ إلى  كيفَ توصَّ
المعادلةِ: 

y = 10x - 3300؟

هلْ هــذا التحويــلُ هوَ 
رُ  أُبرِّ الوحيدُ المُمكـِـنُ؟ 

إجابتي.

معلومةٌ

تنتجُ مــنَ التفاعلًّاتِ النوويةِ 
طاقةٌ حراريةٌ كبيرةٌ تُســتعمَلُ 

لتوليدِ الطاقةِ الكهربائيةِ.
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σ الصيغةُ الثانيةُ للًّانحرافِ المعياريِّ
y
 = √ ∑ y 2

n
 - μ

y

2

Σy2 = 23512, μ
y
 = 63.6, n = 5 ِبتعويض = √ 23512

5
 - (63.6)2

25.64 ≈ باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

إذنْ، الانحرافُ المعياريُّ لدرجاتِ الحرارةِ بعدَ التحويلِ هوَ 25.64

  أجدُ الوسطَ الحسابيَّ والانحرافَ المعياريَّ لدرجاتِ الحرارةِ قبلَ التحويلِ بناءً على النتائجِ 

في الفرعِ السابقِ.

الوسطُ الحسابيُّ قبلَ التحويلِ: 	

μ صيغةُ تحويلِ الوسطِ الحسابيِّ
y
 = aμ

x
 + b

μ
y
 = 63.6, a = 10, b = -3300 ِ10 = 63.6 بتعويضμ

x
 - 3300

10μ = 3363.6 بجمعِ 3300 إلى طرفيِ المعادلةِ
x

μ = 336.36 بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على 10
x

إذنْ، الوسطُ الحسابيُّ لدرجاتِ الحرارةِ قبلَ التحويلِ هوَ 336.36

الانحرافُ المعياريُّ قبلَ التحويلِ: 	

σ صيغةُ تحويلِ الانحرافِ المعياريِّ
y
 = |a|σ

x

σ
y
 = 25.64, a = 10 ِ10| ≈ 25.64 بتعويض|σ

x

σ ≈ 2.564 بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على 10
x

إذنْ، الانحرافُ المعياريُّ لدرجاتِ الحرارةِ قبلَ التحويلِ هوَ 2.564 تقريبًا.

2

رُ  أتذكَّ

الانحــرافُ المعياريُّ هوَ 
الجذرُ التربيعيُّ للتباينِ.
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قُ منْ فهمي  أتحقَّ

درجاتُ حرارةٍ: رُصِدَتْ درجاتُ الحرارةِ )بالسلســيوس( فــي 7 مناطقَ مختلفةٍ منَ العاصمةِ 
عمّانَ في أحدِ الأيامِ، وكانَتْ على النحوِ الآتي: 

32.1, 31.7, 31.2, 31.5, 31.9, 32.2, 32.7

اســتُعمِلَتِ العلاقةُ: y = 10x - 300 لتحويلِ درجاتِ الحرارةِ، حيثُ x درجةُ الحرارةِ قبلَ 
التحويلِ، وy درجةُ الحرارةِ بعدَ التحويلِ:

 )( أجدُ الوسطَ الحسابيَّ والانحرافَ المعياريَّ لدرجاتِ الحرارةِ بعدَ التحويلِ. 

 )(  أجدُ الوســطَ الحســابيَّ والانحرافَ المعياريَّ لدرجاتِ الحرارةِ قبــلَ التحويلِ بناءً على 

النتائجِ في الفرعِ السابقِ.

يُمكِنُ أحيانًا إيجادُ الوسطِ الحسابيِّ والانحرافِ المعياريِّ لمجموعةٍ منَ البياناتِ بعدَ تحويلِها 
مــنْ دونِ معرفةِ البياناتِ الأصليــةِ، أوِ البياناتِ بعدَ التحويلِ؛ إذْ يكتفــى بمعرفةِ العلًّاقةِ التي 

استُعمِلَتْ لإجراءِ التحويلِ، وبعضِ المعلوماتِ عنِ البياناتِ بعدَ التحويلِ.

  مثال 5 : منَ الحياةِ

25 درّاجـةً هوائيـةً مشـاركةً فـي  سـرعةٌ: رُصِـدَتْ سـرعةُ 
سـباقٍ للدرّاجـاتِ عنـدَ مرورِهـا مـنْ أحـدِ الشـوارعِ بوحـدةِ 
لـَتْ سـرعةُ هـذهِ الدرّاجـاتِ باسـتعمالِ  km/h، ثـمَّ حُوِّ

العلاقـةِ: y = x – 10، حيـثُ y السـرعةُ بعـدَ التحويـلِ، وx السـرعةُ قبـلَ التحويـلِ. إذا كانَ: 
y = -5, ∑y2 = 2803∑، فأجـدُ كُلاًّ ممّـا يأتـي:

 الوسطُ الحسابيُّ لسرعةِ الدرّاجاتِ قبلَ التحويلِ.

الخطوةُ 1: أجدُ الوسطَ الحسابيَّ لسرعةِ الدرّاجاتِ بعدَ التحويلِ.

μ صيغةُ الوسطِ الحسابيِّ
y
 = 

∑ y

n

∑y = -5, n = 25 ِبتعويض = 
-5

25
 = -0.2

1
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الوحدةُ 8

رُ  أتذكَّ

إضافةُ قيمــةٍ إلى البياناتِ 

رُ في تشتُّتهِا. لا تُؤثِّ

معلومةٌ

يُعَــدُّ الأردنُّ إحــدى الدولِ 
الرائــدةِ في إنتاجِ الأســمدةِ 
عاليةِ الجودةِ على مســتوى 
العالَمِ؛ نظرًا إلى وفرةِ خاماتِ 
الفوســفاتِ التي تُســتعمَلُ 

لصناعةِ الأسمدةِ. 

الخطوةُ 2: أجدُ الوسطَ الحسابيَّ لسرعةِ الدرّاجاتِ قبلَ التحويلِ.

μصيغةُ تحويلِ الوسطِ الحسابيِّ
y
 = aμ

x
 + b

μ
y
 = -0.2, a = 1, b = -10 ِ0.2-بتعويض = μ

x
 - 10

μبجمعِ 10 إلى طرفيِ المعادلةِ
x
 = 9.8

إذنْ، الوسطُ الحسابيُّ لسرعةِ الدرّاجاتِ قبلَ التحويلِ هوَ 9.8

 الانحرافُ المعياريُ لسرعةِ الدرّاجاتِ قبلَ التحويلِ.

الخطوةُ 1: أجدُ الانحرافَ المعياريَّ لسرعةِ الدرّاجاتِ بعدَ التحويلِ.

σ الصيغةُ الثانيةُ للًّانحرافِ المعياريِّ
y
 = √ ∑ y 2

n
 - μ

y

2

Σy2 = 2803, μ
y
√ = بتعويضِ 0.2- =  2803

25
 - (-0.2)2

10.6 ≈ باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

الخطوةُ 2: أجدُ الانحرافَ المعياريَّ لسرعةِ الدرّاجاتِ قبلَ التحويلِ. 

الانحــرافُ المعياريُّ للبياناتِ قبــلَ التحويلِ هوَ 10.6 تقريبًــا؛ لأنَّ التحويلَ تمثَّلَ في إضافةِ 
. رُ في الانحرافِ المعياريِّ (10-)، وهذا لا يُؤثِّ

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

لَتْ هذهِ الكتلُ باســتعمالِ  زراعةٌ: قيسَــتْ كتلُ 40 كيسًــا منَ الســمادِ بوحدةِ  kg، ثــمَّ حُوِّ
العلاقــةِ: y = x – 60، حيــثُ y الكتلةُ بعــدَ التحويلِ، وx الكتلــةُ قبلَ التحويــلِ. إذا كانَ: 

y = -814, ∑y2 = 22125∑، فأجدُ كُلاًّ ممّا يأتي:

 )( الوسطُ الحسابيُّ لكتلِ أكياسِ السمادِ قبلَ التحويلِ.

 )( الانحرافُ المعياريُّ لكتلِ أكياسِ السمادِ قبلَ التحويلِ.

2
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بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

أمطارٌ: في ما يأتي عددُ الأيامِ الماطرةِ منْ شهرِ شباطَ في إحدى المدنِ على مدارِ سبعةِ أعوامٍ 
متتاليةٍ: 

18, 20, 11, 13, 5, 12, 14

 1 أجدُ تباينَ عددِ الأيامِ الماطرةِ في الأعوامِ السبعةِ.

 2 أجدُ الانحرافَ المعياريَّ لعددِ الأيامِ الماطرةِ في الأعوامِ السبعةِ.

كرةُ قدمٍ: شــاركَ فريقُ كرةِ قدمٍ في دوريٍّ للمُحترِفينَ 5 مواسمَ متتاليةٍ، وكانَ عددُ الأهدافِ التي 
لَها الفريقُ في هذهِ المواسمِ كما يأتي:  سجَّ

61, 54, 44, 57, 38

 3 أجدُ تباينَ عددِ الأهدافِ في المواسمِ الخمسةِ. 

 4 أجدُ الانحرافَ المعياريَّ لعددِ الأهدافِ في المواسمِ الخمسةِ.

أجدُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ لكلِّ مجموعةِ بياناتٍ ممّا يأتي:

5  27, 43, 29, 34, 53, 37, 19, 58   6  12, 15, 18, 16, 7, 9, 14

أطفالٌ: يُبيِّنُ الجدولُ الآتي عددَ الأطفالِ في 35 عائلةً:

عددُ الأطفالِ 0 1 2 3 4 5

عددُ العائلاتِ 6 12 9 4 3 1

 7 أجدُ تباينَ عددِ الأطفالِ في هذهِ العائلًّاتِ.

 8 أجدُ الانحرافَ المعياريَّ لعددِ الأطفالِ في هذهِ العائلًّاتِ.
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الوحدةُ 8

كتلٌ: يُبيِّنُ الجدولُ الآتي كتلَ عددٍ منَ الصناديقِ في شاحنةٍ: 

)kg( ُالكتلة 50 55 60 65 70 75

عددُ الصناديقِ 3 10 18 22 17 10

 9 أجدُ تباينَ كتلِ هذهِ الصناديقِ.

 10 أجدُ الانحرافَ المعياريَّ لكتلِ هذهِ الصناديقِ.

نباتاتٌ: قاسَتْ مُهندِسةٌ زراعيةٌ أطوالَ 7 نبتاتٍ منَ النوعِ نفسِهِ )بالسنتيمترِ(، وكانَتِ النتائجُ 
لَتْ إليْها كما يأتي:  التي توصَّ

53.6, 52.7, 55.4, 55.4, 57.2, 59.9, 62.6

ثمَّ اســتعملَتِ العلاقةَ: y = 10x - 500  لتحويلِ أطوالِ النبتاتِ، حيثُ x طولُ النبتةِ قبلَ 
التحويلِ، وy طولُها بعدَ التحويلِ:

 11 أجدُ الوسطَ الحسابيَّ والانحرافَ المعياريَّ لأطوالِ النبتاتِ بعدَ التحويلِ. 

 12 أجدُ الوسطَ الحسابيَّ والانحرافَ المعياريَّ لأطوالِ النبتاتِ قبلَ التحويلِ بناءً على النتائجِ في الفرعِ السابقِ.

لَتْ كتلُ هذهِ الحقائبِ باســتعمالِ  حقائبُ: قيسَــتْ كتلُ 97 حقيبةَ يــدٍ )بـ kg( على متنِ إحدى الرحلاتِ الجويةِ، ثمَّ حُوِّ
العلاقةِ: y = x – 5، حيثُ y الكتلةُ بعدَ التحويلِ، وx الكتلةُ قبلَ التحويلِ. إذا كانَ: y = 314, ∑y2 = 1623∑، فأجدُ 

كُلاًّ ممّا يأتي:

 13 الوسطُ الحسابيُّ لكتلِ الحقائبِ قبلَ التحويلِ.

 14 التباينُ والانحرافُ المعياريُّ لكتلِ الحقائبِ قبلَ التحويلِ.

 15  فــي مجموعــةِ بيانــاتٍ إحصائيــةٍ، إذا كانَ: n = 40، وكانَ: x = 6400∑، وكانَ: x2 = 1400000∑، فأجدُ 

الانحرافَ المعياريَّ لهذهِ البياناتِ.
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قيسَتْ أطوالُ أقطارِ 8 حبّاتِ برتقالٍ بوحدةِ cm، وكانَتِ انحرافاتُ أطوالِ الأقطارِ 
4, -2, 3, 3, -1, k, -5, 2 :عنْ وسطهِا الحسابيِّ كما يأتي

.k ِ16 أجدُ قيمةَ الثابت 

 17 أجدُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ لأطوالِ أقطارِ حبّاتِ البرتقالِ.

 18 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

رُ إجابتي منْ دونِ إيجادِ الانحرافِ المعياريِّ   19  تبريرٌ: أيُّ التمثيلينِ النقطيينِ قيمةُ انحرافهِِ المعياريِّ أصغرُ: a أمْ b؟ أُبرِّ

لكلِّ تمثيلٍ.

8765432

(a)     

8765432

(b)

.∑x ُفأجد ،∑(3x-1) = 53, n = 10 :َفي مجموعةِ بياناتٍ إحصائيةٍ، إذا كان :  20  تحدٍّ

رُ إجابتي.  21  تبريرٌ: هلْ يُمكِنُ أنْ يكونَ الانحرافُ المعياريُّ لمجموعةٍ منَ البياناتٍ صفرًا؟ أُبرِّ

نَ يوســفُ في لعبــةٍ إلكترونيةٍ مــنْ إحرازِ النقــاطِ الآتيةِ فــي المراحلِ الســتِّ الأولى مــنَ اللعبةِ:  : تمكَّ  22  تحــدٍّ

42 ,39 ,37 ,24 ,54 ,34. أجدُ عددَ النقاطِ التي يتعيَّنُ على يوسفَ إحرازُها في المرحلةِ السابعةِ منَ اللعبةِ ليكونَ 

الانحرافُ المعياريُّ لنتائجِها في المراحلِ السبعِ هوَ: 2√ 10.
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الدرسُ

2
	 تنظيمُ البياناتِ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ متساويةِ الطولِ. فكرةُ الدرسِ     

	 تقديرُ مقاييسِ النزعةِ المركزيةِ للجداولِ التكراريةِ ذاتِ الفئاتِ.    

بًا إلى أقربِ دقيقةٍ( الذي استغرقَتْهُ  مسألةُ اليومِ  في ما يأتي الزمنُ )مُقرَّ   
مجموعةٌ منَ الأطفالِ لإنهاءِ لعبةِ قطعِ التركيبِ:

83 114 84 90 103

77 92 108 124 185

89 74 176 61 162

49 63 79 91 65     
1(  أُنظِّمُ البياناتِ في جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ متساويةِ الطولِ.    

2( أستعملُ الجدولَ التكراريَّ لوصفِ توزيعِ البياناتِ.    

إنشاءُ جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ متساويةِ الطولِ لتمثيلِ بياناتٍ متصلةٍ

طًا،  تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ الفئاتِ تُســتعمَلُ لتجميعِ البياناتِ العدديةِ المتصلةِ وعرضِها عرضًا مُبسَّ
عةِ في  وأنَّ الجداولَ التكراريةَ ذاتَ الفئاتِ تُستعمَلُ لعرضِ البياناتِ العدديةِ المتصلةِ والمُجمَّ
فئاتٍ، بحيثُ تُقابلُِ كلُّ فئةٍ عددَ البياناتِ التي تحويها )التكرارُ(. والآنَ ســأتعلَّمُ كيفَ أُنشِــئُ 

ا ذا فئاتٍ متساويةِ الطولِ لتمثيلِ بياناتٍ متصلةٍ. جدولًا تكراريًّ

الجداولُ التكراريةُ ذاتُ الفئاتِ
Frequency Tables with Class Intervals

رُ  أتذكَّ

البيانــاتُ المتصلــةُ هيَ 
بياناتٌ قِيَمُها المُمكِنةُ غيرُ 
، لكنَّها قابلةٌ  قابلــةٍ للعَــدِّ
للقياسِ، ويُمكِنُ تقريبُها 
ةِ.  لتُعطِيَ درجــةً منَ الدقَّ
ومــنْ أمثلتهِــا: الطولُ، 
والكتلةُ، ودرجةُ الحرارةِ.

  مثال 1 : منَ الحياةِ

بًا إلى أقربِ دقيقةٍ( المُستغرَقُ في  رياضةٌ: في ما يأتي الزمنُ )مُقرَّ
لعبِ 24 مباراةَ كرةِ تنِسٍِ:

102 126 216 104 66 93 129 186

54 73 194 138 98 77 145 90

238 55 87 165 181 94 110 176

 أُنظِّمُ البياناتِ في جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ متساويةِ الطولِ.

دُ أصغرَ قيمةٍ في البياناتِ، وأكبرَ قيمةٍ فيها. الخطوةُ 1: أُحدِّ

أصغرُ قيمةٍ في البياناتِ هيَ 54، وأكبرُ قيمةٍ فيها هيَ 238.

1
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مُ  أتعلَّ

ــلُ ألّا يقــلَّ عــددُ  يُفضَّ
 4 الفئاتِ المختــارةِ عنْ 
فئــاتٍ، وألّا يزيدَ عددُها 
على 8 فئاتٍ، و لا يُشترَطُ 
أنْ يكونَ الحدُّ الأدنى للفئةِ 
الأولى هوَ أصغرَ قيمةٍ في 
البيانــاتِ، وإنَّما يجبُ أنْ 
تحتويَ الفئةُ الأولى على 
أصغرِ قيمةٍ فــي البياناتِ، 
وكذا الحالُ بالنســبةِ إلى 
الفئــةِ الأخيــرةِ والقيمةِ 

الكبرى في البياناتِ. 

رُ  أتذكَّ

يقعُ العددُ 40 ضمنَ الفئةِ: 
t < 80 ≥ 40، في حينِ 

80 ضمنَ  لا يقعُ العــددُ 
هذهِ الفئةِ.

الخطوةُ 2: أختارُ فئاتٍ مناسبةً تشملُ جميعَ البياناتِ المُستهدَفةِ.

أختارُ فئاتٍ تتساوى في الطولِ، وتشملُ جميعَ البياناتِ، مثلَ اختيارِ 5 فئاتٍ متساويةٍ في الطولِ. 
وبما أنَّ البياناتِ متصلةٌ، فإنَّني أستعملُ المتبايناتِ للتعبيرِ عنَ الفئاتِ كما في الجدولِ الآتي:

)t( ِِالزمنُ المُستغرَقُ لمبارياتِ التِّنس
(min) ُالزمن الإشاراتُ التكرارُ
40 ≤ t < 80

80 ≤ t < 120

120 ≤ t < 160

160 ≤ t < 200

200 ≤ t < 240

الخطوةُ 3:  أضعُ إشــاراتِ عَدٍّ مُقابلَِ كلِّ فئةٍ بحيثُ تُمثِّلُ عددَ البياناتِ التي تحويها، ثمَّ أكتبُ 

عددَ الإشاراتِ في عمودِ التكرارِ.

)t( ِِالزمنُ المُستغرَقُ لمبارياتِ التِّنس
(min) ُالزمن الإشاراتُ التكرارُ
40 ≤ t < 80     5

80 ≤ t < 120         8

120 ≤ t < 160    4

160 ≤ t < 200     5

200 ≤ t < 240  2

 أستعملُ الجدولَ التكراريَّ لوصفِ توزيعِ البياناتِ.
أُلاحِظُ منَ الجدولِ التكراريِّ أنَّ معظمَ المبارياتِ تســتغرقُ زمناً يتراوحُ بينَ 80 دقيقةً و200 

دقيقةٍ، وأنَّ عددًا قليلًًّا منهْا يستمرُّ أقلَّ منْ ذلكَ أوْ أكثرَ. 

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

بةً إلى أقربِ كيلوغرامٍ: ، مُقرَّ ةٌ: في ما يأتي كتلُ 27 مشتركًا في نادٍ رياضيٍّ صحَّ
53 67 72 55 40 86 75 50 57
64 68 73 82 79 48 53 60 65
67 61 56 45 63 70 69 75 70

 )( أُنظِّمُ البياناتِ في جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ متساويةِ الطولِ.

 )( أستعملُ الجدولَ التكراريَّ لوصفِ توزيعِ البياناتِ.

2
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إنشاءُ جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ متساويةِ الطولِ لتمثيلِ بياناتٍ منفصلةٍ

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ الفئاتِ تُســتعمَلُ أيضًا لتجميعِ البياناتِ العدديةِ المنفصلةِ وعرضِها عرضًا 
ــطًا، وأنَّ الجداولَ التكراريةَ ذاتَ الفئاتِ تُســتعمَلُ لعرضِ البيانــاتِ العدديةِ المنفصلةِ  مُبسَّ
مُ  عةِ في فئاتٍ، بحيثُ تُقابلُِ كلُّ فئةٍ عددَ البياناتِ التي تحويها )التكرارُ(. والآنَ سأتعلَّ والمُجمَّ

ا ذا فئاتٍ متساويةِ الطولِ لتمثيلِ بياناتٍ منفصلةٍ. كيفَ أُنشِئُ جدولًا تكراريًّ

رُ  أتذكَّ

البيانــاتُ المنفصلةُ هيَ 
دةً  قِيَمًا مُحدَّ بياناتٌ تأخذُ 
، مثــلَ: عددِ  قابلــةً للعَدِّ
الأخوةِ، وعــددِ الكتبِ، 

وعددِ الأشجارِ.

أتذكّرُ 

عنــدَ تنظيــمِ البيانــاتِ 
المنفصلةِ بالفئاتِ، أجعلُ 
فجــواتٍ بيــنَ الفئاتِ. 
: تنتهي الفئةُ الأولى  فمثلًّاًّ
عندَ العددِ 29، وتبدأُ الفئةُ 

الثانيةُ عندَ العددِ 30

  مثال 2 : منَ الحياةِ

مكتباتٌ: في ما يأتي عددُ الكتبِ المُعارةِ منْ إحدى المكتباتِ العامّةِ في 18 يومًا:

23 45 31 37 63 54 36 60 49

50 32 45 40 38 37 41 53 57

 أُنظِّمُ البياناتِ في جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ متساويةِ الطولِ.

دُ أقلَّ قيمةٍ في البياناتِ، وأكبرَ قيمةٍ فيها. الخطوةُ 1: أحدِّ

أقلُّ قيمةٍ في البياناتِ هيَ: 23، وأكبرُ قيمةٍ فيها هيَ: 63

الخطوةُ 2: أختارُ فئاتٍ مناسبةً تشملُ جميعَ البياناتِ المُستهدَفةِ.

أختارُ فئاتٍ تتساوى في الطولِ، وتشملُ جميعَ البياناتِ، مثلَ اختيارِ 5 فئاتٍ متساويةٍ في الطولِ. 

وبما أنَّ البياناتِ منفصلةٌ، فإنَّني أعبّرُ عنها كما في الجدولِ الآتي:

عددُ الكتبِ المُعارةِ في إحدى المكتباتِ

عددُ الكتبِ المُعارةِ الإشاراتُ التكرارُ

20 - 29

30 – 39

40 – 49

50 – 59

60 - 69

1
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معلومةٌ

يهدفُ بنكُ الطعامِ الأردنيٌّ إلى 
القضاءِ على الجوعِ في الأردنِّ 
عنْ طريقِ توفير الطعامِ للُأسَرِ 
المحتاجــةِ، ويهــدفُ أيضًا 
إلى نشــرِ الوعيِ حولَ كيفيةِ 
اســتغلًّالِ الفائضِ منَ الغذاءِ 
فــي المؤتمــراتِ والأفراحِ 
والمناســباتِ وإيصالـِـهِ إلى 

الفقراءِ والمحرومينَ. 

الخطوةُ 3:  أضعُ إشــاراتِ عَدٍّ مُقابلَِ كلِّ فئةٍ بحيثُ تُمثِّلُ عددَ البياناتِ التي تحويها، ثمَّ أكتبُ 

عددَ الإشاراتِ في عمودِ التكرارِ.

عددُ الكتبِ المُعارةِ في إحدى المكتباتِ

العمرُ )بالعامِ( الإشاراتُ التكرارُ

20 - 29 1

30 – 39       6

40 – 49     5

50 – 59    4

60 - 69  2

 أستعملُ الجدولَ التكراريَّ لوصفِ توزيعِ البياناتِ.

أُلاحِظُ منَ الجدولِ التكراريِّ أنَّ نسبةَ الأيامِ الّتي أعارَتِ المكتبةُ فيها ما يتراوحُ بينَ 30 إلى 59 
كتابًا في اليومِ الواحدِ تزيدُ على %80 منَ أيامِ الإعارةِ.

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

: في ما يأتي عددُ الأسَُــرِ المحتاجةِ التي حصلَــتْ على وجباتٍ منْ بنكِ  بنــكُ الطعامِ الأردنيُّ
الطعامِ الأردنيِّ في 22 يومًا:

41 24 13 14 15 16 30 17 56 18 19

24 22 12 20 27 17 34 10 18 72 16

 )( أُنظِّمُ البياناتِ في جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ متساويةِ الطولِ

 )( أستعملُ الجدولَ التكراريَّ لوصفِ توزيعِ البياناتِ

2

مةٍ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ تقديرُ مقاييسِ النزعةِ المركزيةِ لبياناتٍ مُنظَّ

، والوسيطُ، والمنوالُ  تعلَّمْتُ ســابقًا إيجادَ مقاييسِ النزعةِ المركزيةِ، وهيَ: الوســطُ الحسابيُّ

للبيانــاتِ المفردةِ. وبالرغمِ منْ أنَّ الجداولَ التكراريةَ ذاتَ الفئاتِ لا تظهرُ فيها القِيَمُ الحقيقيةُ 

، والوسيطِ، والمنوالِ؛ إذْ يُمكِنُ  هُ يُمكِنُ استعمالُها لتقديرِ كلٍّ منَ الوسطِ الحسابيِّ للبياناتِ، فإنَّ

النظرُ إلى جميعِ القِيَمِ في فئةٍ مُعيَّنةِ )سواءٌ كانَتِ البياناتُ متصلةً أوْ منفصلةً( على أساسِ أنَّ كُلًّاًّ 

منهْا تساوي منتصفَ الفئةِ )مركزُ الفئةِ(.
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لتقديرِ الوســطِ الحســابيِّ لبياناتٍ مُنظَّمةٍ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ، أستعملُ  	
الصيغةَ الآتيةَ:

μ = 
∑(x × f )

∑ f

حيثُ:
x: مركزُ الفئةِ.

f: التكرارُ المُقابلُِ لكلِّ فئةٍ.

لتقديرِ المنوالِ لبياناتٍ مُنظَّمةٍ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ، أجدُ مركزَ الفئةِ الأكثرِ  	
تكرارًا.

لتقديرِ وســيطِ بياناتٍ مُنظَّمةٍ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ، أجــدُ مركزَ الفئةِ التي تكرارُها  	
n + 1 ، حيثُ n مجموعُ التكراراتِ.

2
لُ تكرارٍ تراكميٍّ أكبرَ منْ أوْ يساوي :  التراكميُّ هوَ أوَّ

مةٍ في  تقديرُ مقاييسِ النزعةِ المركزيةِ لبياناتٍ مُنظَّ
جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ مفهومٌ أساسيٌّ

مُ  أتعلَّ

في هذا الدرس، أنظرُ إلى 
جميعِ البيانــاتِ بوصفِها 
تُمثِّلُ مجتمعًــا إحصائيًّا، 
يُرمَزُ إلى وسطِهِ الحسابيِّ 

 .μ ِبالرمز

  مثال 3 : منَ الحياةِ

طقسٌ: يُبيِّنُ الجــدولُ المجاورُ توزيعًا لأيامِ 

شــهرِ آذارَ بحســبِ درجاتِ الحرارةِ )إلى 

أقربِ درجةٍ سلسيةٍ( في محافظةِ عجلونَ: 

رُ الوسطَ الحسابيَّ لدرجاتِ الحرارةِ.  أُقدِّ

أُنشِــئُ جدولًا بإضافةِ عمودينِ إلى الجدولِ المعطى، أُنظِّمُ فيهما مراكزَ الفئاتِ ونواتجَ ضربِ 
التكراراتِ في مراكزِ الفئاتِ على النحوِ الآتي:

)°C( ِدرجاتُ الحرارة f x f × x

10 ≤ T < 12 3 11 33

12 ≤ T < 14 7 13 91

14 ≤ T < 16 12 15 180

16 ≤ T < 18 5 17 85

18 ≤ T < 20 3 19 57

المجموعُ 30 446

1

) T ( ِدرجاتُ الحرارة
)°C( ِدرجاتُ الحرارة التكرارُ

10 ≤ T < 12 3

12 ≤ T < 14 7

14 ≤ T < 16 12

16 ≤ T <18 5

18 ≤ T < 20 3
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درجاتُ الحرارةِ 
)°C( التكرارُ التراكميُّ

10 ≤ T < 12 3

12 ≤ T < 14 3 + 7 = 10

14 ≤ T < 16 3 + 7 + 12 = 22

16 ≤ T <18 3 + 7 + 12 + 5 = 27

18 ≤ T < 20 3 + 7 + 12 + 5 + 3 = 30

مُ  أتعلَّ

عندَ ترتيبِ المشــاهداتِ 
ا بحســبِ قِيَمِها،  تصاعديًّ
فــإنَّ رتبــةَ المشــاهدةِ 
هــيَ ترتيــبُ موقعِها في 
ـاتِ.  مجموعــةِ البيانـ
القِيَــمَ الدقيقةَ  وبمــا أنَّ 
للبياناتِ في هــذا المثالِ 
هُ يُمكِنُ  غيرُ معلومــةٍ، فإنَّ
تحديــدُ الفئةِ التــي تقعُ 
فيها المشاهدةُ عنْ طريقِ 
رتبتهِــا، وإنشــاءِ جدولِ 

. تكرارٍ تراكميٍّ

 = μ صيغةُ الوسطِ الحسابيِّ 
∑(x × f )

∑ f

 = بالتعويضِ
446

30

14.9 ≈ باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

إذنْ، الوسطُ الحسابيُّ لدرجاتِ الحرارةِ هوَ C° 14.9 تقريبًا.

رُ منوالَ درجاتِ الحرارةِ.  أُقدِّ

لتقديــرِ المنوالِ، أبحثُ عنْ مركزِ الفئــةِ الأكثرِ تكرارًا. وبالرجوعِ إلــى البياناتِ في الجدولِ 
أعلًّاهُ، أُلاحِظُ أنَّ الفئــةَ: t < 16 ≥ 14 تُقابلُِ أعلى تكرارٍ، وهوَ 12. وبذلكَ، فإنَّ المنوالَ هوَ 

مركزُ هذهِ الفئةِ تقريبًا.

إذنْ، منوالُ درجاتِ الحرارةِ هوَ 15 تقريبًا.

رُ وسيطَ درجاتِ الحرارةِ.  أُقدِّ

الخطوةُ 1:  أُنشِــئُ جــدولَ التكــرارِ 

التراكمــيِّ بإضافــةِ عمودِ 
التكــرارِ التراكميِّ كما في 

الجدولِ المجاورِ.

دُ رتبةَ الوسيطِ. الخطوةُ 2: أُحدِّ

.n + 1

2
 = 30 + 1

2
رتبةُ الوسيطِ هيَ: 15.5 = 

دُ الفئةَ التي يقعُ فيها وسيطُ البياناتِ. الخطوةُ 3: أُحدِّ

بما أنَّ رتبةَ الوسيطِ هيَ 15.5 ، فإنَّ وسيطَ درجاتِ الحرارةِ يقعُ في الفئةِ: t < 16 ≥ 14؛ لأنَّ

لُ تكرارٍ تراكميٍّ أكبرَ منْ أوْ يساوي 15.5 التكرارَ التراكميَّ لهذهِ الفئةِ هوَ أوَّ

وبذلكَ، فإنَّ الوسيطَ هوَ مركزُ هذهِ الفئةِ تقريبًا. 

إذنْ، وسيطُ درجاتِ الحرارةِ هوَ 15 تقريبًا.

2

3
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بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

أوراقٌ: في ما يأتي أطوالُ مجموعةٍ منْ أوراقِ الشجرِ بالسنتيمترِ:

11.4 6.3 9.8 13.2 8.5 16.3 5.4 7.9 10.2 11.5 8.6 7.0

8.7 12.1 9.9 8.7 10.7 8.5 11.2 14.8 17.2 12.6 10.4 8.7

 1 أُنظِّمُ البياناتِ في جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ متساويةِ الطولِ.

 2 أستعملُ الجدولَ التكراريَّ لوصفِ توزيعِ البياناتِ.

مـونَ  مقـالاتٌ: فـي مـا يأتـي عـددُ الكلمـاتِ فـي مقـالاتٍ كتبَهـا الطلبـةُ المُتقدِّ
لمسـابقةِ المقالـةِ القصيـرةِ:

495 511 483 502 500 496 532 498 496

499 503 521 487 518 526 508 514 503

 3 أُنظِّمُ البياناتِ في جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ متساويةِ الطولِ.

 4 أستعملُ الجدولَ التكراريَّ لوصفِ توزيعِ البياناتِ.

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

حلويــاتٌ: يُبيِّنُ الجــدولُ المجــاورُ توزيعًا لكتلِ 
بةً إلى أقربِ غرامٍ: كعكاتٍ في أحدِ المخابزِ، مُقرَّ

رُ الوسطَ الحسابيَّ للكتلِ.  )( أُقدِّ

رُ منوالَ الكتلِ.  )( أُقدِّ

رُ وسيطَ الكتلِ.  )c أُقدِّ

) m ( ِكتلُ الكعكات
)g( ُالكتل التكرارُ

300 ≤ m < 400 4

400 ≤ m < 500 7

500 ≤ m < 600 6

600 ≤ m < 700 3
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عياداتٌ طبيةٌ: في ما يأتي أعمارُ المُراجِعينَ لعيادةٍ في أحدِ المستشفياتِ خلالَ أحدِ الأيامِ:

44 64 41 53 58 45 55 54 62 51

50 47 58 37 49 52 43 47 52 49

52 58 53 50 47 44 56 62 51 58

 5 أُنظِّمُ البياناتِ في جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ متساويةِ الطولِ.

 6 أستعملُ الجدولَ التكراريَّ لوصفِ توزيعِ البياناتِ.

 7  أُعيدُ تنظيمَ البياناتِ في جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ متساويةِ الطولِ، بحيثُ أختارُ فئاتٍ ذاتَ أطوالٍ تختلفُ عنْ أطوالِ 

دُ الجدولَ الذي تُعرَضُ فيهِ البياناتُ بصورةٍ أفضلَ. الفئاتِ في الفرعِ 5، ثمَّ أُحدِّ

أزهارٌ: يُبيِّــنُ الجدولُ المجاورُ توزيعًا لأطوالِ مجموعةٍ منْ أزهارِ 
بةً إلى أقربِ سنتيمترٍ: النرجسِ، مُقرَّ

رُ الوسطَ الحسابيَّ لأطوالِ الأزهارِ.  8 أُقدِّ

رُ منوالَ أطوالِ الأزهارِ.  9 أُقدِّ

رُ وسيطَ أطوالِ الأزهارِ.  10 أُقدِّ

كتبٌ: يُبيِّنُ الجدولُ المجاورُ توزيعًا لأعدادِ الكتبِ التي اشــتراها 
25 شخصًا منْ مكتبةِ زيادٍ في أحدِ الأيامِ:

رُ الوسطَ الحسابيَّ للبياناتِ.  11 أُقدِّ

رُ منوالَ البياناتِ.  12 أُقدِّ

رُ وسيطَ البياناتِ.  13 أُقدِّ

 14 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

) t ( ِأطوالُ أزهارِ النرجس

)cm( ُالطول التكرارُ

10 ≤ t < 14 21

14 ≤ t < 18 57

18 ≤ t < 22 65

22 ≤ t < 26 52

26 ≤ t <30 12

عددُ الكتبِ المَبيعةِ

عددُ الكتبِ التكرارُ

1 - 3 10

4 - 6 8

7 - 9 4

10 – 12 1

13 -15 2
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مهاراتُ التفكيرِ العليا

 تبريرٌ: اختبرَ قســمُ الجودةِ في مصنــعٍ لإنتاجِ المصابيــحِ الكهربائيةِ 

طُ العمرِ الافتراضيِّ للمصابيحِ أكثرَ  فِ إذا كانَ مُتوسِّ 100 مصباحٍ لتعرُّ

لَ إليْها في الجدولِ المجاورِ: منْ 200 ساعةٍ، ثمَّ نظَّمَ النتائجَ التي توصَّ

رُ منوالَ أعمارِ المصابيحِ.   15 أُقدِّ

 16 أجدُ الوسطَ الحسابيَّ لأعمارِ المصابيحِ.

رًا إجابتي.  17  أجدُ النسبةَ المئويةَ للمصابيحِ التي عمرُها الافتراضيُّ أكثرُ منْ أوْ يساوي 200 ساعةٍ، مُبرِّ

رُ إجابتي. طَ العمرِ الافتراضيِّ للمصابيحِ هوَ أكثرُ منْ 200 ساعةٍ؟ أُبرِّ  18 هلْ يُمكِنُ استنتاجُ أنَّ مُتوسِّ

بةً إلى أقربِ دقيقةٍ( التي استغرقَها بعضُ المُتسابقِينَ لإنهاءِ سباقٍ للجريِ:   19  أكتشفُ الخطأَ: في ما يأتي عددُ الدقائقِ )مُقرَّ

54 57 55 59 52 53 58 59 61 60 55

57 59 60 57 58 54 58 57 58 61 54

رُ إجابتي. هُما نظَّمَ البياناتِ بصورةٍ صحيحةٍ؟ أُبرِّ نظَّمَ كلٌّ منْ رامي وفيصلٍ البياناتِ كما هوَ مُبيَّنٌ تاليًا. أيُّ

فيصلٌ
52 ≤ t < 54

54 ≤ t < 56

56 ≤ t < 58

58 ≤ t < 60

60 ≤ t < 62
    

رامي
52 - 54

55 - 57

58 - 60

61 - 63

   

بُ لاعبٌ يوميًّا على سباقٍ طويلِ المسافةِ )الماراثونُ( طولُهُ   20  تبريرٌ: يتدرَّ

km 21. يُبيِّنُ الجدولُ المجاورُ توزيعًا للمســافةِ )إلى أقربِ كيلومترٍ( 

هُ منَ  التي يقطعُها اللًّاعبُ كلَّ يومٍ خلًّالَ شهرٍ كاملٍ. إذا وجدَ اللًّاعبُ أنَّ
طهِا ثلثَ مسافةِ السباقِ،  الأفضلِ أنْ يقطعَ مسافةً كلَّ يومٍ تُعادِلُ في مُتوسِّ

رُ إجابتي.  بَ بصورةٍ كافيةٍ في هذا الشهرِ؟ أُبرِّ هُ تدرَّ فهلْ يعني ذلكَ أنَّ

) h ( ِالعمرُ الافتراضيُّ للمصابيح

)h( ُالعمر التكرارُ
150 ≤ h < 175 24

175 ≤ h < 200 45

200 ≤ h < 225 18

225 ≤ h < 250 10

250 ≤ h < 275 3

)km( ُالمسافة التكرارُ
0 ≤ d < 5 3

5 ≤ d < 10 8

10 ≤ d < 15 13

15 ≤ d < 20 5

20 ≤ d < 25 2
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الدرسُ

3
جاتٍ تكراريةٍ. تمثيلُ البياناتِ المتصلةِ المُنظَّمةِ في جداولَ تكراريةٍ بمُدرَّ فكرةُ الدرسِ     

جاتُ التكراريةُ، الكثافةُ التكراريةُ.  المُدرَّ المصطلحاتُ    

مسألةُ اليومِ  يُبيِّنُ الجدولُ المجاورُ توزيعًا لمجموعةٍ منَ الشــققِ    

الســكنيةِ في إحدى المناطقِ تبعًا لمســاحةِ كلٍّ منهْا. 

. أُمثِّلُ بياناتِ الجدولِ باستعمالِ مُخطَّطٍ تكراريٍّ

المُدرَّجاتُ التكراريةُ

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ المُخطَّطاتِ التكراريةَ هيَ أكثرُ الطرائقِ شــيوعًا لتمثيــلِ البياناتِ المتصلةِ 
والمنفصلةِ والمُمثَّلةِ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ.

جاتُ التكراريةُ المُدرَّ
Histograms

)m2( ُالمساحة التكرارُ
70 ≤ t < 100 15

100 ≤ t < 150 18

150 ≤ t < 250 12

250 ≤ t < 300 6

أستعملُ تدريجًا منفصلًًّا للبياناتِ المنفصلةِ.أستعملُ تدريجًا متصلًًّا للبياناتِ المتصلةِ.

20 40 600
0

20

40

60

80

رارُ
تك
ال

عددُ الرسائلِالكتلةُ

0

4

8

12

16

20

24

رارُ
تك

ال

0-4 5-9 10-14 15-19 20-24

يُطلَقُ على المُخطَّطاتِ التكراريةِ المُســتعمَلةِ لعرضِ البياناتِ العدديةِ المتصلةِ والمنظَّمةِ في 
جاتِ التكراريةِ )histograms(. سأتعلَّمُ في هذا الدرسِ تمثيلَ  جداولَ تكراريةٍ اســمُ المُدرَّ
جاتُ التكراريةُ  جاتُ التكراريةُ ذاتُ الفئاتِ مُتســاويةِ الطولِ، والمُدرَّ نوعينِ منهْا، هما: المُدرَّ

ذاتُ الفئاتِ غيرِ مُتساويةِ الطولِ.

مُ  أتعلَّ

جــاتُ  تُســتعمَلُ المُدرَّ
التكراريةُ لتمثيلِ البياناتِ 
المتصلــةِ أصلًًّا، حتى لو 
بةً إلى  كانَــتْ قِيَمُهــا مُقرَّ

أعدادٍ صحيحةٍ.
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  مثال 1 : منَ الحياةِ

بةً إلى أقربِ سنتيمترٍ: أطوالٌ: في ما يأتي أطوالُ 50 طالبًا، مُقرَّ

145 157 160 148 160 177 156 155 166 166

170 162 160 142 152 155 159 172 152 162

180 152 175 155 170 163 144 173 150 154

136 162 154 164 155 182 147 168 155 170

160 175 163 175 144 160 160 142 158 180

جٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ مُتساويةِ الطولِ.  أُمثِّلُ البياناتِ باستعمالِ مُدرَّ

الخطــوةُ 1: أُنظِّمُ البياناتِ في جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ 

متساويةِ الطولِ.

دُ أصغرَ قيمةٍ في البياناتِ، وأكبرَ قيمةٍ فيها. بعدَ ذلكَ  أُحدِّ
أختارُ فئاتٍ مناسبةً تشملُ جميعَ البياناتِ المُستهدَفةِ.

ا، ثمَّ أكتبُ  الخطوةُ 2:  أرســمُ محورًا أفقيًّا وآخرَ عموديًّ

، ثمَّ أضعُ  الفئاتِ أســفلَ المحورِ الأفقــيِّ
. تدريجًا مناسبًا للمحورِ الرأسيِّ

الخطــوةُ 3: أُسمّي كُلًّاًّ منَ المحورينِ، ثمَّ أكتبُ 

. جِ التكراريِّ عنوانًا مناسبًا للمُدرَّ

الخطوةُ 4: أرســمُ عمودًا يُمثِّــلُ ارتفاعُهُ تكرارَ 

كلِّ فئةٍ. 

1

المُدرَّجاتُ التكراريةُ ذاتُ الفئاتِ مُتساويةِ الطولِ

جــاتٍ تكراريةٍ عنْ طريقِ  عــةِ في فئاتِ بمُدرَّ عنــدَ تمثيلِ البياناتِ العدديــةِ المتصلةِ والمُجمَّ
جٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ مُتساويةِ الطولِ، يجبُ استعمالُ تدريجٍ متصلٍ على المحورِ  استعمالِ مُدرَّ

جِ.  ، وهذا يعني عدمَ وجودِ فراغاتٍ بينَ أعمدةِ المُدرَّ الأفقيِّ

رُ  أتذكَّ

إذا بــدأَتِ البياناتُ بعددٍ 
أكبــرَ منَ الصفــرِ، فإنَّني 
أبدأُ التدريجَ على المحورِ 
بعــددٍ أكبرَ مــنَ الصفرِ، 
مشــيرًا إلى ذلــكَ بخطٍّ 

جٍ  . مُتعرِّ

) h ( ِأطوالُ الطلبة
)cm( ُالطول التكرارُ

130 ≤ h < 140 1

140 ≤ h < 150 7

150 ≤ h < 160 15

160 ≤ h < 170 15

170 ≤ h < 180 9

180 ≤ h < 190 3

130 140 150 160 170 180 190
0

2

4

6

8

10

12

14

16

 

رارُ
تك

ال

(cm) ُالطول

أطوالُ الطلبةِ
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المُدرَّجاتُ التكراريةُ ذاتُ الفئاتِ غيرِ مُتساويةِ الطولِ

عُ البياناتُ المتصلةُ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ غيرِ متســاويةٍ في  فــي بعضِ الأحيانِ، تُجمَّ
جٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ غيرِ مُتســاويةِ  الطولِ. وفي هــذهِ الحالةِ، يتعيَّنُ تمثيلُ هذهِ البياناتِ بمُدرَّ
الطولِ. ولكنْ، إذا مُثِّلَتِ البياناتُ باســتعمالِ تكراراتهِا، فإنَّ التمثيلَ الناتجَ يكونُ مُضلِّلًًّا؛ لأنَّ 
النسبةَ بينَ مساحاتِ الأعمدةِ لا تكونُ متناســبةً معَ النسبةِ بينَ التكراراتِ. وهنا تظهرُ الحاجةُ 
إلى إيجادِ الكثافةِ التكراريةِ )frequency density( لكلِّ فئةٍ، وذلكَ بقسمةِ تكرارِ الفئةِ على 

طولهِا كما يأتي:

 = )الكثافةُ التكراريةُ(
)تكرارَ الفئةِ(
)طولِ الفئةِ(

جاتٍ تكراريةٍ، فإنَّ  عندَ تمثيلِ الجداولِ التكراريةِ ذاتِ الفئاتِ غيرِ المتســاويةِ في الطولِ بمُدرَّ
المحورَ y يُسمّى الكثافةَ التكراريةَ، وإنَّ ارتفاعَ كلِّ عمودٍ يُمثِّلُ الكثافةَ التكراريةَ لفئتهِِ.

مُ  أتعلَّ

أُلاحِــظُ أنَّ النســبةَ بينَ 
مســاحاتِ الأعمــدةِ في 

المثال 1 هيَ:
 ،10:70:150:150:90:30

وأنَّ النسبةَ بينَ التكراراتِ 
هيَ:

،1: 7 : 15 : 15 : 9 : 3

وهذا يعنــي أنَّ النســبةَ 
بينَ مســاحاتِ الأعمدةِ 
متناســبةٌ معَ النســبةِ بينَ 
التكــراراتِ، وســألحظُ 
أهميــةَ ذلكَ فــي المثالِ 

التالي.

 أكتبُ وصفًا للبياناتِ.

تقــعُ أطوالُ أكثرَ منْ نصفِ الطلبةِ بينَ cm 150 و cm 170، في حينِ أنَّ طولَ عددٍ قليلٍ منهُْمْ 
.140 cm ْ180، أوْ أقلَّ من cm ْيكونُ أكثرَ من

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

بًــا إلى أقربِ دقيقةٍ( الذي تســتغرقُهُ 30 طالبــةً للوصولِ إلى  وقتٌ: في مــا يأتي الزمنُ )مُقرَّ
المدرسةِ:

6 18 29 55 7 34 28 56 33 4

2 41 33 23 7 43 26 53 4 41

32 46 16 17 3 26 17 47 22 17

جٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ مُتساويةِ الطولِ.  )( أُمثِّلُ البياناتِ باستعمالِ مُدرَّ

 )( أكتبُ وصفًا للبياناتِ.

2
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مُ  أتعلَّ

طــولُ الفئــةِ الأولى هوَ: 
5 = 15 – 20. وبالطريقةِ 

نفسِها يُمكِنُ إيجادُ أطوالِ 
بقيةِ الفئاتِ.

  مثال 2 : منَ الحياةِ

أحياءٌ: قاسَــتْ عالمِةُ أحياءٍ أطــوالَ 48 دودةَ أرضٍ، 
لَــتْ إليْها في الجدولِ  ثمَّ نظَّمَتِ البيانــاتِ التي توصَّ
أُمثِّلُ بياناتِ الجدولِ باســتعمالِ  التكراريِّ المجاورِ. 

. جِ التكراريِّ المُدرَّ

الخطوةُ 1:  أُنشِــئُ جدولًا بإضافةِ عمودينِ إلى الجدولِ المعطى، أُنظِّــمُ فيهما أطوالَ الفئاتِ 

والكثافةَ التكراريةَ على النحوِ الآتي:

)cm( ُالطول التكرارُ طولُ الفئةِ الكثافةُ التكراريةُ
15 ≤ t < 20 6 5 1.2

20 ≤ t < 30 14 10 1.4

30 ≤ t < 40 26 10 2.6

40 ≤ t < 60 2 20 0.1

ا، ثمَّ  الخطوةُ 2:  أرســمُ محورًا أفقيًّا وآخرَ عموديًّ

 ، أكتبُ الفئاتِ أســفلَ المحورِ الأفقيِّ
ثمَّ أضــعُ تدريجًــا مناســبًا للمحورِ 

. الرأسيِّ

الخطوةُ 3:  أُســمّي كُلًّاًّ منَ المحورينِ، ثمَّ أكتبُ 

. جِ التكراريِّ عنوانًا مناسبًا للمُدرَّ

الخطوةُ 4: أرسمُ عمودًا يُمثِّلُ ارتفاعُهُ الكثافةَ التكراريةَ لكلِّ فئةٍ.

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

يُبيِّــنُ الجــدولُ التكراريُّ المجــاورُ الزمنَ  تلفازٌ: 
)بالساعاتِ( الذي يســتغرقُهُ 100 شخصٍ يوميًّا في 
مشــاهدةِ التلفازِ. أُمثِّلُ بياناتِ الجدولِ باســتعمالِ 

. جِ التكراريِّ المُدرَّ

)cm( ُالطول التكرارُ
15 ≤ t < 20 6

20 ≤ t < 30 14

30 ≤ t < 40 26

40 ≤ t < 60 2

(cm) ُالطول

أطوالُ دودِ الأرضِ
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)h( ُالزمن التكرارُ
0 ≤ h < 0.5 5

0.5 ≤ h < 1 35

1 ≤ h < 2 56

2 ≤ h < 3 4
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مُ  أتعلَّ

بما أنَّ الكثافــةَ التكراريةَ 
تُمثِّلُ ناتجَ قســمةِ تكرارِ 
هُ  الفئــةِ على طولهِــا، فإنَّ
يُمكِنُ إيجــادُ تكرارِ الفئةِ 
بضربِ الكثافةِ التكراريةِ 
للفئةِ في طولِ الفئةِ، وهذا 
ـلُ مســاحةَ العمودِ  يُمثّـِ

المُمثِّلِ للفئةِ. 

جاتِ التكراريةِ ذاتِ الفئاتِ غيرِ مُتســاويةِ الطولِ لتفسيرِ البياناتِ التي  يُمكِنُ اســتعمالُ المُدرَّ
 . جُ التكراريُّ يُمثِّلُها المُدرَّ

  مثال 3 : منَ الحياةِ

مكالماتٌ: أُجرِيَ مسحٌ على مجموعةٍ منَ الأشخاصِ لتحديدِ مُدَدِ مكالماتهِِمُ الهاتفيةِ الأخيرةِ، 
جِ التكراريِّ الآتي: ثمَّ مُثِّلَتِ البياناتُ التي خَلُصَ إليْها المسحُ بالمُدرَّ
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(min) ِةُ المكالمة دَّ مُ

 كمْ شخصًا شاركَ في عمليةِ المسحِ؟

هُ يتعيَّنُ  بما أنَّ ارتفاعاتِ الأعمدةِ لا تُمثِّلُ التكراراتِ، وإنَّمــا تُمثِّلُ الكثافةَ التكراريةَ للفئةِ، فإنَّ
إيجادُ تكرارِ كلِّ فئةٍ، وذلكَ بإيجادِ مســاحةِ كلِّ عمودٍ، علمًا بأنَّ مجموعَ هذهِ المساحاتِ يُمثِّلُ 

عددَ الأشخاصِ الذينَ شاركوا في عمليةِ المسحِ:

 + A = (25 × 5) + (30 × 5) + (20 × 10)مجموعُ مساحاتِ الأعمدةِ

         (10 × 10) + (5 × 20) + (10 × 10)

775 =    بالتبسيطِ

إذنْ، شاركَ في عمليةِ المسحِ 775 شخصًا.

 أجدُ عددَ الأشخاصِ الذينَ تزيدُ مُدَدُ مكالماتهِِمُ الهاتفيةِ على 40 دقيقةً.
لإيجــادِ عددِ الأشــخاصِ 
الذينَ تزيدُ مُــدَدُ مكالماتهِِمُ 
40 دقيقةً، أجدُ  الهاتفيةِ على 
مساحةَ العمودينِ المُظلَّلينِ 
باللــونِ الأزرقِ الغامــقِ في 

الشكلِ المجاورِ: 
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A = (10 × 5) + (10 × 10) مجموعُ مساحتيِ العمودينِ

150 = بالتبسيطِ

إذنْ، عددُ الأشخاصِ الذينَ تزيدُ مُدَدُ مكالماتهِِمُ الهاتفيةِ على 40 دقيقةً هوَ 150 شخصًا.

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

جُ التكــراريُّ المجاورُ  يُبيِّنُ المُدرَّ علاماتٌ: 
علاماتِ مجموعةٍ منَ الطلبةِ في اختبارٍ نهايتُهُ 

العظمى هيَ 150:

مَ للًّاختبارِ؟  )( كمْ طالبًا تقدَّ

 )(  أجدُ عددَ الطلبةِ الذيــنَ تزيدُ علًّاماتُهُمْ 

على 124.

 )c أجدُ عددَ الطلبةِ الذينَ تقعُ علًّاماتُهُمْ بينَ 100 و130.

ُ رية
كرا

 الت
 ُ فة

كثا
ال
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العلامةُ

بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

سباقاتٌ: في ما يأتي الزمنُ )بالثواني( الذي تستغرقُهُ مجموعةٌ منَ الطلبةِ لإنهاءِ سباقٍ للجريِ :

52 63 81 66 75 59 77 66 80 64 72 78 58 61 68 72 76 66

74 79 65 82 87 91 68 77 75 86 81 70 93 68 74 80 68 84

جٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ مُتساويةِ الطولِ.  1 أُمثِّلُ البياناتِ باستعمالِ مُدرَّ

 2 أكتبُ وصفًا للبياناتِ.

 3  أطوالٌ: يُبيِّنُ الجدولُ التكراريُّ المجاورُ أطوالَ مجموعةٍ منَ الطالباتِ 

. جِ التكراريِّ بالسنتيمترِ. أُمثِّلُ بياناتِ الجدولِ باستعمالِ المُدرَّ

)h( ُالطول التكرارُ
120 ≤ h < 130 8

130 ≤ h < 140 12

140 ≤ h < 150 10

150 ≤ h < 160 7
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 4  درجاتُ حــرارةٍ: يُبيِّنُ الجــدولُ التكراريُّ المجــاورُ توزيعَ درجاتِ 

الحرارةِ )بالسلســيوس( خــلًّالَ 50 يومًا في إحدى المناطــقِ. أُمثِّلُ 
. جِ التكراريِّ بياناتِ الجدولِ باستعمالِ المُدرَّ

. جِ التكراريِّ أُمثِّلُ البياناتِ في كلٍّ منَ الجدولينِ التكراريينِ الآتيينِ باستعمالِ المُدرَّ

الزمنُ  5 0 ≤ t < 8 8 ≤ t < 12 12 ≤ t < 16 16 ≤ t < 20

التكرارُ 72 84 54 36

العمرُ )بالعامِ(  6 11 ≤ a < 14 14 ≤ a < 16 16 ≤ a < 17 17 ≤ a < 20

التكرارُ 51 36 12 20

جُ التكراريُّ المجــاورُ الزمنَ )بالدقائقِ( الذي  شــركاتٌ: يُبيِّنُ المُدرَّ
يستغرقُهُ موظفو إحدى الشركاتِ للوصولِ إلى مكانِ العملِ:

 7 أجدُ عددَ موظفي الشركةِ.

 8  أجدُ عددَ الموظفينَ الذيــنَ يصلونَ إلى مكانِ العملِ بأقلَّ منْ 

15 دقيقةً. 

 9  أجدُ عددَ الموظفينَ الذينَ يستغرقُ وصولُهُمْ إلى مكانِ العملِ 

زمناً يتراوحُ بينَ 20 دقيقةً و 30 دقيقةً. 

 10  أجدُ عددَ الموظفينَ الذينَ يصلونَ إلى مكانِ العملِ بزمنٍ أكثرَ منْ 30 دقيقةً.   

ُ رية
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(min) ُالزمن

)t(  ِدرجةُ الحرارة التكرارُ
8 ≤ t < 10 6

10 ≤ t < 12 13

12 ≤ t < 15 18

15 ≤ t < 17 4

17 ≤ t < 20 3

20 ≤ t < 24 6
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الوحدةُ 8

جاتِ التكراريةِ الآتيةِ: ا لكلٍّ منَ المُدرَّ أُنشِئُ جدولًا تكراريًّ

11  
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فِ سرعةِ الســيّاراتِ التي تمرُّ منْ  ســرعةٌ: أُجرِيَ مسحٌ لتعرُّ
نقطةٍ مُعيَّنةٍ على إحدى الطرقِ الســريعةِ، ثــمَّ مُثِّلَتِ البياناتُ 

جِ التكراريِّ المجاورِ. التي خَلُصَ إليْها المسحُ بالمُدرَّ

 13  أمــلُأ الفراغَ فــي الجدولِ الآتــيِ بناءً علــى التمثيلِ 

جِ التكراريِّ أعلًّاهُ. بالمُدرَّ

السرعةُ 0 ≤ y < 40 40 ≤ y < 50 50 ≤ y < 60 60 ≤ y < 70 70 ≤ y < 80 80 ≤ y < 100

التكرارُ 10 40 110  

 14 أجدُ عددَ السيّاراتِ التي أُجرِيَ عليْها المسحُ.
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 15 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

جُ التكراريُّ الآتي علًّاماتِ مجموعةٍ منَ الطلبةِ في أحدِ الاختباراتِ. إذا كانَتْ علًّامةُ النجاحِ في   16  تبريــرٌ: يُبيِّنُ المُدرَّ

رًا إجابتي.  الاختبارِ هيَ 90، فأجدُ نسبةَ الطلبةِ الذينَ أخفقوا في الاختبارِ، مُبرِّ
ُ رية

كرا
 الت

 ُ فة
كثا

ال

6
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1

0
70 80 90 100 110 120 130 140 150

العلامةُ

لُ برنامـجُ حاسـوبٍ فـي إحـدى المؤسسـاتِ الزمـنَ )بالدقائـقِ( الـذي ينتظـرُهُ المتصلـونَ قبـلَ الـردِّ علـى  : يُسـجِّ تحـدٍّ
جينِ  مكالماتهِِـمْ فـي الفتـرةِ الصباحيـةِ والفترةِ المسـائيةِ. وقدْ مُثِّلَتِ البيانـاتُ التي سـجلَّها البرنامجُ في أحدِ الأيـامِ بالمُدرَّ

التكرارييـنِ الآتيينِ:
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الفترةُ المسائيةُ

  

 17 أجدُ عددَ المكالماتِ التي انتظرَ فيها المتصلونَ أكثرَ منْ 4 دقائقَ قبلَ الردِّ عليْهِمْ في الفترةِ الصباحيةِ منْ ذلكَ اليومِ.

 18 أجدُ نسبةَ المكالماتِ التي رُدَّ فيها على المتصلينَ خلًّالَ ما لا يزيدُ على دقيقتينِ في ذلكَ اليومِ.
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الدرسُ

4
إيجادُ الاحتمالِ باستعمالِ أشكالِ ڤِنْ.  فكرةُ الدرسِ     

مُ، الحوادثُ المتنافيةُ، الحوادثُ الشاملةُ. الحادثُ المُتمِّ المصطلحاتُ    

مسألةُ اليومِ  يدرسُ 120 طالبًا في معهدِ لغاتٍ، منهُْمْ 75 طالبًا يدرســونَ اللغةَ    
الكوريةَ، و35 طالبًا يدرسونَ اللغةَ الإسبانيةَ، و10 طلبةٍ يدرسونَ 
اللغتينِ معًا. إذا اختيرَ طالبٌ منَ المعهدِ عشــوائيًّا، فما احتمالُ أنْ 

نْ يدرسونَ اللغةَ الكوريةَ فقطْ؟ يكونَ ممَّ

التعبيرُ بالرموزِ عنْ حوادثَ مُمثَّلةٍ بأشكالِ ڤِنْ

تعلَّمْتُ ســابقًا أشــكالَ ڤِنْ، واســتعملْتُها لتمثيلِ البياناتِ؛ وذلكَ بتنظيمِها في مجموعتينِ أوْ 
لُ كلُّ منحنٍ مجموعةً مستقلةً منَ  أكثرَ باســتعمالِ منحنياتٍ مُغلَقةٍ مُتداخِلةٍ )متقاطعةٌ(؛ إذْ يُشكِّ

البياناتِ، ويُمثِّلُ الجزءُ المُتداخِل بينَ المنحنيينِ البياناتِ المشتركةَ بينَ المجموعتينِ.

الاحتمالاتُ وأشكالُ ڤِنْ 
Probabilities and Venn Diagrams

رموزٌ رياضيةٌ 

يُستعمَلُ الحرفُ اليونانيُّ 
Ω للدلالةِ علــى الفضاءِ 
العينيِّ لتجربةٍ عشــوائيةٍ، 
وهــوَ مجموعــةُ النواتجِ 
ــعُ حدوثُها عندَ  التي يُتوقَّ
إجراءِ تجربةٍ عشوائيةٍ ما، 

ويُقرَأُ: أوميجا.

يُمكِنُ استعمالُ أشــكالِ ڤِنْ للتعبيرِ عنْ حوادثِ تجربةٍ 
عشــوائيةٍ بيانيًّا، وذلكَ لتســهيلِ إيجادِ احتمالاتِ هذهِ 
الحــوادثِ. فمثــلًًّا، إذا كانَ A و B حادثيــنِ في تجربةٍ 
هُ يُمكِنُ تمثيلُهُما باســتعمالِ أشكالِ ڤِنْ،  عشــوائيةٍ، فإنَّ
وذلكَ برسمِ مســتطيلٍ يُمثِّلُ الفضاءَ العينيَّ للتجربةِ، ثمَّ 

.B َورسمِ منحنى آخرَ مُغلَقٍ يُمثِّلُ الحادث ،A َرسمِ منحنى مُغلَقٍ يُمثِّلُ الحادث

A B

Ω

المجموعةُ الثانيةُ فقطْالمجموعةُ الأولى فقطْ

المشتركُ بينَ المجموعتينِ
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تُمثِّلُ المنطقةُ المُظلَّلةُ في شــكلِ ڤِنْ المجاورِ تقاطعَ 
الحــادثِ A والحادثِ B، ويُمكِنُ التعبيرُ عنهْا بالرمزِ 

.A∩B

أمّا المنطقةُ المُظلَّلةُ في شــكلِ ڤِــنْ المجاورِ فتُمثِّلُ 
اتحادَ الحادثِ A والحــادثِ B، ويُمكِنُ التعبيرُ عنهْا 

.A∪B ِبالرمز

في حينِ تُمثِّلُ المنطقةُ المُظلَّلةُ في الشــكلِ المجاورِ 
مَ )complement event( للحادثِ  الحادثَ المُتمِّ

. A ِويُمكِنُ التعبيرُ عنهُْ بالرمز ،A

وأمّا الحادثُ الذي تُمثِّلُهُ المنطقةُ المُظلَّلةُ في الشكلِ 
المجــاورِ فهوَ وقوعُ الحادثِ A فقــطْ، وعدمُ وقوعِ 
الحادثِ B، ويُمكِــنُ التعبيرُ عنْ هذا الحادثِ بالرمزِ  

.A-B

مُ  أتعلَّ

 A الحــادثِ  تقاطــعُ 
ـي  B يعنـ والحــادثِ 

وقوعَهُما معًا.

مُ  أتعلَّ

 A الحــادثِ  اتحــادُ 
والحــادثِ B يعني وقوعَ 
A، أوْ وقــوعَ  الحــادثِ 
B، أوْ وقــوعَ  الحــادثِ 

الحادثينِ معًا.

مُ  أتعلَّ

لأيِّ تجربــةٍ عشــوائيةٍ، 
A يعني عــدمَ وقوعِ  فإنَّ 

.A ِالحادث

مُ  أتعلَّ

يُمكِنُ أيضًــا التعبيرُ عنِ 
A-B بالرمــزِ  الحــادثِ 

 .A∩B

A B
Ω

A B
Ω

A B
Ω

A B
Ω

لةُ في كلٍّ منْ أشكالِ ڤنِْ الآتيةِ: أُعبِّرُ بالرموزِ عنِ الحادثِ الذي تُمثِّلُهُ المنطقةُ المُظلَّ

1  
A B

Ω

مةِ  لةَ تُعبِّرُ عنْ مُتمِّ أُلاحِظُ أنَّ المنطقةَ المُظلَّ
الحــادثِ B؛ لــذا يُمكِنُ التعبيــرُ عنْ هذا 

.B ِالحادثِ بالرمز

مثال 1
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الوحدةُ 8

رُ  أُفكِّ

هــلْ يُمكِنُ التعبيــرُ عنِ 
الحــادثِ الــذي تُمثِّلُــهُ 
لةُ بالرموزِ  المنطقةُ المُظلَّ
رُ  بطريقــةٍ أُخــرى؟ أُبــرِّ

إجابتي.

رموزٌ رياضيةٌ 

يشــيرُ الرمــزُ P(A) إلى 
احتمالِ وقــوعِ الحادثِ 
 P َعلمًــا بــأنَّ الحرف ،A

هــوَ اختصــارٌ لكلمــةِ 
(Probability) التــي 

تعني الاحتمالَ. 

2  
A B

Ω

لةَ تُعبِّــرُ عنْ عدمِ  أُلاحِظُ أنَّ المنطقــةَ المُظلَّ
وقوعِ اتحــادِ الحادثِ A والحــادثِ B؛ لذا 
. A ∪ B ِيُمكِنُ التعبيرُ عنْ هذا الحادثِ بالرمز

3  
A B

Ω

أُلاحِــظُ أنَّ المنطقةَ المُظلَّلــةَ تُعبِّرُ عنِ اتحادِ 
مِ للحادثِ A والحادثِ B؛ لذا  الحادثِ المُتمِّ
.A ∪ B ِيُمكِنُ التعبيرُ عنْ هذا الحادثِ بالرمز

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

لةُ في كلٍّ منْ شكليْ ڤنِْ الآتيينِ: أُعبِّرُ بالرموزِ عنِ الحادثِ الذي تُمثِّلُهُ المنطقةُ المُظلَّ

))  
A B

Ω  ))  
A B

Ω

إيجادُ احتمالاتِ حوادثَ لتجاربَ عشوائيةٍ مُمثَّلةٍ بأشكالِ ڤِنْ

هُ إذا كانَتِ التجربةُ العشوائيةُ متساويةَ الاحتمالِ، فإنَّ احتمالَ وقوعِ أيِّ حادثٍ  تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ
. فيها يساوي نسبةَ عددِ عناصرِ الحادثِ إلى عددِ عناصرِ الفضاءِ العينيِّ

P(A) = 
)A ِعددَ عناصرِ الحادث(

) )عددِ عناصرِ الفضاءِ العينيِّ

ــعُ حدوثُها عندَ إجراءِ  بمــا أنَّ الفضاءَ العينيَّ Ω هوَ مجموعــةٌ تحوي جميعَ النواتجِ التي يُتوقَّ
تجربةٍ عشــوائيةٍ ما، فإنَّ احتمالَ الفضاءِ العينيِّ هوَ 1؛ أيْ إنَّ P(Ω) = 1. ولهذا، فإنَّ احتمالَ 
.A ِهوَ 1 ناقصُ احتمالِ وقوعِ الحادث ،A َمثل ، مِ لأيِّ حادثٍ في الفضاءِ العينيِّ الحادثِ المُتمِّ
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ــمِ للحادثِ A هوُ 1 ناقــصُ احتمالِ وقوعِ  بالكلماتِ:  احتمــالُ وقوعِ الحادثِ المُتمِّ

.A ِالحادث

 : لأيِّ حادثٍ )A( في تجربةٍ عشوائيةٍ، فإنَّ بالرموزِ: 

P( A ) = 1 - P(A)

مِ احتمالُ الحادثِ المُتمِّ مفهومٌ أساسيٌّ

يُمكِنُ استعمالُ المفاهيمِ السابقةِ لإيجادِ احتمالاتِ حوادثَ مُمثَّلةٍ بأشكالِ ڤِنْ.

كُتبَِتِ الأعدادُ الصحيحةُ مــنْ 4 إلى 12 على 
مجموعةٍ منَ البطاقاتِ المُتطابقِةِ، ثمَّ اختيرَتْ 
بطاقةٌ عشــوائيًّا، ومُثِّــلَ الفضــاءُ العينيُّ لهذهِ 
 B و A ِالتجربةِ العشوائيةِ التي تحوي الحادثين

في شكلِ ڤنِْ المجاورِ. أجدُ كُلاًّ منَ الاحتمالاتِ الآتيةِ:

1  P(A)

بما أنَّ عــددَ عناصرِ الفضــاءِ العينيِّ هوَ 9، 
وعددَ عناصرِ الحادثِ A هوَ 5 كما يظهرُ في 
 : المنطقةِ المُظلَّلةِ منَ الشكلِ المجاورِ، فإنَّ

P(A) = 
5
9

2  P( A )

مةِ P( A ) = 1 - P(A) صيغةُ احتمالِ المُتمِّ

 - 1 = بالتعويضِ
5
9

 = بالتبسيطِ
4
9

مثال 2

12

9

11
10

7
8

5

6
4

BA

Ω

 12

9

11
10

7
8

5

6
4

BA

Ω

12

9

11
10

7
8

5

6
4

BA

Ω

رُ  أُفكِّ

 A الحــادثَ  أَصِــفُ 
بالكلماتِ.

مُ  أتعلَّ

يظهــرُ فــي الشــكلِ 
 A مــةَ  المجــاورِ أنَّ مُتمِّ
4 عناصــرَ، هيَ:  تحوي 
{12 ,11 ,10 ,9}؛ لــذا، 

4
9 فإنَّ احتمالَها هوَ 
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3  P(A ∩ B)

بما أنَّ A∩B يعني وقوعَ الحادثِ A والحادثِ 
B معًا، فــإنَّ عددَ عناصرِ هــذا الحادثِ هوَ 2 
كما يظهرُ فــي المنطقةِ المُظلَّلةِ منَ الشــكلِ 

المجاورِ.
إذنْ: 

P(A∩B)= 
2
9

4  P(A ∪ B)

بمــا أنَّ A ∪ B يعني وقوعَ الحادثِ A، أوْ وقوعَ 
الحــادثِ B، أوْ وقوعَ الحادثيــنِ معًا، فإنَّ عددَ 
عناصرِ هذا الحادثِ هوَ 8 كما يظهرُ في المنطقةِ 

المُظلَّلةِ منَ الشكلِ المجاورِ.
إذنْ: 

P(A ∪ B) = 
8
9

5  P( A ∪ B)

بما أنَّ عددَ عناصرِ هذا الحادثِ هوَ 6 كما يظهرُ 
 : في المنطقةِ المُظلَّلةِ منَ الشكلِ المجاورِ، فإنَّ

P( A ∪ B ) = 
6
9

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

كُتبَِتِ الأعــدادُ الصحيحةُ مــنْ 1 إلى 8 على 
مجموعةٍ منَ البطاقاتِ المُتطابقِةِ، ثمَّ اختيرَتْ 
بطاقةٌ عشــوائيًّا، ومُثِّــلَ الفضــاءُ العينيُّ لهذهِ 
 B و A ِالتجربةِ العشوائيةِ التي تحوي الحادثين

في شكلِ ڤنِْ المجاورِ. أجدُ كُلاًّ منَ الاحتمالاتِ الآتيةِ:

))  P(B)   ))  P( B )   c)  P(A∩B)   d)  P(A-B)

12

9

11
10

7
8

5

6
4

BA

Ω

12

9

11
10

7
8

5

6
4

BA

Ω

12

9

11
10

7
8

5

6
4

BA

Ω

4 2

6
3
8

1

7
5

BA

Ω

رُ  أُفكِّ

 B الحــادثَ  أَصِــفُ 
بالكلماتِ.



158

استعمالُ أشكالِ ڤِنْ لإيجادِ احتمالاتِ حوادثَ لتجاربَ عشوائيةٍ

يُمكِنُ استعمالُ أشكالِ ڤِنْ لتســهيلِ إيجادِ احتمالاتِ حوادثَ لتجاربَ عشوائيةٍ تُمثِّلُ مواقفَ 
حياتيةً.

  مثال 3 : منَ الحياةِ

مَ 200 طالبٍ منْ طلبةِ الصفِّ التاســعِ في  اختبــاراتٌ: تقــدَّ
إحدى المدارسِ لامتحانٍ وطنيٍّ يقيــسُ قدراتهِِمْ في مادتيِ 
اللغةِ العربيةِ والرياضياتِ. نجحَ منْ هؤلاءِ الطلبةِ 162 طالبًا 
في مادةِ اللغةِ العربيــةِ، و137 طالبًا في مادةِ الرياضياتِ. أمّا 

عددُ الطلبةِ الناجحينَ في المادتينِ معًا فبلغَ 121 طالبًا: 

 أُمثِّلُ البياناتِ بشكلِ ڤنِْ.

دُ الحوادثَ المذكورةَ في التجربةِ العشوائيةِ. الخطوةُ 1: أُحدِّ

أفتــرضُ أنَّ A هوَ حادثُ اختيارِ طالبٍ ناجحٍ في مــادةِ اللغةِ العربيةِ، وأنَّ M هوَ حادثُ اختيارِ 
طالبٍ ناجحٍ في مادةِ الرياضياتِ.

الخطوةُ 2: أُمثِّلُ الفضاءَ العينيَّ والحوادثَ بشكلِ ڤِنْ.

دُ عددَ الطلبةِ الناجحينَ في مادةِ اللغةِ العربيةِ فقطْ، وذلكَ بطرحِ عددِ الطلبةِ الناجحينَ  	 أُحدِّ
:)A( ِفي المادتينِ معًا منْ عددِ الطلبةِ الناجحينَ في مادةِ اللغةِ العربية

162 - 121 = 41

دُ عددَ الطلبةِ الناجحينَ في مادةِ الرياضياتِ فقطْ، وذلكَ بطرحِ عددِ الطلبةِ الناجحينَ  	 أُحدِّ
:)M( ِفي المادتينِ معًا منْ عددِ الطلبةِ الناجحينَ في مادةِ الرياضيات

137 - 121 = 16

دُ عددَ الطلبةِ الذينَ لمْ ينجحوا في أيٍّ منَ المادتينِ، وذلكَ بطرحِ عددِ الطلبةِ الناجحينَ  	 أُحدِّ
في مادةِ اللغةِ العربيةِ فقطْ، وعددِ الطلبةِ الناجحينَ في مادةِ الرياضياتِ فقطْ، وعددِ الطلبةِ 

الناجحينَ في المادتينِ معًا، منَ العددِ الكليِّ للطلبةِ: 

200 - (41 + 16 + 121) = 200 - 178 = 22

1
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الوحدةُ 8

أُمثِّلُ هذهِ البياناتِ بشكلِ ڤِنْ كالآتي: 	

22

1612141

MA
Ω

مينَ عشوائيًّا، فأجدُ احتمالَ أنْ يكونَ هذا الطالبُ ناجحًا في إحدى    إذا اختيرَ أحدُ الطلبةِ المُتقدِّ
. المادتينِ على الأقلِّ

( في السؤالِ تشيرانِ إلى  إنَّ كلمتيْ )على الأقلِّ
 M ِوالحادث A ِأنَّ المطلوبَ هوَ اتحادُ الحادث

كما في الشكلِ المجاورِ. إذنْ: 

P( A ∪ M ) = 
178
200

مينَ عشــوائيًّا، فأجدُ احتمالَ أنْ يكونَ هذا الطالبُ ناجحًا في مادةِ    إذا اختيرَ أحدُ الطلبةِ المُتقدِّ
اللغةِ العربيةِ فقطْ. 

إنَّ احتمــالَ أنْ يكونَ الطالــبُ ناجحًا في مادةِ 
اللغةِ العربيةِ فقــطْ يعني إيجادَ احتمالِ المنطقةِ 

المُظلَّلةِ في شكلِ ڤِنْ المجاورِ. إذنْ:

P( A - M ) = 
41

200

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

صفاتٌ وراثيةٌ: يوجدُ في أحدِ الصفوفِ 30 طالبةً، منْهُنَّ 16 طالبةً منْ ذواتِ الشــعرِ الأســودِ، 
، و7 طالباتِ لونُ أعينهِِنَّ  بُنِّيٌّ وشعرُهُنَّ أسودُ:  و11 طالبةً لونُ أعينهِِنَّ  بُنِّيٌّ

 )(  أُمثِّلُ البياناتِ بشكلِ ڤِنْ.

 )(  إذا اختيرَتْ طالبةٌ عشوائيًّا، فأجدُ احتمالَ أنْ يكونَ شعرُها أسودَ، أوْ لونُ عينيها بُنِّيًّا.

 )c  إذا اختيرَتْ طالبةٌ عشوائيًّا، فأجدُ احتمالَ أنْ يكونَ لونُ عينيها بُنِّيًّا، وشعرُها ليسَ أسودَ.

 )d  إذا اختيرَتْ طالبةٌ عشوائيًّا، فأجدُ احتمالَ ألّا يكونَ لونُ عينيها بُنِّيًّا، وشعرُها ليسَ أسودَ.

22

1612141

MA
Ω

2

22

1612141

MA
Ω

3

مُ  أتعلَّ

أُلاحِظُ أنَّ عناصرَ الفضاءِ 
العينيِّ التــي لا ينتمي أيٌّ 
منهْــا إلــى الحادثينِ تقعُ 

خارجَ الدائرتينِ.

رُ  أتذكَّ

إنَّ حادثَ نجاحِ الطالبِ 
في مادةِ اللغةِ العربيةِ فقطْ 
يعني عدمَ نجاحِهِ في مادةِ 
يُعبَّرُ  الرياضياتِ، وهوَ ما 
A-M أوِ  عنـْـهُ بالرمــزِ 

.A ∩ M ِالرمز
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الحوادثُ المتنافيةُ 

 (mutually exclusive events) ُالحوادثُ المتنافية
هيَ الحوادثُ التي لا يُمكِنُ وقوعُها معًا؛ ما يعني عدمَ 
وجودِ عناصرَ مشتركةٍ بينهَا. فمثلًًّا، عندَ رميِ حجرِ نردٍ 
ةً واحدةً، فإنَّ حادثَ ظهورِ العددِ 5 لا يُمكِنُ أنْ يقعَ  مَرَّ
معَ حادثِ ظهورِ العددِ 6 في الوقتِ نفسِــهِ، وهذا يعني 

أنَّ تقاطعَهُما هوَ ∅، وأنَّ احتمالَ تقاطعِهِما هوَ صفرٌ.

Ω
A B

الحادثانِ A و B متنافيانِ

كُتبَِــتِ الأعــدادُ الصحيحــةُ منْ 1 إلــى 9 على 
مجموعةٍ مــنَ البطاقاتِ المُتطابقِــةِ، ثمَّ اختيرَتْ 
بطاقةٌ عشوائيًّا، ومُثِّلَ الفضاءُ العينيُّ لهذهِ التجربةِ 
العشــوائيةِ التي تحوي الحادثينِ Q و S في شكلِ 

ڤنِْ المجاورِ. أجدُ كُلاًّ منَ الاحتمالاتِ الآتيةِ:

1  P(S ∩ Q)

أُلاحِظُ منْ شــكلِ ڤِنْ أنَّ الحــادثَ S والحادثَ Q متنافيانِ؛ لأنَّــهُ لا توجدُ عناصرُ 
مشتركةٌ بينهَُما. إذنْ:

P(S ∩ Q) = 
0
9

 = 0

2  P(S ∪ Q)

بما أنَّ الحــادثَ S والحــادثَ Q متنافيانِ، فإنَّ 
S ∪ Q يعني وقــوعَ الحادثِ S فقــطْ، أوْ وقوعَ 

 ، الحادثِ Q فقــطْ؛ لأنَّهُما لا يقعانِ معًا. ومنْ ثَمَّ
فإنَّ عددَ عناصرِ هذا الحادثِ هوَ 7 كما يظهرُ في 

المنطقةِ المُظلَّلةِ منَ الشكلِ المجاورِ.

إذنْ، احتمالُ الحادثِ S ∪ Q هوَ: 

P(S ∪ Q) = 
7
9

5 7

1 2

4
3 6

9 8

S Q
Ω

مثال 4

5 7

1 2

4
3 6

9 8

S Q
Ω
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الوحدةُ 8

B ُوالحادث A ُالحادث
متنافيانِ وشاملًّانِ.

B ُوالحادث A ُالحادث
شــاملًّانِ، لكنَّهُما ليسا 

متنافيينِ.

3  P(Q - S)

بمــا أنَّ الحــادثَ S والحادثَ Q متنافيــانِ، فإنَّ 
Q-S يعني وقــوعَ الحادثِ Q فقــطْ؛ لأنَّهُما لا 

يقعــانِ معًا كما يظهــرُ في المنطقــةِ المُظلَّلةِ منَ 
الشكلِ المجاورِ. إذنْ:

P(Q - S) = 
4
9

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

كُتبَِــتِ الأعــدادُ الصحيحةُ مــنْ 1 إلى 10 على 
مجموعــةٍ منَ البطاقاتِ المُتطابقِــةِ، ثمَّ اختيرَتْ 
بطاقةٌ عشوائيًّا، ومُثِّلَ الفضاءُ العينيُّ لهذهِ التجربةِ 
العشوائيةِ التي تحوي الحادثينِ M و N في شكلِ 

ڤنِْ المجاورِ. أجدُ كُلاًّ منَ الاحتمالاتِ الآتيةِ:

))  P(M∩N)   ))  P(M∪N)   c)  P(M-N)

5 7

1 2

4
3 6

9 8

S Q
Ω

52

1

7

4 10

8

3 6

9

M N
Ω

الحوادثُ المتنافيةُ الشاملةُ 

لُ اتحادُ نواتجِها المُحتمَلةِ الفضاءَ العينيَّ كاملًًّا. فمثلًًّا،  الحوادثُ الشــاملةُ )exhaustive events( هيَ الحوادثُ التي يُشــكِّ
عندَ إلقاءِ حجرِ نردٍ، فإنَّ حادثَ ظهورِ عددٍ أكبرَ منْ 3 وحادثَ ظهورِ عددٍ أقلَّ منْ 5 يُمثِّلًّانِ حادثينِ شاملينِ.

قدْ تكونُ بعضُ الحوادثِ متنافيةً وشاملةً. فمثلًًّا، عندَ رميِ حجرِ نردٍ، فإنَّ حادثَ ظهورِ عددٍ فرديٍّ وحادثَ ظهورِ عددٍ زوجيٍّ يُمثِّلًّانِ 
لُ الفضاءَ العينيَّ كاملًًّا. هُ لا يُمكِنُ أنْ يقعا معًا. وهما أيضًا حادثانِ شاملًّانِ؛ لأنَّ نواتجَهُما المُحتمَلةَ تُشكِّ حادثينِ متنافيينِ؛ لأنَّ

يُظهِرُ شكلًّا ڤِنْ الآتيانِ كُلًّاًّ منَ الحوادثِ الشاملةِ، والحوادثِ المتنافيةِ والشاملةِ:

إذا كانَتِ الحوادثُ متنافيةً وشاملةً، فإنَّ مجموعَ احتمالاتهِا هوَ 1.

Ω
A

B

Ω
A

B
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نةٍ بالأخضرِ  ــمٌ إلى 4 قطاعاتٍ غيرِ مُتطابقِةٍ، ومُلوَّ قرصٌ دائريٌّ مُقسَّ
والزهــريِّ والأزرقِ والأصفرِ كما في الشــكلِ المجــاورِ. إذا كانَ 
ــرِ عنــدَ كلِّ لونٍ منْ هذهِ  فِ المُؤشِّ الجدولُ الآتي يُبيِّنُ احتمالَ توقُّ

.x َالألوانِ، فأجدُ قيمة

اللونُ الأخضرُ الزهريُّ الأصفرُ الأزرقُ

الاحتمالُ 0.3 0.4 x 2x

ــرِ القرصِ على الألوانِ الأربعةِ هيَ حوادثُ متنافيةٌ وشــاملةٌ، فإنَّ  بما أنَّ حوادثَ توقُّفِ مُؤشِّ
مجموعَ احتمالاتهِا هوَ 1:

x + 2x  = 1 + 0.4 + 0.3مجموعُ الحوادثِ الشاملةِ

3x = 1 + 0.7بجمعِ الثوابتِ، وجمعِ المُتغيِّراتِ 

3x = 0.3بطرحِ 0.7 منَ الطرفينِ

x = 0.1بقسمةِ طرفيِ المعادلةِ على 3

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

نةٍ بالأحمرِ والأصفرِ والأزرقِ. إذا كانَ  ــمٌ إلى 3 قطاعاتٍ غيرِ مُتطابقِةٍ، ومُلوَّ قرصٌ دائريٌّ مُقسَّ
ــرِ  فِ المُؤشِّ الجدولُ المجاورُ يُبيِّنُ احتمالَ توقُّ

.x َعندَ كلِّ لونٍ منْ هذهِ الألوانِ، فأجدُ قيمة

0.40.3

2x x

مثال 5

اللونُ الأزرقُ الأحمرُ الأصفرُ

الاحتمالُ 0.3 0.4 x

بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

لةُ في كلٍّ منْ أشكالِ ڤنِْ الآتيةِ: أُعبِّرُ بالرموزِ عنِ الحادثِ الذي تُمثِّلُهُ المنطقةُ المُظلَّ

1  
A B

Ω   2  
A B

Ω

مُ  أتعلَّ

مجمــوعُ احتمــالاتِ 
ـةِ  الحــوادثِ المتنافيـ
1، أمّــا  والشــاملةِ هــوَ 
الحــوادثُ الشــاملةُ غيرُ 
المتنافيــةِ فيكونُ مجموعُ 

احتمالاتهِا أكبرَ منْ 1.
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3  
A B

C

Ω   4   
A B

C

Ω

كُتبَِــتِ الأعــدادُ الصحيحةُ منْ 0 إلــى 9 على مجموعةٍ مــنَ البطاقاتِ 
المُتطابقِةِ، ثمَّ اختيرَتْ بطاقةٌ عشــوائيًّا، ومُثِّلَ الفضاءُ العينيُّ لهذهِ التجربةِ 
العشــوائيةِ التي تحوي الحادثينِ A و B في شكلِ ڤنِْ المجاورِ. أجدُ كُلاًّ 

منَ الاحتمالاتِ الآتيةِ:

5  P(A)  6  P(B)  7  P(A∩B)

8  P(A∪B)  9  P( A )  10  P( B )

11  P( A ∩ B )  12  P( A ∪ B )  13  P(B-A)

مةٍ منْ 1 إلى 100. إذا سُــحِبَتْ بطاقةٌ عشوائيًّا، فأجدُ احتمالَ كلِّ حادثٍ ممّا  يحتوي صندوقٌ على بطاقاتٍ مُتطابقِةٍ، ومُرقَّ
يأتي باستعمالِ أشكالِ ڤنِْ:

نُ على البطاقةِ منْ مضاعفاتِ العددِ 15، ومضاعفاتِ العددِ 10.  14 أنْ يكونَ العددُ المُدوَّ

نُ على البطاقةِ منْ مضاعفاتِ العددِ 15 أوْ مضاعفاتِ العددِ 10.  15 أنْ يكونَ العددُ المُدوَّ

نُ على البطاقةِ منْ مضاعفاتِ العددِ 10، وليسَ منْ مضاعفاتِ العددِ 15.  16 أنْ يكونَ العددُ المُدوَّ

نُ على البطاقةِ منْ مضاعفاتِ العددِ 10، ولا منْ مضاعفاتِ العددِ 15.  17 ألّا يكونَ العددُ المُدوَّ

تغذيةٌ: في دراســةٍ شملَتْ 320 شــخصًا يعانونَ الســمنةَ، تبيَّنَ أنَّ 130 شخصًا منْهُمْ 
يراجعونَ اختصاصيي التغذيةِ، وأنَّ 147 شخصًا يمارســونَ الرياضةَ، وأنَّ 64 شخصًا 
يراجعونَ اختصاصيي التغذيةِ ويمارسونَ الرياضةَ معًا. إذا اختيرَ أحدُ هؤلاءِ الأشخاصِ 

عشوائيًّا، فأجدُ احتمالَ كلِّ حادثٍ ممّا يأتي باستعمالِ أشكالِ ڤنِْ: 

نْ يمارسونَ الرياضةَ، ويراجعونَ اختصاصيي التغذيةِ.   18 أنْ يكونَ الشخصُ ممَّ

نْ يمارسونَ الرياضةَ، ولا يراجعونَ اختصاصيي التغذيةِ.  19 أنْ يكونَ الشخصُ ممَّ

نْ لا يمارسونَ الرياضةَ، ولا يراجعونَ اختصاصيي التغذيةِ.  20 أنْ يكونَ الشخصُ ممَّ

310

5

7

9

6

84

2

BA
Ω
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نْ  صفاتٌ وراثيةٌ: ســألَتِ المُعلِّمــةُ الطالباتِ في أحــدِ الصفوفِ عمَّ
صَتِ البياناتِ في  ترتدي منْهُنَّ نظّارةً، أوْ تكتبُ بيدِها اليســرى، ثمَّ لخَّ
شــكلِ ڤنِْ المجاورِ. إذا اختيرَتْ طالبةٌ منْهُنَّ عشــوائيًّا، فأجدُ كُلاًّ منَ 

الاحتمالاتِ الآتيةِ:

 21 أنْ تكونَ الطالبةُ ترتدي نظّارةً، وتكتبُ بيدِها اليسرى.

 22 أنْ تكونَ الطالبةُ ترتدي نظّارةً، أوْ تكتبُ بيدِها اليسرى.

 23 أنْ تكونَ الطالبةُ لا ترتدي نظّارةً.

مٌ إلى 6 قطاعاتٍ غيرِ مُتطابقِةٍ،   24  قرصٌ دائريٌّ مُقسَّ

وهيَ مُرقَّمةٌ بالأرقامِ: 6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1. إذا كانَ 
ــرِ  الجدولُ المجاورُ يُبيِّنُ احتمالَ توقُّفِ المُؤشِّ

.x َعندَ كلِّ رقمٍ منْ هذهِ الأرقامِ، فأجدُ قيمة

 25 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

تبريرٌ: يُبيِّــنُ مُخطَّطُ الاحتمالِ المجــاورُ الفضاءَ العينيَّ لتجربةٍ عشــوائيةٍ. إذا كانَ 
الحادثُ A يُمثِّلُ النقاطَ الواقعةَ على المستقيمِ x = y، وكانَ الحادثُ B يُمثِّلُ النقاطَ 

الواقعةَ على المستقيمِ y = 4-x، فأُجيبُ عنِ السؤالينِ الآتيينِ تباعًا:

 26  أُمثِّلُ التجربةَ بأشكالِ ڤِنْ.

رًا إجابتي.  27  إذا اختيرَتْ نقطةٌ عشوائيًّا، فأجدُ احتمالَ أنْ تقعَ على المستقيمِ y = x، والمستقيمِ y = 4 – x، مُبرِّ

تبريرٌ: أستعملُ شــكلَ ڤنِْ المجاورَ لكتابةِ كلٍّ منَ الحوادثِ الآتيةِ في أبسطِ صورةٍ، 
رًا إجابتي: مُبرِّ

28  A∩B  29  A∪B  30  B-A

 31  مسألةٌ مفتوحةٌ: أَصِفُ 3 حوداثَ متنافيةٍ وشاملةٍ في تجربةٍ عشوائيةٍ. 

الرقمُ 1 2 3 4 5 6

الاحتمالُ 0.2 0.25 0.15 x 0.15 0.1

0

1

x

y

2

3

4

0 1 2 3 4

A
B

Ω

25

23

Ω

يكتبْنَ باليدِ
.￯اليسر

يرتدينَ
. نظّاراتٍ
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الدرسُ

5
إيجادُ احتمالاتٍ هندسيةٍ باستعمالِ الأطوالِ والمساحاتِ والزوايا. فكرةُ الدرسِ     

الاحتمالاتُ الهندسيةُ. المصطلحاتُ    

عٍ أخضرَ،  مسألةُ اليومِ  يُبيِّنُ الشكلُ المجاورُ لوحةَ إعلًّاناتٍ مضيئةً على شكلِ مُربَّ   

 ،2.83 m ُ3، وفــي داخلِهِ مســتطيلٌ أزرقُ، طولُه m ِطــولُ ضلعِه

وعرضُــهُ m 1.41. إذا كانَــتِ اللوحةُ تضاءُ بــآلافٍ منْ وحداتِ 

البكســلِ الصغيرةِ، ورُصِدَتْ وحدةٌ محروقةٌ مــنْ هذهِ الوحداتِ، 

فأجدُ احتمالَ أنْ تكونَ منْ وحداتِ اللوحِ الأزرقِ.

الاحتمالُ الهندسيُّ

هُ إذا كانَتِ التجربةُ العشوائيةُ متساويةَ الاحتمالِ، فإنَّ احتمالَ وقوعِ أيِّ حادثٍ  تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ
. والآنَ سأتعلَّمُ كيفَ أجدُ  فيها يساوي نسبةَ عددِ عناصرِ الحادثِ إلى عددِ عناصرِ الفضاءِ العينيِّ
نُ مقاييسَ هندسيةً، مثلَ: الأطوالِ،  احتمالَ تجاربَ عشوائيةٍ ترتبطُ بهذا المفهومِ، لكنَّها تتضمَّ

.(geometric probabilities) َوالمساحاتِ، والزوايا، وتُسمّى الاحتمالاتِ الهندسية

: الأطوالُ الاحتمالُ الهندسيُّ

يُبيِّنُ الشكلُ المجاورُ القطعةَ المستقيمةَ AB التي تحوي 

القطعةَ المســتقيمةَ CD. إذا اختيرَتْ عشوائيًّا نقطةٌ منَ 

النقاطِ الواقعةِ علــى AB، ولتكنْ K، فإنَّ احتمالَ وقوعِ 

K على CD يســاوي نسبةَ طولِ CD إلى طولِ AB؛ لأنَّ 

جميعَ النقاطِ الواقعةِ على AB تُمثِّلُ عناصرَ الفضاءِ العينيِّ للتجربةِ العشــوائيةِ، وجميعَ النقاطِ 

الواقعةِ على CD تُمثِّلُ عناصرَ الحادثِ.

P( CD على K ُوقوع ) = 
CD
AB

الاحتمالُ الهندسيُّ
Geometric Probability

مُ أتعلَّ

يتســاوى الاحتمــالُ في 
تجربةِ اختيــارِ النقطةِ K؛ 
لأنَّ فرصــةَ الوقــوعِ هيَ 
نفسُها لأيِّ نقطةٍ تقعُ على 

.AB

A
C

D

B
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مُعتمِدًا الشــكلَ المجاورَ، إذا اختيرَتْ عشوائيًّا نقطةٌ تقعُ على 
WZ، فأجدُ كُلاًّ ممّا يأتي:

.YZ احتمالُ وقوعِ النقطةِ على 

أفترضُ أنَّ حادثَ وقوعِ النقطةِ على YZ هوَ A. إذنْ

 = P(A) صيغةُ الاحتمالِ باستعمالِ الطولِ
YZ
WZ

YZ = 3, WZ = 14 ِبتعويض  = 
3

14

.XY احتمالُ وقوعِ النقطةِ على 

أفترضُ أنَّ حادثَ وقوعِ النقطةِ على XY هوَ B. إذنْ:

 = P(B) صيغةُ الاحتمالِ باستعمالِ الطولِ
XY
WZ

XY = 5, WZ = 14 ِبتعويض  = 
5

14

.XY احتمالُ عدمِ وقوعِ النقطةِ على 

مُ للحادثِ B. إذنْ: إنَّ حادثَ عدمِ وقوعِ النقطةِ على XY هوَ الحادثُ المُتمِّ

مةِ P( B ) = 1 - P(B) صيغةُ احتمالِ المُتمِّ

 - 1 = صيغةُ الاحتمالِ باستعمالِ الطولِ
XY
WZ

 - 1 = بالتعويضِ
5

14

 = بالتبسيطِ
9

14

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

مُعتمِدًا الشــكلَ المجاورَ، إذا اختيرَتْ عشوائيًّا نقطةٌ تقعُ 
على RS، فأجدُ كُلاًّ ممّا يأتي:

.US احتمالُ وقوعِ النقطةِ على )(   .TU احتمالُ وقوعِ النقطةِ على )( 

.US احتمالُ عدمِ وقوعِ النقطةِ على c( 

W

X

Y
Z

3

5

6

مثال 1

1

2

3

رُ أُفكِّ

هلْ يُمكِنُ إيجادُ احتمالِ 
عدمِ وقــوعِ النقطةِ على 

XY بطريقةٍ أُخرى؟

R T
U

V
S

3
8

6
1
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الوحدةُ 8

مُ أتعلَّ

يتســاوى الاحتمــالُ في 
تجربةِ اختيــارِ النقطةِ K؛ 
لأنَّ فرصــةَ الوقــوعِ هيَ 
نفسُــها لأيِّ نقطةٍ تقعُ في 

.J ِالمنطقة

: المساحاتُ  الاحتمالُ الهندسيُّ

J التي تحوي  يُبيِّنُ الشــكلُ المجاورُ المنطقــةَ 
المنطقةَ M. إذا اختيرَتْ عشوائيًّا نقطةٌ منَ النقاطِ 
الواقعــةِ في المنطقةِ J، ولتكــنْ K، فإنَّ احتمالَ 
وقوعِ K في المنطقةِ M يســاوي نســبةَ مساحةِ 

المنطقةِ M إلى مســاحةِ المنطقةِ J؛ لأنَّ جميعَ النقاطِ في المنطقةِ J تُمثِّلُ عناصرَ الفضاءِ العينيِّ 
للتجربةِ، وجميعَ النقاطِ في المنطقةِ M تُمثِّلُ عناصرَ الحادثِ. 

P(M ِفي المنطقة K ُوقوع) = 
) M ِمساحةَ المنطقة(
) J ِمساحةِ المنطقة(

  مثال 2 : منَ الحياةِ

لوحةُ أســهمٍ: أطلقَ وليدٌ ســهمًا على لوحةِ الأســهمِ 

المجاورةِ. إذا وقعَ السهمُ عشوائيًّا داخلَ اللوحةِ، فأجدُ 

احتمالَ وقوعِ السهمِ في المنطقةِ الحمراءِ.

أفترضُ أنَّ حادثَ وقوعِ السهمِ على المنطقةِ الحمراءِ 
هوَ A. إذنْ:

 = P(A) صيغةُ الاحتمالِ باستعمالِ المساحةِ
مساحةَ المنطقةِ الحمراءِ

مساحةِ لوحةِ السهامِ

 =  صيغةُ مساحةِ الدائرةِ، وصيغةُ مساحةِ المُربَّعِ
πr2

s2

r = 5, s = 40 ِبتعويض  = 
π(5)2

(40)2

0.05 ≈  باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

مُعتمِدًا المعلوماتِ المعطاةَ في المثالِ 2، أجدُ احتمالَ وقوعِ السهمِ في المنطقةِ الصفراءِ.

40 cm

40 cm

5 cm

10 cm

J

M
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: الزوايا الاحتمالُ الهندسيُّ

رُ في القرصِ المجاورِ عشوائيًّا، فإنَّ احتمالَ توقُّفِ  رَ المُؤشِّ إذا دُوِّ
ــرِ عندَ القطاعِ الأخضرِ يساوي نســبةَ قياسِ زاويةِ القطاعِ  المُؤشِّ
الأخضرِ إلى مجموعِ الزوايا حولَ مركزِ الدائرةِ؛ لأنَّ جميعَ النقاطِ 
في الدائرةِ تُمثِّلُ عناصرَ الفضاءِ العينــيِّ للتجربةِ، وجميعَ النقاطِ 

في القطاعِ الأخضرِ تُمثِّلُ عناصرَ الحادثِ. 

P(ِرِ عندَ القطاعِ الأخضر  = (توقُّفُ المُؤشِّ
)زاويةَ القطاعِ الأخضرِ(

)مجموعِ الزوايا حولَ مركزِ الدائرةِ(

مُ أتعلَّ

يتســاوى الاحتمــالُ في 
رِ عندَ  تجربةِ توقُّفِ المُؤشِّ
أيِّ نقطةٍ في الدائرةِ؛ لأنَّ 
فرصةَ الوقوعِ هيَ نفسُــها 

لأيِّ نقطةٍ يتوقَّفُ عندَهُ 
رُ. المُؤشِّ

مُعتمِدًا زوايا القطاعاتِ الظاهــرةَ على القرصِ المجاورِ، 
رِ القرصِ: أجدُ كُلاًّ ممّا يأتي بعدَ تدويرِ مُؤشِّ

رِ القرصِ عندَ القطاعِ الأصفرِ. فِ مُؤشِّ  احتمالُ توقُّ

رِ عندَ القطاعِ الأصفرِ هوَ A. إذنْ: أفترضُ أنَّ حادثَ توقُّفِ المُؤشِّ

 = P(A) صيغةُ الاحتمالِ باستعمالِ الزوايا
)زاويةَ القطاعِ الأصفرِ(

)مجموعِ الزوايا حولَ مركزِ الدائرةِ(

 =  بالتعويضِ
140°
360°

 =  بالتبسيطِ
7

18

رِ القرصِ عندَ القطاعِ الأزرقِ أوِ القطاعِ الأحمرِ. فِ مُؤشِّ  احتمالُ توقُّ

رِ عندَ القطاعِ الأزرقِ أوِ القطاعِ الأحمرِ هوَ B. إذنْ: أفترضُ أنَّ حادثَ توقُّفِ المُؤشِّ

 = P(B) صيغةُ الاحتمالِ باستعمالِ الزوايا
)مجموعَ زاويتيِ القطاعينِ الأزرقِ والأحمرِ(

)مجموعِ الزوايا حولَ مركزِ الدائرةِ(

 =  بالتعويضِ
60° + 52°

360°

 =  بالتبسيطِ
112°
360°

 = 
14
45

140˚

108˚

60˚

52˚

مثال 3

1

2
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الوحدةُ 8

قُ منْ فهمي  أتحقَّ

مُعتمِدًا زوايــا القطاعاتِ الظاهرةَ على القرصِ المجاورِ، أجدُ كُلاًّ 
رِ القرصِ: ممّا يأتي بعدَ تدويرِ مُؤشِّ

رِ القرصِ عندَ القطاعِ الأزرقِ.  )( احتمالُ توقُّفِ مُؤشِّ

رِ القرصِ عندَ القطاعِ الأصفرِ أوِ القطاعِ الأحمرِ.  )( احتمالُ توقُّفِ مُؤشِّ

60˚

45˚
75˚

100˚ 80˚

بُ وأحُلُّ المسائلَ أتدرَّ

 ،WZ مُعتمِدًا الشــكلَ المجاورَ، إذا اختيرَتْ عشــوائيًّا نقطةٌ تقعُ على
فأجدُ كُلاًّ ممّا يأتي:

.XY 2 احتمالُ وقوعِ النقطةِ على     .XZ 1 احتمالُ وقوعِ النقطةِ على 

.WY 4 احتمالُ وقوعِ النقطةِ على    .YZ ْأو WX 3 احتمالُ وقوعِ النقطةِ على 

.XY 5 احتمالُ عدمِ وقوعِ النقطةِ على 

مُعتمِدًا الشكلَ الآتي، إذا اختيرَتْ عشوائيًّا نقطةٌ تقعُ على RS، فأجدُ كُلاًّ ممّا يأتي:

R T U S

321 654 9 10870

.TS 7 احتمالُ وقوعِ النقطةِ على     .RT 6 احتمالُ وقوعِ النقطةِ على 

.UR 9 احتمالُ وقوعِ النقطةِ على    .US ْأو RT 8 احتمالُ وقوعِ النقطةِ على 

.UR 10 احتمالُ عدمِ وقوعِ النقطةِ على 

W X Y Z

352

رُ أتذكَّ

فــي الاحتمــال، يــدلُّ 
حرفُ العطفِ )أوْ( على 

الاتحادِ.
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لوحةُ أسهمٍ: أطلقَتْ دلالُ سهمًا على لوحةِ الأسهمِ المجاورةِ. إذا وقعَ السهمُ عشوائيًّا 

داخلَ اللوحةِ، فأجدُ كُلاًّ منَ الاحتمالاتِ الآتيةِ:

 11 وقوعُ السهمِ على المنطقةِ الحمراءِ.

 12 وقوعُ السهمِ على المنطقةِ الصفراءِ.

 13 عدمُ وقوعِ السهمِ على المنطقةِ الزرقاءِ.

 14 وقوعُ السهمِ على المنطقةِ الخضراءِ أوِ المنطقةِ الصفراءِ.

لةِ باللونِ الأزرقِ: إذا اختيرَتْ نقطةٌ عشوائيًّا منْ كلِّ شكلٍ منَ الأشكالِ الآتيةِ، فأجدُ احتمالَ وقوعِها في المنطقةِ المُظلَّ

15  10

96

3

4

2

   16  

2

17  

20

10
   

  18  

18

36

19  14

12

20

   20   

16

10

2 3 3 3
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الوحدةُ 8

مُعتمِدًا زوايا القطاعــاتِ الظاهرةَ على القرصِ المجاورِ، أجــدُ كُلاًّ ممّا يأتي بعدَ تدويرِ 
رِ القرصِ: مُؤشِّ

. رِ القرصِ عندَ القطاعِ البنفسجيِّ  21 احتمالُ توقُّفِ مُؤشِّ

رِ القرصِ عندَ القطاعِ الأصفرِ أوِ القطاعِ الأخضرِ.  22 احتمالُ توقُّفِ مُؤشِّ

رِ القرصِ عندَ القطاعِ الأحمرِ.  23 احتمالُ عدمِ توقُّفِ مُؤشِّ

 24 أحُلُّ المسألةَ الواردةَ بدايةَ الدرسِ.

مهاراتُ التفكيرِ العليا

 25  تبريرٌ: إذا كانَتِ BZ تحوي MN، وكانَ BZ = 20، واختيرَتْ نقطةٌ عشــوائيًّا على BZ، وكانَ احتمالُ وقوعِها على  

رًا إجابتي. MN هوَ 0.3، فأجدُ طولَ MN، مُبرِّ

 ،-5 ≤ x ≤ 5 :ُعشــوائيًّا، حيــث (x, y) ُ26  تبريــرٌ: في المســتوى الإحداثــيِّ الآتي، إذا اختيــرَ الــزوجُ المُرتَّب 

رًا  وy ≤ 5 ≥ 5-، فأجــدُ احتمالَ ألّا يقعَ الــزوجُ المُرتَّبُ في أيٍّ منَ المُثلَّثِ، والدائــرةِ، ومتوازي الأضلًّاعِ، مُبرِّ

إجابتي.

x

y

2
1

3

-2-3-4-5 -1
-1
-2
-3
-4
-5

21 43 50

4
5

1 )أكتبُ ثلًّاثةَ 
2

 27  مســألةٌ مفتوحةٌ: مُعتمِدًا  AE، أَصِفُ حادثًا احتمالُهُ أكبرُ منْ 

حلولٍ مُمكِنةٍ(.
A B C D E

55˚

90˚30˚

125˚ 60˚
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أختارُ رمزَ الإجابةِ الصحيحةِ لكلٍّ ممّا يأتي:

بًــا إلى أقربِ منزلةٍ   1  تبايــنُ مجموعةِ البياناتِ الآتيةِ مُقرَّ

عشريةٍ هوَ:
11, 13, 14, 16, 18

))  5.8    ))  2.4

c)  14.4   d)  3.8

 2  استُعمِلَتِ العلًّاقةُ: y = 2x – 15 لتعديلِ مجموعةٍ منَ 

البيانــاتِ. إذا كانَ الانحرافُ المعيــاريُّ للبياناتِ قبلَ 
التحويلِ هوَ 3، فــإنَّ الانحرافَ المعياريَّ للبياناتِ بعدَ 

التحويلِ هوَ:

))  -9    ))  21

c)  3    d)  6

 3 الحادثُ A والحادثُ C في شكلِ ڤِنْ الآتي هما:

A CB
Ω

 )( حادثانِ شاملًّانِ.

 )( حادثانِ متنافيانِ.

 )c حادثانِ متنافيانِ وشاملًّانِ.

 )d حادثانِ متقاطعانِ.

 4  أُطلِقَ ســهمٌ علــى لوحةِ 

الأســهمِ المجــاورةِ. إذا 
وقعَ السهمُ عشوائيًّا داخلَ 
اللوحــةِ، فــإنَّ احتمــالَ 
وقوعِــهِ علــى المنطقــةِ 

الصفراءِ هوَ:

))  
π
36

    ))  
π
12

c)  
π
9

    d)  
π
4

يُبيِّنُ الجدولُ الآتي قياساتِ أحذيةٍ لمجموعةٍ منَ الطلبةِ:

المقاسُ 33 34 35 36 37 38 39

التكرارُ 1 3 8 14 6 2 1

 5 أجدُ تباينَ قياساتِ الأحذيةِ.

 6 أجدُ الانحرافَ المعياريَّ لقياساتِ الأحذيةِ.

لَتْ مجموعةٌ منَ البياناتِ، عددُها 50، باستعمالِ العلاقةِ:  حُوِّ
y = x - 70، حيثُ y المشاهدةُ بعدَ التحويلِ، وx المشاهدةُ 

قبلَ التحويلِ. إذا كانَ:

y = -135, ∑ y2 = 2567 ∑، فأجدُ كُلاًّ ممّا يأتي:

 7 الوسطُ الحسابيُّ للمشاهداتِ قبلَ التحويلِ.

 8 الانحرافُ المعياريُّ للمشاهداتِ قبلَ التحويلِ.

2 2 2
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في ما يأتي أسعارُ مجموعةٍ منَ السيّاراتِ المُستعمَلةِ بالدينارِ:

2590 2650 2650 2790 2850 2925

3090 3125 3125 3420 3595 3740

3750 3920 3945 4050 4150 4200

جٍ تكــراريٍّ ذي فئاتٍ   9  أُمثِّــلُ البياناتِ باســتعمالِ مُدرَّ

مُتساويةِ الطولِ.

 10 أكتبُ وصفًا للبياناتِ.

يُبيِّنُ الجــدولُ الآتــي توزيعًا 
لعددِ الجرائدِ المَبيعةِ في إحدى 

المكتباتِ خلالَ 15 يومًا: 

رُ الوســطَ الحسابيَّ   11  أُقدِّ

للبياناتِ.

رُ منوالَ البياناتِ.  12  أُقدِّ

دُ الفترةَ التي يقعُ فيها وسيطُ البياناتِ.  13  أُحدِّ

يةَ الماءِ )باللترِ( التي   14  يُبيِّنُ الجدولُ التكراريُّ التالي كمِّ

اســتهلكَتْها مجموعةٌ منَ الأشــخاصِ في أحدِ الأيامِ. 
. جِ التكراريِّ أُمثِّلُ البياناتِ باستعمالِ المُدرَّ

)L( ِيةُ الماء كمِّ التكرارُ
75 ≤ s < 125 45

125 ≤ s < 150 50

150 ≤ s < 175 70

175 ≤ s < 225 90

225 ≤ s < 300 45

في مجموعةٍ تضمُّ 25 شــخصًا منْ منتســبي أحــدِ النوادي 
ةِ،  لَّ الرياضيةِ، كانَ 13 شخصًا منْهُمْ يمارســونَ لعبةَ كرةِ السَّ
و11 شــخصًا يمارســونَ لعبةَ كــرةِ القدمِ، و6 أشــخاصٍ 
ةِ ولعبةَ كرةِ القدمِ معًــا. إذا اختيرَ  ــلَّ يمارســونَ لعبةَ كرةِ السَّ
شخصٌ منْهُمْ عشوائيًّا، فأجدُ احتمالَ كلٍّ منَ الحوادثِ الآتيةِ 

باستعمالِ أشكالِ ڤنِْ:

ةِ أو  لَّ نْ يمارســونَ لعبةَ كرةِ السَّ  15  أنْ يكونَ الشــخصُ ممَّ

لعبةَ كرةِ القدمِ. 

نْ يمارسونَ لعبةَ كرةِ القدمِ، ولا   16  أنْ يكونَ الشخصُ ممَّ

لَّةِ. يمارسونَ لعبةَ كرةِ السَّ

ةِ،  لَّ نْ لا يمارســونَ لعبةَ كرةِ السَّ  17  أنْ يكونَ الشخصُ ممَّ

ولا يمارسونَ لعبةَ كرةِ القدمِ. 

إذا اختيرَتْ نقطةٌ عشوائيًّا منْ كلِّ شكلٍ منَ الشكلينِ الآتيينِ، 
لةِ باللونِ الأزرقِ. فأجدُ احتمالَ وقوعِها في المنطقةِ المُظلَّ

18    

10

16

19  
12

10
12

عددُ الجرائدِ التكرارُ
81 - 85 4

86 - 90 5

91 - 95 4

96 - 100 2

المجموعُ 15



اختبارُ نهايةِ الوحدةِ

174

جٍ تكراريٍّ ممّا يأتي: ا لكلِّ مُدرَّ أُنشِئُ جدولًا تكراريًّ

20  

(km) ُالمسافة
10 20 30 40 50 60 70

0
0

2

4

6

8

10

12

ُ رية
كرا

 الت
 ُ فة

كثا
ال

21  

كُتبَِــتِ الأعدادُ الصحيحــةُ منْ 1 إلى 6 علــى مجموعةٍ منَ 
البطاقاتِ المُتطابقِةِ، ثمَّ اختيرَتْ بطاقةٌ عشوائيًّا، ومُثِّلَ الفضاءُ 
العينيُّ لهذهِ التجربةِ العشوائيةِ التي تحوي الحادثينِ X وY في 

شكلِ ڤنِْ الآتي. أجدُ كُلاًّ منَ الاحتمالاتِ الآتيةِ:

42

63
5

1

YX
Ω

22  P( X ∩ Y )   23  P(X ∪Y )

24  P( X ∪ Y )   25  P(X - Y )

 ،GJ مُعتمِدًا الشكلَ الآتيَ، إذا اختيرَتْ عشوائيًّا نقطةٌ تقعُ على
فأجدُ كُلاًّ ممّا يلي:

G H P J

10 12 14 16

.HP 26 احتمالُ وقوعِ النقطةِ على 

.GP 27 احتمالُ وقوعِ النقطةِ على 

.HJ 28 احتمالُ وقوعِ النقطةِ على 

 تدريبٌ على الاختباراتِ الدوليةِ

جُ التكراريُّ الآتي الزمنَ )بالدقائقِ( الذي استغرقَهُ  يُبيِّنُ المُدرَّ
عــددٌ منَ المرضــى في الانتظارِ قبــلَ دخولهِِــمْ عندَ طبيبِ 

الأسنانِ خلالَ أسبوعِ: 

10 20 30 40 50
0

0

5

10

15

20

(min) ُالزمن
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 29  أجدُ عددَ المرضى الذينَ انتظروا أكثرَ منْ 30 دقيقةً قبلَ 

الدخولِ عندَ الطبيبِ.

 30  أجدُ عددَ المرضى الذينَ انتظروا منْ 10 دقائقَ إلى 40 

دقيقةً قبلَ الدخولِ عندَ الطبيبِ.

قيسَتْ أطوالُ 8 أشخاصٍ بوحدةِ السنتيمترِ، وكانَتِ النتائجُ كالآتي:

165 170 190 180

175 185 176 184

 31 أجدُ تباينَ أطوالِ الأشخاصِ الثمانيةِ.

 32 أجدُ الانحرافَ المعياريَّ لأطوالِ الأشخاصِ الثمانيةِ.

25

20

15

10

5

0
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2120

(°C) ِدرجةُ الحرارة
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