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   التفسير الهندسي للمشتقة
   مستقيم يمس منحنى :المماس

   عند النقطة) س(         ق 

  )١س(ق = ١ص): ١، ص١س(

  )= ١س(ق)= م(نقطة التماس وميلهوتسمى  

  )١ س-س(م = ١ ص– ص :أما معادلته

  :فهو) ١، ص١س(أما ميل العمودي على المماس عند 

     =                     
  

 بين المستقيم والإتجاه الزاوية المحصورة هي :يلزاوية الم
  ]t، ٠ [هJالميل ،  = ه حيث ظالمحور السيناتالموجب 

  : مثال����
  : لمنحنىمعادلة المماسجد 
  ١=     عند س ١ –س ٣ +٢س)= س(ق) ١

  

  ) ٣، ١)) = (١(، ق١(    نقطة التماس 
  ٥= ٣) + ١(٢) = ١(ق=     ميل المماس 

Gمعادلة المماس :  
  )١-س (٥= ٣ -ص    

   ٢ – س ٥=     ص 
  
  ١-= عند س )=                 س(ق) ٢

  

  

  ) ٢، ١-)) = (١-(، ق١-(نقطة التماس 
  ) ١-(ق=     ميل المماس 

  

  ) = س(    وبما أن ق
    

  G  م = =        
  

 Gمعادلة المماس :  
     

  )١+س=       (٢ -    ص
  
  ١=    س      عند س – ٢س)= س(ق) ٣
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) E، ١(نقطة التماس
  )١(ق= ميل المماس
   –س ٢) = س(وبما أن ق 

  

G  ٢= )١(ق  =م - =       
  

Gمعادلة المماس :  
     

  )١-س=      (٠ -    ص
  
  ١= عندما س            ٢)٥+ س٣ = (٣ص) ٤

  

  ) ٤،  ١(    نقطة التماس 
  

  ١=           = ماس    ميل الم
  

G١-س(١= ٤ -ص:  معادلة المماس(  
  
  )١ -، ٢(عند         ٣= ٣ص + ٢س) ٥

  

    نشتق ضمنياً   
  ٠.         = ٢ص٣+ س ٢ 
  

     G                             =  
  

  

   Eم  =              =  
  
G٢ -س       (=١+ص:  معادلة المماس (  
  
  ٧=     عندما ص ١+س ٥-٢س)= س(ق) ٦

  

  !!؟؟١    نجد س
  ١ص) = ١س(    ق
١   س

  ٧ = ١+  ١ س٥ -٢
١   س

  ٠= ٦ – ١ س٥ -٢
  ٠) = ١+ ١س) (٦ – ١س   (
G ١- = ١    أو   س٦ = ١س  
  E  ٧)= ٦(وميله ق) ٧، ٦(المماس الأول عند   
G ٦ -س (٧ = ٧-ص : معادلته(  
  ٧- )=١-(وميله ق) ٧، ١-( عند الثانيالمماس     
G ١+س (٧ - = ٧-ص : معادلته(  

 )١، ص١س(

 ١   
   س٢

١ 
 ٢  

٣  
 ٢  

٣  
 ٢  

دص 
 ) ٤، ١(  سد

دص 
 ) ١-، ٢(  سد

دص 
  سد

دص 
  سد

 س٢-

 ٢ص٣

 ٤ 
٣ 

 ٤ 
٣ 

١ 

- ١    
 )١س(ق

دص 
  سد

 ا����س

 )س(ق

 )١، ص١س(

- ١   
 ميل المماس

٦ 
 ٢+٢  س

  س١٢-
 ٢)٢+٢س(  

١٢ 
٩ 

 ٤ 
٣ 

 ٤ 
٣ 
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    ١+ س٩ – ٣)١+ س)= (س(ق) ٧
  ٣    والذي ميله 

  

  )الميل (٣) = ١س(ق=   ١    نجد س
  ٣ = ٩ – ٢)١+ ١س(٣                
  ١٢ = ٢)١+ ١س(٣                
  ٤ = ٢)١+ ١س                (
  ٣-، ١=١   سG ٢ ±) = ١+ ١س                (

  ) ٠ ،١(المماس الأول عند     
G ١ -س(٣ = ٠-ص : تهمعادل(  
  ) ٢٠، ٣-( عند الثانيالمماس     
G ٣+س(٣ = ٢٠-ص : معادلته(  
  
     ١+ س ٣+ ٢س)= س(ق) ٨

  

      والذي زاوية ميله 
  
  

  =     بما أن زاوية الميل 
  

         G ١-= ظا     = ميل المماس  
  

  ١-) = ١س(ق: ١ولإيجاد س

  ١- = ٣ + ١س٢             

  ٤- = ١س٢             

  ٢- = ١س              

  E ١-، ٢-) ) = (٢-(، ق٢-( نقطة التماس(  
G ة المماسمعادل:  

  ) ٢+س (١- = ١+      ص

   والذي يوازي ٥+ س  + ٣س)= س(ق) ٩
  ١= س ٤ –   المستقيم ص 
  المستقيم // بما أن المماس 

G ٤= ميل المستقيم =  ميل المماس  

G٤) = ١س(  ق  

  ٤ = ١+  ٢س٣      

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

G١ ± = ١ س  
  E ٧، ١( المماس الأول عند(  

  )١-س (٤ = ٧ -     ومعادلته ص
  )٣ ،١-( المماس الثاني عند 
  )١+س (٤ = ٣ -     ومعادلته ص

  

     والذي يعامد المستقيم٢ س–س ٣)= س(ق) ١٠
  س = ١+ ص ٢     

  المستقيم  | بما أن المماس

G ٢ -     =               = =     ميل المماس  

Gالميل) = ١س(  ق  

  ٢-=  ١س٢ -٣      

  = ١ سG ٥- = ١س٢-        

E نقطة التماس       )       ،(  

        )-س(٢-       = -ص : معادلته

  

  وذلك عند تقاطع٢+ س٦ – ٢) ١+ س )= (س(ق) ١١
   مع محور السينات المنحنى 
G عند تقاطعه مع محور السينات  

G٠ = ١ ص  

G٠= ) ١س(ق  

  ٠= ٢ + ١س٦ – ٢)١ + ١س(

  ٣ = ١    أو  س١ = ١س

  ٢-) = ١(ق= و ميله )  ٠، ١(عند : الأول

  )١ –س (٢ - = ٠ -ص:          ومعادلته

  ٢) = ٣(ق= و ميله )  ٠، ٣(عند : الثاني

  )٣–س (٢ = ٠ -ص:          ومعادلته

  

  

  

  

- ١ 

 ميل المستقيم 
- ١  

   ١  
٢ 

  ٥ 
٢ 

  ٥ 
٢ 

  ٥ 
٤ 

  ٥ 
٤ 

  ٥ 
٢ 

٢ 

 ٣tttt 
٤ 

 ٣t 
٤ 

 ٣t 
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 والذي يوازي محور ٥+س ٦ – ٢س٢)= س(ق) ١٢
  السينات  

  صفر= ميل محور السينات = ميل المماس  

G  ٠) = ١س(ق  

   = ١ سG  ٠ = ٦ – ١س٤

E نقطة التماس       )       ،(  

Gمعادلة المماس  :  

         )-س  (E        = -ص 

  = ص 

  

 وذلك عند تقاطعه ١+  س – ٢س) = س(لمنحنى ق) ١٣
  ٤=  س –ع المستقيم ص م

  .نقطة تقاطع المنحنى مع المستقيم: نقطة التماس

  ص ) = س(ق

  س + ٤ = ١+  س -٢س

  ٠ = ٣ –س ٢ – ٢س

  ٠)= ١+ س) (٣ -س(

G١- = ١    أو س٣ = ١ س  

  ٥) = ٣(وميله ق ) ٧، ٣(عند : المماس الأول

  )٣ –س  (٥ = ٧ -              ومعادلته ص

  ٣-) =١ -(وميله ق ) ٣،  ١-(عند : المماس الثاني

  )١+ س (٣- = ٣ -              ومعادلته ص

   والذي يمر ١ + ٢س)= س(لمنحنى ق) ١٤
  ) ٠، ٠(      بالنقطة 

  ٠ ≠)٠(لأن ق. ليست نقطة التماس)٠، ٠(

 G ٢، س١س( نفرض أن نقطة التماس(  

G ميل المماس          =  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  )١س(ق=  ١              لكن ص) = ١س(ق

  

   = ١س٢

G ٢س٢
٢س = ١

١ + ١ G١ ± = ١ س  

  ٢) = ١(ق= و ميله )  ٢ ،١(عند : الأول

  )١ –س (٢ = ٢ -ص:          ومعادلته

  ٢–) =١(ق= و ميله )  ٢، ١-(عند : الثاني

  )١+ س  (٢- = ٢ -ص:          ومعادلته

  

    رسوم من م  وال١٨=  ٢ص + ٢لمنحنى س) ١٥
  ) ٠، ٦(النقطة 

  !!؟؟؟.... ليست نقطة التماس )٠، ٦(

G ميل المماس          =  

   =                     

  

 =             =  

  

G٢ ص
١

٢س -= 
١

  ١س٦+ 

G٢ص
٢س + ١

  ١س٦ = ١

   ١٨ = ٢س + ٢لكن ص

G ١س٦ = ١٨   G٣=  ١    س  

  ٣ ± =        ص 

   .........١-= و ميله )  ٣، ٣(عند : الأول

   .........١= و ميله )  ٣-، ٣( عند :الثاني

  

  

  

 ٠- ١ ص  
 ٠- ١ س  

١س   
١+ ٢ 

  ١ س  

  ص"   
  س "

  د ص  
  د س

  ص"   
 )١، ص١س(  س "

  ١ س-
  ١ص

 ٠ - ١ص
 ٦ - ١ س  

٣ 

  ٣ 
٢ 

  ٣ 
٢ 

  ١ 
٢ 

  ١ 
٢ 

  ٣ 
٢ 

  ١ 
٢ 

  ص"   
  س "
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  عند تقاطعه مع٢٥=  ٢ص + ٢س)= س(لمنحنى ق) ١٦
   س-١= المستقيم ص

  المنحنى مع المستقيم تحقق المعادلتين نقطة تقاطع 
G٢ س

٢ص+١
  ١ س-١= ١    ص  و     ٢٥ = ١

G ٢س
  ٢٥ = ٢)١س -١+ (١
G ٢س

١س+ ١
  ٠ = ٢٥ – ١ + ١س٢ – ٢

٢س٢     
      ٠ = ٢٤ – ١س٢- ١

  ٠) = ٣ + ١س) (٤ – ١س   (
G٣- = ١       س أو          ٤ = ١ س  

G٤=                ص  ٣- = ١ ص  

  = وميله                ) ٣- ،٤(عند : الأول

  

  )٤ -س  =      (٣+         ومعادلته ص 

  

  = وميله                ) ٤ ، ٣-(عند : الثاني

  

  )٣+ س =      (٤ -        ومعادلته ص 

  

   ١ - ٢ص=  س ص + ٢لمنحنى س) ١٧

  والذي ميله      
  

  =  الميل 
  
G   =                   
  

  = وبما ان         
  
G        =                 G ١س٢=  ١ص  

  

١س :لكن
١ ص١س + ٢

١ص=  
١ - ٢  

  

G١ س
١س ٢+٢

١س٤ =٢
١ - ٢  

G١ س
١ =٢  
G١± =١ س  
  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  ............و ميله      )  ٢ ، ١(عند : الأول

  .........و ميله        )  ٢-، ١-(عند : الثاني

  

  رسوم منموال ٢)٣-س()= س(لمنحنى ق) ١٨
  ) ٠،٠(     النقطة 

  !!؟؟؟.... ليست نقطة التماس ) ٠،٠ (

G ميل المماس          =  

G س(ق= (    
  

  ) = ٣ –س (٢
  

  ) = ٣ -س(٢
  

  ٠ = ٢)٣ -س (–) ٣ –س (س٢
  

  ٠) =٣+ س ) (٣ -س(

G ٣- = ١  س    أو    ٣ = ١س   

  ٠=  معادلته ص G ٠= و  م )   ٠ ،  ٣(عند 

  ٦-= و  م )  ٣٦، ٣-(عند 

G ٣+س (٦-=  ٣٦ - معادلته ص (  
  

  :مثال����
 المماس لمنحنى لىوالعمودي علة المماس دجد معا

  ٢=   عند س ١+ س  – ٢س)= س(ق
  :الحل�

  )٣، ٢(نقطة التماس 

  ٣) = ٢(ق=  وميله 

  )٢ -س(٣ = ٣ -ص: معادلتهو

  =               =  على المماس يأما ميل العمود

  )٢ -س =      (٣ -ص:  ومعادلته

  

  ٤ 

٣ 
  ٤ 

٣ 

  ص"   
  س "

  ص"   
  س "

 ٠ -    ص 

 ٠ -   س 

 ٢)٣ –س    (

        س 

      - ١  

    م�� ا����س
  -١ 

٣ 

  -١ 
٣ 

٤ 

  د ص  
 )٣-،٤(  د س

  ٤ 

٣ 

  ٤ 

٣ 

  ٣ 

٤ 

  د ص  
  د س

)-٤ ، ٣( 

  ٣ 

٤ 

  د ص  
 )١ص،١س(  د س

  ٤ 
٣ 

  ٤ 

٣ 

  ٤ 

٣ 

  د ص  
  د س

 ص+ س ٢    
   س- ص ٢     

 ١ص + ١س٢    
  ١ س– ١ص٢   

  ٤ 

٣ 
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  :مثال����
  على منحنى العمودي معادلة جد 
  ٤=           عندما س –س ٣)= س(ق

  

  :الحل�
  )٨، ٤(نقطة التماس 

  ) = ٤(ق=  ميل المماس 

   + ٣) = س(لأن ق
  

Gميل العمودي على المماس    =  
  

  )٤ -س =       (٨ -ومعادلته ص

  :مثال����
  جد معادلة العمودي على المماس 

    )    ،٠(  والذي يمر بالنقطة ٢س) = س(منحنى قل
  :الحل�

  !نقطة على التماس؟ليست ) ،      ٠(

  =   عمودي الميل 

    

  )١س(ق = ١لكن ص             =                  

    

 =               

٣س٢
  ١ س-= ١س٩ -١

٣ س٢
   ٠=س  ٨- ١

١س(س ٢
٠ ) =٤- ٢  

G١ س=B  ٢ ±و أ  

  ٠=ومعادلته س       = وميله ) ٠، ٠(عند *

  = وميله ) ٤، ٢(عند *

  )٢ -س(        = ٤- ومعادلته ص

  = وميله ) ٤، ٢-  (عند النقطة*

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  )٢+س(        = ٤-ومعادلته ص
  

  :مثال����
  لمنحنى جد معادلة العمودي على المماس 

  

  ]       ، ٠[في س ٢حا –س )= س( ق
  .والذي يوازي محور الصادات

  :الحل�
  محور الصادات // بما أن العمودي  

G      محور السينات // المماس  
G      ٠= ميل المماس  

  ٠)  = ١س(ق          
   ٠= س ٢ جتا ٢-١         
G١ س       = G١ ص =      -   

            
Gص : ماس  معادلة الم =      -   

  =       اما معادلة العمودي س
  

  

  

  

  

  

  : فيما يلي����، ب، hhhhجد قيمة 
   اذا كان ميل المماس لمنحنى )١
  )٢- ، ١-(ب عند ٣+س hhhh + ٢س) = س( ق

  ٣-يساوي 
  : الحل �

  ٢-) =١-(قG) ٢- ، ١-(نقطة التماس 
                       G١– h +٢- =ب٣   

                         - h + ١ ......   ٣- = ب٣ 

   ٣-= وميل المماس 

 

   ١  
٤ 

    π  
٢ 

   π  
٦ 

   π  
٦ 

   ٣  
٢ 

   π  
٦ 

   ٣  
٢ 

   π  
٦ 

  )س( معادلة المماس الأفقي لمنحنى ق
  ١ص=هي ص ) ١،ص١س( عند النقطة

   ١س =هي سومعادلته العمودي عليه 
 

٥ 

  )١س(ق 

   ٨ 
س
   

    ٧  
٢ 

     ٤ 

   ٣س
    -٢  
٧ 

    ٩  
٢ 

    ٩  
٢ 

  ص "    
  س "

   - ١     ص

  ٠ -  ١  س

    ٩  
٢ 

      - ١  
  ١ س٢

٢س     
١  -   

   ١    س

    ٩  
٢ 

   -١  
٠ 

   -١  
٤ 

   -١  
٤ 

   ١  
٤ 

    -٢  
٧ 

      - ١  
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    ٣-) = ١-(  ق =  الميل 
    ١-(٢ + (h = -٣  
    -٢+  h = -٣   
     h = -١     نعوض في١  
    ٣- = ب٣ + ١    
  = بG ٤- = ب٣    
  ، مماساً لمنحنى ٠= س ٢+ إذا كان ص ) ٢
  ))١(، ق١(،عند النقطة ٧+ ب س+ ٢سhhhh+٣س)= س(ق
  : الحل �

  ))١(،ق١(عند ) س(نحنى قمماس لم س ٢-= بما أن ص
  ) ١(ص) = ١(فإن ق

١ +h +  ٢- = ٧+ ب   
h +  ١..........    ١٠-= ب  
  ميل المستقيم ) = ١(قو 
  ٢+ ٣h +  ٢-= ب  
  ٢h +  ٢.........  ٥-= ب  
  

  

  : تدريب�
   hhhh====سسسس+ + + + ص ٢ إذا كان المستقيم )٣

   ١+  سب + ٢سhhhh + ٣س) = س(منحنى قعمودياً على 
  ))١-(، ق١-( عند 

                
  

  إذا كان محور السينات مماساً لمنحنى) ٤
  ١+ س ٤ + ٢سhhhh)= س( ق
  : الحل�
  )١،٠س(نقطة التماس  

G٠)=١س(ق  
h١..........  ٠ = ١+ س ٤ + ٢س  
   ٠= ميل المماسو 
   ٠) =١س(ق  
٢h٠ = ٤ + ١ س G١ س =   

  ١  نعوض في
      -         +٠= ١  

  

G    h =  ٤   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    ٣+س +٢سhhhh ) =س(ق إذا كان المماس لمنحنى ) ٥
  )٥، ٢-) (١- ، ٠(يمر بالنقطتين 

  :الحل �
  نجد معادلة المماس  
h=          = -٣   
G  ٠ –س   (٣- = ١+ص(  

   ١- س ٣-= ص        
  ) ١، ص١س(وعند نقطة التماس 

  ) ١س(ص ) = ١س( فإن ق
h١س

   ١-س ٣- = ٣ + ١س + ٢
h١س

  ١  ...... ٠ = ٤ +١س٤ + ٢
  الميل) = ١س(قو   
٢h٣- = ١ + ١س  G  س =  

  ١  وعند التعويض في
   ١ = h  نجد أن

     وجـ + س ب+ ٢سhhhh    ) =س(اذا كان ق) ٦
 iiii)٠، ٢( متماسين عند ٢ س–جـ س ) = س(  
  :الحل �
  ) ٠، ٢(ين عند الاقترانين المتماس 

G ٢(ق = (i )٢( ق  و   ٠) = ٢ = (i) ٢(   

     i)٠ ) =٢G ٠ =٤ - جـ٢ G   ٢= جـ  

  ١   .......١-= ب  + ٢h G ٠) =٢(ق     

  ٢  .......ب + ٤h= ٢-  G )٢( i) = ٢(ق 

  لتين نجد أن ادوعند حل النظام المكون من المع

    h  =           ٠=  ب   وأن  

، hhhh +٢س)= س(ا كان المماس المرسوم لمنحنى ق اذ) ٧
  ١-= يقطع محور السينات عندما س)  ،ب١(عند 
  نقطة التماس ) ، ب١:  (الحل�
G ب ) = ١(ق  
G ١ + h=  ١........ ب  

  نقطة خارجية ) ٠، ١-(
G  ميل المماس =    

   =        ٢  G               ) = ١(     ق

G ٤=  ب        ،    h = ٣   
  

 ص" 
  س" 

   -٢  
h  

   -١  
٢  

 ص" 
  س" 

   ب – ٠
-  ١ -١   

   ب –
 –٢  

٦ 

   -٤  
٣ 

   -٢  
h 

    ٤  
  h  

    ٨   
  h  

  ١-    =،  ب        =hhhh:  الجواب
٣  

    ١  
٣  
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  :مثال����
جد مساحة المثلث المكون من المماس والعمودي على 

   ٢= ، عندما س٢س)= س(المماس لمنحنى ق
  .ومحور السينات

  

  :الحل�
  )٤، ٢(نقطة التماس 

  )٠، ا(المقطع السيني  للماس 

Gميل المماس  =  

  ١ =  ا     G  ٤) =          = ٢(         ق 

  )٠، ب(    القطع السيني العمودي على المماس 

Gميل العمودي  =  

           =             G         ١٨= ب  

E الارتفاع × القاعدة ×  =        " مساحة  

  ) ٢(ق× ) ١ -١٨             =        (

   وحدة مربعة٣٤  = ٤ × ١٧×              =       

  :مثال����
المحصور بين المماس لمنحنى  مساحة المثلث أثبت أن 

    عند أي نقطة في الربع الأول ومحوري =  ص
  . وحدات مربعة ٤الاحداثيات تساوي 

  

  :الحل�

  )      ، ١س(نقطة التماس 
  

  )٠، ا(اس مالمقطع السيني للم

Gميل المماس  =  

  

               =                G   ١س٢= ا  
  

  ) ، ب٠(المقطع الصادي للمماس 

Gميل المماس =  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  

               =                G    ب =  
  

E وحدات مربعة ٤= ×       ١س٢×  =      " مساحة  
  

  : تدريب�
                      

جد مساحة المثلث المكون من المماسين المرسومين 
والخط ) ٥، ٠(، من النقطة ٥ = ٢ص+ ٢لمنحنى س

  .لتماسي اتالواصل بين نقط
   وحدات مربعة٨= م : الجواب����

  :مثال���� 
 جد مساحة المثلث المكون من المماس المرسوم من

 والعمودي ٣ + ٣س) = س(لمنحنى ق) ١، ٠ (النقطة
  ١= عليه والمستقيم ص 

  

  :الحل�
  !!؟؟؟.... ليست نقطة التماس ) ٠،١(

  ) ١ ، ص١س(نفرض أن نقطة التماس 

Gميل المماس  =  

  =  )١س( ق    

١س٣
٢  =                G   ١ = ١س  

  

E ٤، ١( نقطة التماس(  

G وحدات٣=  ارتفاع المثلث  

  )١،  ٢س( هي ١= نقطة تقاطع العمودي مع ص

  = ميل العمودي 

            =          G١٠ = ٢ س  

G وحدات١٠=  طول قاعدة المثلث   

E وحدة مربعة ١٥ = ٣ × ١٠×=       م   

    توضيح 

  

   ب- 

 ٠  -١س  
  -٢ 

١ س
٢ 

   ٢ 
 ٤    ١ س

 ١ س

  ١ 
٢ 

   ٤ 
 ١ س

  ص"   
   س"

 ٠  -١س  
١  - ١ص  

  ١ – ٣ +٣س  
 ١س  

  ص"   
   س"

  -١ 
٣   

    ١ - ٤  
  ٢ س–١   

  ١ 
٢ 

 ١= ص
  )١ ،٠(  )١، ٢س(

)٤، ١(  ×  

×  ×  

٧

    ٠ - ٤   
  ا - ٢   

  ص"   
   س"

  ص"   
   س"

  -١ 
٤ 

    ٠ - ٤  
   ب – ٢   

  ١ 
٢ 
  ١ 
٢ 

  ١ 
٢ 

  ٢ 
 س 

  ص"   
   س"

  ٢ 
 ١ س

 - ٠  

 ا  -١س  
  -٢ 

١ س
٢ 

   ٢ 
 ١ س

  ص"   
   س"

* 

  )٠،   ا(

  )ب ، ٠ (

* 

* 
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   فسير الفيزيائي للمشتقةالت
� �

ً��
�	��ذא�������
����א������)�ن(�ذ�������
���������� ن�א������א���=�א��� �

   ١نC ٢ن��'&%��و�#"�
�)�ن(��)�=�ن(�ع=� ن�א������א�+*()�� �
���א�0/�� ن�)�ن(و�.�-��ذא������ع������

�1����=�א����2ع�א� �
   ١نC ٢ن��'&%��و

�)�ن(�=�)ن(ع�)�=�ن(�4=� ن�א����2ع�א�+*(�3 �

  :)١(مثال����
 ١٥+ ن  + ٣ن) = ن(يتحرك جسيم حسب العلاقة ف

  ف المسافة بالأمتار و ن الزمن بالثواني، أوجد: حيث
  ].١، ٠[السرعة المتوسطة في  )١
 . ثانية٢= سرعة الجسيم عندما ن  )٢

 ].٢، ٠[التسارع المتوسط في  )٣

 .تسارع الجسيم عند الثانية الثانية )٤

  :الحل�

  ١٥+ن +  ٣ن) = ن(ف

  ١ + ٢ن٣) = ن(ع

   ن٦) = ن(ت

  

  ث/م٢=         =                      = ع ) ١
  
  ث/  م١٣ = ١ + ٢)٢(٣) = ٢(ع) ٢
   
  ٢ث/م ٦=            =                     =  ت )٣

  
  ٢ث/ م١٢) = ٢(٦) = ٢(ت) ٤
  

  :)٢(مثال����
  يتحرك جسيم حسب العلاقة 

   ،  أوجد  ١٥+ ن ٣- ٢ ن– ٣      ن) = ن(ف

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  . تسارعهسرعة الجسيم عندما ينعدم) ١
  .سرعته رع الجسيم عندما تنعدم اتس) ٢
  :الحل�
  ١٥+ ن ٣ – ٢ ن– ٣     ن) = ن(ف

  

  ٣ -ن ٢ – ٢ن) = ن(ع

  ٢ –ن ٢) = ن(ت
  

  ) ن(ع) ١

    ١=    نG  ٠= ٢ –ن ٢         

Eث/م٤- = ٣ – ٢ -١) = ١( ع  
  

  ) ن(ت) ٢

  ٠=  ٣-ن ٢ – ٢         ن

    ٣=   نG          ٠)= ١+ ن) (٣ -ن(       

E٢ث/م٤ = ٢ -) ٣(٢) = ٣( ت  

  :)٣ (مثال����
   ،٣ن= يتحرك جسيم حسب العلاقة ف

 تساوي سرعته المتوسطة ٢= إذا كانت سرعته عندما ن 
  اااافما قيمة ] اااا، ٠[في 
  :الحل�

  ) = ٢ (ع

  

٢)٢(٣ =  

  

١٢ =   

   ١٢     = ا   G ٢)ا = (١٢
  

  : تدريب�
                      

 ، ٧+ ن ٥ – ٣)١+ن= (يتحرك جسيم حسب العلاقة ف
  ث/م٧جد تسارع الجسيم عندما تصبح سرعته 
  ٢ث/م١٢: الجواب                                       

  ١ 
٣ 

 E= ت 

 E= ع 

  ف"   
   ن"

  )٠( ف–) ا(   ف   

  ٠ - ا 

  ٠– ٣)ا(
  ٠ - ا 

٨

  ف"   
   ن"

  ع"   

   ن"

  ف"   
   ن"

 )٠( ف –) ١( ف    

 ٠ - ١  

  ع"   

   ن"

 )٠( ع–) ٢(   ع   

 ٠ - ٢  

  ١ 
٣ 
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  :)٤(مثال����
  يتحرك جسيم حسب العلاقة 

، أوجد سرعة الجسيم ] ،     ٠ [ggggن : ن٢جا) = ن(ف
  .عندما ينعدم تسارعه 

  :الحل�
  ٢ )جان) = (ن(ف
  ن٢جا=جان جتان ٢) = ن(ع
  ن٢جتا ٢) = ن(ت

  =  ن G=       ن ٢ G ٠ =وعندما ت

E ث/ م١     = جا (    ) =  ع  

  :)٥(مثال����
  يتحرك جسيم حسب العلاقة 

ن، أوجد سرعة الجسيم عندما ينعدم ٤جا) = ن(ف
  .تسارعه لأول مرة بعد انطلاقه 

  :الحل�

  ٤)جان) = (ن( ف

  جتان × ٣)جان(٤) = ن(        ع

  ن٢ن جتا٢جا١٢+ ن ٤جا٤-) = ن(       ت

  ٠=       وعندما ت 

  ٠= ن ٢ن جتا٢جا١٢ -ن ٤جا٤      

    ٠) = ن٢جتا٣-ن ٢جا(ن ٢جا٤   

  ... ،tttt ، ٠=  ن G   ٠= إما جان 

   ٣  ±=  ظا ن G ٠= ن ٢ جتا٣-ن ٢أو جا

                         G ن        =،      ،......  

Eث/ م(      ) =           ع :  المطلوب  

  :)٦(مثال����
  يتحرك جسيم حسب العلاقة 

  ٣٧ + ٢        ن-) =       ن(ف

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .ث/م٦-جد التسارع عندما تكون السرعة 

  :الحل�

  ن ٥ – ٢ن) = ن(ع

   ٦-=   وعندما ع ٥ -ن٢) = ن(ت

  ٠  =٦+  ن ٥- ٢ن G  ٦-=  ن ٥ – ٢ن

G   ٣، ٢= ن   

  ٢ث/ م١-) = ٢(ت

  ٢ث/ م١) = ٣(ت

  :)٧ (مثال����
   العلاقة يتحرك جسيم وفق

 جد تسارع الجسيم ٢ ن٦- ٤)٢+ن       ( ) =ن(ف
  .ث/ م٨٩عندما تكون سرعته 

  : الحل�

  ٢ ن٦- ٤)٢+ن=       (ف 

   ن١٢- ٣)٢+ن = (ع
  ١٢ – ٢)٢+ن(٣= ت

   ٨٩= وعندما ع 

G٨٩= ن ١٢ – ٨+ ن ١٢ + ٢ن٦+  ٣ ن  

G٠ = ٨١-  ٢ن٦+  ٣ ن  

  أحد عوامل الحد المطلق = ن 

  ٠ = ٨١ – ٢)٣(٦ + ٣)٣(وبما أن 

G  بالقسمة ٣=  ن    
  

                                       
                                                                     

                                                                                 

                                                                                 G ٠ ≠ ٢٧+ ن ٩ + ٢ن  
  ٠<                                لأن المميز 

 E ٢ث/ م ٦٣) = ٣( ت  

 ١   
٤ 

 ١   
٤ 

  ٠ن  ١ن  ٢ن  ٣ن
٨١-  ٠  ٦  ١  
  ٨١  ٢٧  ٣  

٠  ٢٧  ٩  ١  
 

٣ 

٩

t 
٢ 

tttt 
٢ 

tttt 
٤ 

tttt 
٤ 

tttt 
٢ 

  ٣ن
٣

tttt  
٣

٣  ٣  
  ٤ 

    ٥     
٢

t  
٣

t٢  
٣
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  :)٨(مثال����
  العلاقة جسيم حسب يتحرك 

   ١٥+ ن ٢٤ + ٢ن٥ – ٣       ن) =ن(ف
  .بين أن الجسم توقف مرتين وغير اتجاهه في كل مرة

  ٢٤+ ن ١٠ – ٢ن) = ن(ع
  ٠=         عندما ع 

  صفر =  ٢٤+ ن ١٠ – ٢       ن
G٦=  أو ن ٤=  ن   
  ا يدل على أن الجسم توقف مرتينذوه

    أما بالنسبة لاتجاه الجسيم
  ) ن(رة ع فندرس اشا

  

 وبما أن إشارة السرعة تغيرت مرتين فإن هذا يدل على 
  تغير اتجاه الجسيم

  

  :)٩(مثال����
  على خط مستقيم حسب العلاقةيتحرك جسيم 

 بين أن الجسيم يبدأ بالعودة بعد ) ن– ٢٧(ن ) =   ن( ف
  . ثوان من انطلاقه٩
  :الحل�

   يغير اتجاههGيبدأ بالعودة 
           Gارة ندرس الاش  

  ×   )  ن– ٢٧ + (١-× ن    ) =ن(ع
  

  ٠+            =  ن  -    =
    

 =                   =     ٠  

  ٩=            ن 

  

  

  ٩= لاحظ أن الاتجاه تغير عندما ن 

G ثوان٩=  يبدأ بالعودة عندما ن   

  :)١٠(مثال����
    = يسير جسيم بسرعة تعطى بالعلاقة ع

   ٣= يم عندما ن جد تسارع الجس
  ث/علماً بأن سرعته عنذئذٍ     م

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :الحل�
  

  ) = ن(ع

  ) = ن(ت 

  

   =) ٣(ت

  ) = ٣(وبما أن ع

     =            G٦) =٣( ف  

  

E٢ث/م) =                =      ٣( ت  

  
  

  : تدريب�
  يسير جسيم بحيث تعطى سرعته بالعلاقة

  ٢ث/م٨جد قيمة أ علماً بأن تسارعه ) ن(ف . اااا=   ع 
  
  

  :)١١ (مثال����
جد تسارع  )ن(٣ ف-٨= ٢يتحرك جسيم حسب العلاقة ع

  .سرعتهما تنعدم الجسيم عند
  :الحل�
  )ن(٣ ف– ٨) = ن(٢ع

   )ن(ع× ) ن (٢ف٣ – E)= ن(ت× ) ن(ع٢

  ) = ن(ت 

  ٠) = ن (٣ ف-٨ G ٠= وعندما ع 

G ٢) = ن(ف  

E٢ث/م٦-           = )   = ن( ت  

  
  

  : تدريب�
  ٢٥+ ن٢١ –٢ن٣ + ٣ن=حسب العلاقة ف يسير جسيم 

يم مع جد المسافة المقطوعة عندما تتساوي سرعة الجس
   .تسارعه

   م١٦الجواب                                         

   ن– ٢٧
  ن    

           ن 
  )ن(ف

  )ن(ع× ن – ١× ) ن(ف      

  ٢))ن(ف         (

  )٣(ع ×٣ – ١× ) ٣(ف      

  ٢))٣(ف         (
 ١   
٢ 

         ٣   
  )٣( ف

 ١   
٢ 

     ٣ – ٦ ×   

٣٦ 

 ١   
١  ٢   

٨ 

  )ن (٢ف٣-  
 ٢     

   - ٤ × ٣  
 ٠= ع      ٢ 

 ١٠ 

    ١١١١         
٣ 

٦ ٤ ٠ 

+ +  + + +  + -  - - -  

    ١   
  ن    

   ن – ٢٧+ ن ٢- 
    ن  

٩ ٠   

+ +  + + + + + -  - - -  

           ن 
  )ن(ف

٢ 

٢ 

٢ 

    ١١١١          
٢ 
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  :)١٢(مثال����
  ٧+ ن ٤ - ٢ن= يتحرك جسيم حسب العلاقة ف

  جد الفترة الزمنية التي تكون فيها سرعة الجسيم سالبة 
  :الحل�
  ٤ –ن ٢= ع 

  ٢=    نG ٠= ٤ –ن ٢     
  ) ن( ع 

  

Eلكل ن ٠< ) ن( ع J] ٢، ٠(  

  :)١٣(مثال����
  حسب العلاقةيتحرك جسيم 

  

  ١٠+٢ن٨+ ٣     ن-٤     ن=  ف
  ث/م١٢جد تسارع الجسيم عندما سرعته 

  :الحل�

  ١٢=ن ١٦ +٢ن٧ -٣ن= ع
  ٠ =١٢ -ن ١٦ +٢ن٧ -٣ن   
Gوبالقسمة التركيبية ٢=ن:  بالتجريب   

  ٣=      نجد أن ن 
G٢ث/م٠) = ٢( ت  

  ٢ث/م١) = ٣(     ت

  :)١٤(مثال����
 سطح نم ع١٠٠سقط جسيم سقوطاً حراً من ارتفاع 
  : جد٢ن٤=الأرض فكانت المسافة المقطوعة ف

  .ارتفاع الجسيم عن سطح الأرض بعد ثانيتين) ١
  .م٣٦سرعة الجسيم عندما يكون على ارتفاع ) ٢
  . سرعة الجسيم لحظة وصوله سطح الأرض) ٣
  :الحل�
  .ارتفاع الجسيم عن سطح الأرض بعد ثانيتين) ١

  م١٦ =٢)٢(٤) = ٢(      ف
Gم٨٤ = ١٦ – ١٠٠ =  ارتفاعه  
  .م٣٦سرعة الجسيم عندما يكون على ارتفاع ) ) ٢

  م٣٦عندما ارتفاعه 
G٦٤=  ف   
  ٤ =ن    G ٦٤ = ٢ن٤     

Eث/ م٣٢) = ٤(٨) = ٤(ع  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  سرعة الجسيم لحظة وصوله إلى سطح الأرض ) ٣
  عند وصوله سطح الأرض

  ١٠٠= ف
  ٥=  ن    G ١٠٠= ٢ن٤

Eث/م٤٠) =٥(٨)= ٥( ع  

  

  :)١٥(مثال����
  قذف جسيم رأسياً إلى أعلى فكان أرتفاعه

   جد ٢ن٤ -ن٤٠=  ف
  يصل إليه الجسيماع  ارتف أقصى)١
  عند اصطدامه بسطح الأرضسرعة الجسيم ) ٢
إرتفاع الجسيم عندما يفقد نصف سرعته التي انطلق ) ٣
  .بها
  :الحل�
  أقصى ارتفاع يصل إليه الجسيم) ١
  ٠= ع

  ٥=   ن G ن ٨ – ٤٠
E م١٠٠) = ٥(ف=  أقصى ارتفاع  
  

  سرعة الجسيم عند اصطدامه بسطح الأرض) ٢
   بسطح الأرضعند اصطدام الجسم

              G   ف  =E  
  ١٠=   ن  G  ٠ = ٢ن٤ – ن ٤٠
Gث/م٤٠-) = ١٠( ع  

إرتفاع الجسيم عندما يفقد نصف سرعته التي انطلق ) ٣
  .بها
G(ع ) =      ن( عE = (٢٠  

G ٢٠= ن ٨ – ٤٠  

   = ن G ٢٠= ن ٨           

Eم٧٥= (     )  ف  
  

 )١٦(مثال����

  :  فكان ارتفاعهقذف جسيم رأسياً إلى أعلى
 ، جد قيمة أ علماً بان أقصى ارتفاع وصل ٢ن٤ - أن= ف

  م ٦٤إليه هو 

 ١   
٢ 

 ٥ 
٢ 

 ٥ 
٢ 

١١ 

    ١١١١         
٤ 

    ٧٧٧٧          
٣ 

 + + +-  - - 
٠ ٢ 
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  :الحل�
  عند أقصى ارتفاع 

  ٦٤=    و   ف ٠= ع
h- ٠= ن٨  
  ٦٤(     ) =  ف G=      ن 

  

          G      - =          ٦٤  
  

                             G ١٦ × ٦٤ = ٢ا   
        G ؟..…٣٢  = ا!  

  :)١٧(مثال����
قذف جسيم من نقطة عن سطح الأرض رأسياً إلى أعلى 

 وبعد ثانيتين قذف جسيم ٢ ن-ن١٦= فكان ارتفاعه ف
، ٢ ن–ن ٢٤=آخر من نفس النقطة فكان إرتفاعه ف

  :أوجد
  .رتفاعسرعة كلا الجسمين عندما يكونا على نفس الا

 
  :الحل�

  نفس الارتفاععلى عندما يكونا 
G ٢-ن(٢ف) = ن(١ف(  
  ٢)٢-ن (–) ٢-ن (٢٤ = ٢ ن–ن ١٦
  ٤ –ن ٤ + ٢ ن– ٤٨ –ن ٢٤ = ٢ ن–ن ١٦
  ٥٢ –ن ٢٨= ن ١٦
  = ن  G ن ١٢ = ٥٢

  

Gث/م(   ) =      ٢ث ،   ع/م (     )=      ١ ع  
  

  :)١٨(مثال����
م ٤٠ترتفعقذف جسيم رأسياً إلى أعلى من سطح بناية 

   ٢ن٨ –ن ٣٢= ف: عن سطح الأرض فكان ارتفاعه
  : أوجد
  .أقصى ارتفاع وصل إليه الجسيم عن سطح الأرض) ١
  .سرعة الجسم عند اصطدامه بسطح الأرض ) ٢
  :الحل�
  .أقصى ارتفاع وصل إليه الجسيم عن سطح الأرض) ١

  ٠) =ن(ع : عند أقصى ارتفاع
                 G ٠= ن ١٦ – ٣٢  

                G  ٢= ن  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

E أقصى إرتفاع للجسم عن سطح الأرض   
  ٤٠ + ٢)٢(٨ –) ٢(٣٢) = ٢(هو ف
                            G =  م ٧٢   

  .سرعة الجسم عند اصطدامه بسطح الأرض ) ٢
  عند اصطدامه بسطح الأرض     
G ف =E  
  ٠ = ٤٠+  ٢ن٨ – ن٣٢
  ٠= ٤٠+ ن ٣٢ + ٢ن٨ -
  ٠= ٥ –ن ٤ -٢ن
  ٥=  ن G ٠)= ١+ن) (٥-ن(
E٥ (١٦ – ٣٢) = ٥( ع(  

  ث/ م٤٨- = ٨٠ – ٣٢         = 
  

  :)١٩(مثال����
رأسياً إلى أعلى فكان ارتفاعه سطح بناية قذف جسيم من 

 ٣٣رض بسرعة  فاصطدم بسطح الأ٢ن٣ –ن ٢٧= ف
  .ث ، جد ارتفاع البناية/م
  
  :الحل�

  عند اصطدام الجسم بسطح الأرض
  E=     و   ف٣٣-=    فإن ع

  ٣٣-= ن ٦ – ٢٧
  ن٦ = ٣٣ + ٢٧
  ن٦ = ٦٠
  ن  = ١٠

   hوعلى فرض أن إرتفاع البناية 

Gن( ف =(٢ن٣ -ن٢٧+  h )ارتفاع الجسم عن سطح الأرض(  

G ٠)=١٠(ف  
٣٠٠ -٢٧٠ + h = ٠  
G h= م٣٠  

  
  

  : تدريب�
م ١٢٠ من قمة برج ارتفاعه قذف جسيم رأسياً إلى أعلى

  ٢ن٥-ن٤٠)= ن(فكان ارتفاعه ف

بين أن الجسيم يفقد نصف سرعته عندما يكون على 
   .م عن سطح الأرض١٨٠ارتفاع 

١٢

  ا  
٨ 

  ا 
٨ 

  ٢ا  
٨ 

  ٢ا       
١٦ 

  ١٣  
٣ 

  ١٣  
٣ 

  ٢٢  
٣ 

 ٧  
  ٣ 

  ٥٨   
٣ 
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  :)٢٠(مثال����
سافة المقطوعة مم فكانت ال١٠٠سقط جسيم من ارتفاع 

 وفي نفس اللحظة قذف جسم رأسياً إلى أعلى ٢ن٥= ف
  ٢ن٥ –ن ٥٠= من سطح الأرض فكان ارتفاعه ف

  .جد سرعة الجسمين عندما يكونا على نفس الارتفاع
  :الحل�

  ارتفاع الثاني= عندما يكون ارتفاع الأول
  ٢ن٥ -ن٥٠ = ٢ن٥ -١٠٠
   ٢=    ن Gن ٥٠=  ١٠٠      

  ث/م٢٠) = ٢(١٠) = ٢ (١ع: سرعة الأول
  )٢(١٠ – ٥٠) = ٢(٢ع: سرعة الثاني

  ث/ م ٣٠                     = 

  :)٢١(مثال����
   من سطح بنابة فكان يقطع شخص جسيماًافلت

  نأ بجدا ارتفاع البناية علماً،  ٢ن٤= مسافة ف
                          ث/م٣٢سطح الارض ب اصطدامه  سرعته عند

  :الحل�
  : فإن١إذا وصل الجسم سطع الأرض في زمن مقداره ن

Gارتفاع البناية  =)١ن(    و ف٣٢=)١ن ( ع                                                                                                                                                                                 
G ٣٢ =١ن٨   

                                                          ٤= ١ن       
G٢)٤(٤=ارتفاع البنايه ) = ٤( ف  

 =                            ١٦ × ٤  
  م٦٤=                            

  
  

  : تدريب�
 التي المسافة فكانت فلت شخص جسيماًأنايه من سطح ب

وفي نفس اللحظه رمى ،  ٢ن١٦=فيقطعها الجسم 
                    ٢ن١٦+ن٢٠=سفل حسب العلاقه ف لأشخص جسيماً

ول وصل سطح أن الجسم الأ بارتفاع  البنايه علماً جد
  .ثانيه من وصول الجسم الثاني      الارض  بعد

  
   م٣٦: الجواب

  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  المعدلات المرتبطة بالزمن
  

  :جد          فيما يلي

  ٢ن٣         = G ٣ن= ص) ١

  . س٤         =G  ٥+٢س٢= ص) ٢

  . س٢+      .ع ٢=        ٢Gس+ ٢ع=ص) ٣

  .س٢×ع.      +٢س =        G ع.٢س=ص) ٤

   .نق.  ٢t=          ٢Gنق. tttt= ص) ٥

  :مثال����
  ١+س ٣ + ٢س=  ص:على منحنىhhhhتتحرك النقطه

د جد معدل /سم٣ بحيث يتغير الاحداثي السيني لها بمعدل 
                                     ١=عندما سص التغير في 

  الحل  �
  د/ سم٣= س          دل التغير في مع

  ١= عندما س  صفيمعدل التغير 

  هو          

    ١+س٣+٢س= وبما أن ص 

              × ٣+ ×         س ٢=        فإن 

G =          ٣×٣+ ٣× ١× ٢  

  د/ سم ١٥               =   

  لهأخطوات حل المس
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 على حائط ، وطرفه ب hhhhم يرتكز طرفه ١٠سلم طوله ) ١
بالنزول نحو الارض  بمعدل        hhhhعلى الارض  بدأ طرفه

عندما عن الحائط ث،  جد معدل ابتعاد طرفه ب / م٣
    .م عن الارض٦على بعد hhhhيكون
  :الحل�
  ١٠٠ =٢ص + ٢س

  ٢ س– ١٠٠= ٢ص

        ٢ س– ١٠٠ = ص

 =           

          

  ث/      م           =                     =         = 
  

                                                                                                         

 متجهة رت طائرة المطار الساعه السابعه صباحاًغاد)٢
ساعه الثامنه وفي ال،  س /كم٤٠٠سرعه بنحو الشرق 

غادرت طائره من نفس المكان متجهة نحو الجنوب 
معدل التغير في المسافه بين ب جد ، س/ كم٦٠٠السرعه 

  .الطائرتين عند الساعه التاسعه
  :الحل�

  :           المطلوب
  
   ٢ص +٢س= ٢ف
  ٢ص + ٢ س =ف

                                                                                                                                                                        

                 =  
  
  

  كم٨٠٠ = ٢× ٤٠٠= وعند الساعة التاسعة س
  كم٦٠٠ = ١× ٦٠٠=                      س

  

  س/كم٦٨٠  =          =                             

  
تطير طائرة بسرعة ثابتة وفي خط مستقيم على ارتفاع )٣
د /كم٤معدل ب hhhh كم عن سطح الارض مبتعدة عن النقطة٨

        hhhh كم عن١٠جد سرعة الطائرة عندما تصبح على بعد 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :الحل�
  = سرعة الطائرة 

  ٢ف = ٦٤ +٢س

  ٦٤- ٢ف= ٢س

  ٦٤ – ٢ف=  س

 =          

     

  د/كم                =        =                 = 

  

غرب ب وتسير  hhhhميل ١٠٠ سفينتان البعد بينهما )٤
ما ب تسير غربا بسرعة أس /ميل٣٠ بسرعة شمالاً
التغير في المسافة بينهما بعد مرور  س جد معدل/ ميل٤٠

  ساعتين من انطلاقهما   
  :الحل� 

  س/  ميل٣٠           =
     

  س/ل مي٤٠           = 
  

                 : المطلوب
                                                               

  ٢)ص – ١٠٠+ (٢س=٢ف 

  ٢)ص – ١٠٠+ (٢س(   = ف 

  

 =           

                   

   ميل٦٠ = ٢ × ٣٠= س : بعد ساعتين

   ميل٨٠ = ٢٠ × ٤٠=              ص 

B =           

  

=             

             

  س/ ميل١٠   =          =             

  د س
 د ن

  د س
   ٦٤ – ٢  ف٢ د ن

  د ف  . ف٢    
 د ن

  د س
 د ن

  ٦٤ – ١٠٠      ١٠=ف 

  ٤٠  ٤ × ١٠ 
٦  

٢٠ 
٣  

h 

  ف

  س

  آ(٨

 د /آ(٤   
 فد 

 د ن

  د س
 د ن
  د س
 د ن

 د ف
 د ن

٢= ن   

 د ف
 د ن

   ٢)ص – ١٠٠+ (٢س    (

 س د    -× ) ص-١٠٠(٢+ .        س٢
 د ن

  دص
 د ن

  د ف
 د ن

   ) ٢)٢٠ + (٢)٦٠  

٤٠× ٢٠×٢ -٣٠×٦٠   

  م =    ن

   ٤٠٠ + ٣٦٠٠  

   ١٦٠٠ -    ١٨٠٠  

 ٢٠٠ 
 ١٠ ٢٠  

 ف

 ص
 س

 ١٠٠م�� 

١٤

  ٢ س– ١٠٠  ٢

 د ص
 د ن

 

 د س  . س٢ – ٠   
 د ن

 د ص
 د ن

٦= س      ٣٦ – ١٠٠  

  -١٨    ٣-  × ٦ 
٨  

  ٩ 
٤  

 ب

h 

 س
١٠ 

 ص

 ث/م٣-   =
 د س

 د ن

  د ف
 د ن

1ا�12�3 ا��0/.  

  د ف
 د ن

  ٢ص + ٢ س٢ 

 د س  .ص٢+   .    س٢ 
 د ن

 د ص
 د ن

  د ف
 د ن

   ) ٢)٦٠٠ + (٢)٨٠٠  

٦٠٠× ٦٠٠+ ٤٠٠× ٨٠٠  

 ف

 س

w 

 س/آ(٦٠٠  =
 صد 

 د ن

 س/آ( ٤٠٠=  
 د س

 د ن
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م يرتكز على حائط، بدأ طرفه الذي على ١٠سلم طوله ) ٥
ث ، جد معدل التغير في /م٢الحائط بالإنزلاق بمعدل 

م ٦أرتفاع لزاوية بين السلم والأرض عندما يكون على ا
  . الأرضعن
  :الحل�
   =       iجا

  =  ×       iجتا

         ×         =  

  ث /        راد -        =       =  

صل على محور أ جسيم الحركة من نقطة الأبد) ٦
غير في  جد معدل الت،ث/ سم٥الصادات الموجب بسرعة 
بعد ثانيتين من ) ٢٢,٩(المسافة بينة وبين النقطة 

  .انطلاقة
  :الحل�

  : المطلوب
  

  ٢) ص-٢٢ + (٢)٠-٩ (  =ف 
  

          =  
  
  

  سم ١٠ = ٢× ٥= ص: وبعد ثانيتين

  ث/ سم٤-       =         =                   = 

  
زايد الضلع يت في المثلث المجاور )٧

الضلع ص ث و/    سمس بمعدل  
  جد معدل التغيرث، /     سمبمعدل 

   اًلمع سم ١٠=ص  سم٦=في الضلع الثالث عندما س
                   = iiiiن ظاأب

  :الحل�
   = i،   لكن جتا iس ص جتا٢- ٢ص+ ٢س= ٢ع

  س ص       - ٢ص + ٢س=   ع

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

 =        

  

  ث/             سم          =    

   
  يمقبدأت نقطة الحركة من نقطة الأصل على المست) ٨

د جد /سم٢      باتجاه الربع الأول وبسرعة  =  ص
  غير في المسافة بينها وبين النقطة الثابتةمعدل الت

  .بعد دقيقتان من بدا الحركة) ٥، ٠ (
  :الحل�

  : المطلوب
  

  iجتا× ع  × ٥× ٢ – ٢٥+  ٢ع =٢ف
  = بما أن ص  
        

G ميله  =      G٣٠= زاوية الميل ْ  
    

                                                         Gi= ٦٠ ْGجتا i =  
  ع٥ – ٢٥ + ٢  ع= ف
  

          =  
  
   

  د/   سم        =                              =    
  
ْ و ٦٠خطان حديديان يميل أحدهما على الآخر بزاوية ) ٩

  س/كم٨على أحدهما بسرعة hhhhيلتقيان في م، يسير القطار
م  مفتربان من س/كم٥والقطار ب على الآخر بسرعة 

كم ٢٠كم، ٣٠صباحاً كانا على بعد عند الساعة التاسعة 
من م، جد معدل التغير في المسافة بينهما عند الساعة 

  الحادية عشر صباحا
  :الحل�

  د/سم٨-=         
    

  د/ كم٥-         =
  

 ٢٨  ١٠  

  س ص      - ٢ص + ٢س    ٢
   دن
 .      )ص+.      س(      -ص      ٢.      +س٢   دع  

  دن 

 دس  

  دن 

 ٨ دص   
  دن   ٥

 دص   

  دن 

 دس  

٨ 
٥  

  د ف 
  ٦= س  د ن

  ١٠= ص

 ٢١  

  د ف 
 ٢= ن  د ن

  د ف 
  د ن

  . ٥ – .          ع٢      

  ع٥ – ٢٥ + ٢ع   ٢       

  د ف 
  د ن

  ٤=ع 

٣  

 س 

١  
 ٣ 

١ 
٢  

  دع
  د ن

  دع
  د ن

       ٢٠ -  ٢٥+١٦   ٢  

    ٦     ٢× ٥ – ٢×٤×٢   

٢١  ٢  

 ع
i 

  )٥، ٠( ف

  د س
  د ن

  دص
  د ن

) ٦٠ 
  م

 ف س

 ص

١٥

 ٣ 
  س

((  

  س
١٠  
 i  د

   دن 
١٠  

  س د  
  دن 

  ٨  
١٠  

 i  د
  دن 

 - ٢  
١٠  

 i  د
  دن 

-٢  
٨  

i  

١٠ 
  س

 ث/م٢-  =
 سد 

 د ن

  د ف 
  �4'�٢1= ن  د ن

  د ف 
  د ن

  × )  ص-٢٢(٢ + ٠      

  ٢) ص– ٢٢ + (٨١  ٢      

  د ص 
  د ن

  د ف 
  ١٠=ص  د ن

    -٥ × ١٢  

       ١٤٤ + ٨١  

-٦٠  
١٥ 

× 
  ف

  ص

 ث//( ٥  = 
 صد 

 د ن

     ١  
٤  

     ١  
٤  

     ٣  
٤  

  ص ع

  س
) i 

٨ 
٥  

  ١  
٤  

)٢٢، ٩( 

 )ص،٠(

     ٤  
٥  
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  : المطلوبو
  

  ٦٠س ص جتا٢ -٢ص + ٢س= ٢ف

   س ص– ٢ص + ٢س=   ف
  

 =        

  

  د/ كم               =            
  

١٠(hhhh أقدام يرتكز ١٠ب سلم طوله hhhh     على الحائط و ب
    الطرف ب بالإبتعاد عن الحائط بمعدلأعلى الأرض، بد

م ب     hhhh، جد معدل التغير في مساحة المثلث ث / قدم٤
الأرض وذلك عندما يصبح حيث م نقطة تلاقي الحائط مع 

   . أقدام عن الحائط٦السلم على بعد 
  :الحل�

  .ثانية/  قدم ٤         = 

  س× ص × =      م 

  ١٠٠ = ٢س + ٢لكن ص

  ٢ ص-١٠٠ = ٢    س

   ٢ ص– ١٠٠.  ص =      . م 

  

  .×    ٢ ص-١٠٠+  ×                 ص     =   

       

  ث / ٢قدم٧        =  

  

د، تم /م٣٠يرتفع بالون رأسياً إلى الأعلى بمعدل ) ١١
عن  متر ١٥٠رصد البالون من مشاهد على الأرض يبعد 

مسقط البالون على الارض جد معدل تغير زاوية ارتفاع 
م عن ١٥٠نظر المشاهد عندما يكون البالون على ارتفاع 

  .      سطح الارض
                                                        

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :الحل�
   iظا

         ×      =  × ٢iقا

٣٠× =       ×       ٢  

       د/      راد       =

  
  

  : تدريب�
قدام نحو عمود عليه مصباح أ ٦طوله يمشي رجل ) ١٢

 قدم لكل دقيقة، جد معدل التغير ٤ قدم بسرعة ٣٠طوله 
  .في طول ظل الرجل على الأرض

  
  

قدم  ٢٠يقع مصباح كهربائي في قمة برج ارتفاعه ) ١٣
مصباح ومن ال قدم عن ٦أسقطت كرة من نقطة على بعد 

نفس الارتفاع فكانت المسافة التي تقطعها الكرة مقدرة 
 ، جد معدل التغير في المسافة بين الكرة ٢ن٨=بالأقدام ف

  .وظلها بعد مرور ثانية من سقوطها
  :الحل�
  =          

   ٤ن٦٤ + ٣٦=  لكن ص 

G ٤ن٦٤ + ٣٦ .  )١-      (=  س  

  ث/قدم        =            
  

١٤ (hhhh سم بدأت النقطة جـ  ٨قطر في دائرة طوله ب
د جد / سم٢على منحنى الدائرة بسرعة     hhhh منالحركة

ن و جـ ب ، عندما يكhhhh معدل التغير في مساحة المثلث
  سم    ٢tttt= جـ     hhhh    طول القوس

  :الحل� 
  د/سم٢      = 

    

  ٢"م + ١"م=  م 

  

    س
١٥٠  
  iد

  دن
  ١  

١٥٠  
   دس
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  iد
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  د س
  د ن

  ١= ن 

 -١٥٤   
  ٥٠  

 س

  ٢ن٨

٦ 

٢٠ 

 ص

    د ل
 (    دن

  م

  7ـ

h  

  ل

  ب
i  

  د ص
    دن

١٦

  ١٥٠= عندما س

Gظا i= ١  

G٢ قاi=٢  

 

٢ ١

  دف
  د ن

  ١٤= س
  ١٠= ص

 ١٥٦  ٢  

  س ص - ٢ص + ٢س  ٢  

  د ف 
  ١٤= س  د ن

  ١٠= ص

-١٧٤  

.      )ص+.      س( - ص      ٢.      +س٢  
  دن 

 دس  

  دن 

 دص   

  دن 

 دص   

  دن 

 دس  

  د ف 
  د ن

  دص
  د ن

١ 
٢  

١ 
٢  

  د م
    دن

  . ص ٢-  

  ٢ ص–١٠٠  ٢   

  دص
 ١  د ن

٢  
١ 

٢  

  د م
 ٦= ص    دن

  ص

  س
  أ"!ام ١٠

h  

 م
 ب
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   )tttt – i( جا١٦×  +    i جا١٦× =     

  �i%٨ + iجا ٨= 

  ٤i=     ()' لiجا١٦=

                                     G i=  
  

  (   ) جا ١٦= م 

  × (    ) جتا  × ١٦       = 

  صفر = ×    جتا    × ١٦         = 
  

  

  : تدريب�
من ) ٠، ٠(ة الحركة على دائرة مركزها  بدأت نقط)١٥

بعكس اتجاه عقارب الساعة بحيث يزداد ) ٠، hhhh(النقطة 
طول قوس الدائرة الذي ترسمه أثناء حركتها بمعدل 

  ث جد معدل ابتعاد النقطة المتحركة عن /سم٨
 عندما يقابل القوس الذي ترسمه زاوية ) ) ) ) ٠٠٠٠، ، ، ، hhhh(النقطة 

  مركزية قياسها 
  

  ث/  سم٣  ٤:  الجواب�                            
   

سم ٦المستقيم ل يمس منحنى دائرة نصف قطرها ) ١٦
على منحنى     hhhh، بدأ جسيم الحركة من hhhhعند النقطة 

مصدر ث، وكان في مركز الدائرة /سم٢الدائرة بسرعة 
يقطع  ماقيم عندتللضوء جد سرعة ظل الجسيم على المس

  سم    ٢ttttمسافة 
  : المطلوبو
  

  i  ظا٦= سi=                         Gظا

   = ٦i G i= لكن ل 

BBBB  ظا٦ =س (       )   
  

  ×  (      ) ٢قا × ٦        = 
  

  ث/سم٨=               ×٢قا× ٦                  = 
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

د /سم٢ل تمدد أضلاع مثلث متساوي الأضلاع بمعد) ١٧
وكان داخل المثلث دائرة تمس أضلاعه وتتمدد معه، جد 
معدل التغير في مساحة المنطقة المحصورة بين المثلث 

  .سم١٢والدائرة عندما يكون طول ضلع المثلث 
  : الحل�
  
  
  

  مساحة المنطقة المظللة= م 

   م – "م  =  

  ٢ نقt –ْ  ٦٠ جا٢س  =       

              =               = ْ  ٣٠لكن ظا

  

G          س=          نق  

G ٢س =        ٢ نق٣  G ٢س =          ٢ نق   
  
  ٢         س-  ٢س=        م 

 
  ×        س-×          س             =         

          =             ×٢×١٢        ×- ٢×١٢  

  =              )٤  -       ١٢ t (د/٢سم   

  

سم كما ٢٠صندوق مكعب من الخشب طول ضلعه ) ١٨ 
في الشكل تحركت نملتان في الوقت نفسه الأولى من أ 

ث والثانية من جـ إلى د بسرعة /سم ٤نحو ب وبسرعة 
 جد معدل التغير في المسافة بينهما بعد مرور ث،/سم٣

  .ثانيتين 
  :            الحل�

  ث /سم ٤     =      

  ث/سم٣          = 
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  /(١٢= س  د ن
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  :المطلوب

   ٢ل + ٢)٢٠= (٢ف

   ٢ص + ٢س = ٢لكن ل

  ٢ص + ٢س + ٤٠٠= ٢ف

  = ف 

 =            

  ث /سم          =         

  
  جد النقطة الواقعة على منحنى دائرة معادلتها ) ١٩
  يكون عندها معدل والتي     ΕΕΕΕ = ١٦-ص ٨- ٢ص+ ٢س

  .الزيادة في ص مساوياً لمعدل النقصان في س 
  :الحل�

  ) س،ص(نفرض أن النقطة المطلوبة هي 

G                                  =   

  ١   ........  ٠ = ١٦-ص ٨- ٢ ص+٢وبما أن س

G ٠= ×                       ٨ - ×                          ص٢+×                             س ٢  

G ٠= ×                       ٨+  ×                          ص٢-×                             س ٢  

  ٠ ≠  لكن        ٠)=٤+ ص -س(                    ×            ٢             

G   ٠ = ٤+  ص –س  

G      ١     نعوض في  ٤ - ص  = س  

  ٤-= س    Ε     G= نجد أن ص 

     ٤= س    G          ٨= أو ص 

Ε  ٨، ٤)  ( ٠ ، ٤-( هي المطلوبة   النقاط(  

  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

جـ الحركة معاً من نقطة  و ب (بدأت نقطتان ) ٢٠
 على محور السينات الموجب  ببحيث تتحركhhhh الأصل

  ث وتتحرك جـ في الربع الأول على منحنى/سم٤بسرعة 
ب جـ ، جد  = جـhhhhيبقى دائماً بحيث  ٢س ) =س( ق

 ث من ٢ بعد ب جـ hhhhمعدل التغير في مساحة المثلث 
  .بدء الحركة

  :      الحل�
  : المطلوب

  
  
  

  (      )ق× س × =       م 

  × س   =       

  ٣س  =       

   ث٢= وعندما ن  ×            ٢س         =       

G  مس٨ = س  

  ث    /٢ سم٩٦ = ٤ × ٦٤×              =       

  
  

  

  : تدريب�
م يسير ٦يرتفع عن مستوى الشارع  جسر للمشاة) ٢١

 وفي اللحظة نفسها مرت من ث/م٣عليه رجل بسرعة 
 ، جد معدل ابتعاد السيارة س/مك٦٠تحته سيارة بسرعة 

  .عن الرجل بعد دقيقة واحدة من بدء الحركة
   

 يصب الماء في وعاء مخروطي رأسه إلى أسفل )٢٢
ث  جد / ٣سم٣سم بمعدل ٨سم، ارتفاعه ٤نصف قطره 

الماء عندما يكون على ارتفاع عدل التغير في ارتفاع م
  .سم٤
   :الحل�

    ث/ ٣سم٣          = 

  ع×٢ نقt=           ح 

  

   د م  
   ث٢= ن   د ن

      س
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    ١  
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  = لكن        

G   نق=    

   ٣ عt         =  ع × ٢    ) (  × t=       ح 

                = t٢ ع ×          

     ٣ =           π × )٢)٤ ×   
  

Ε            =           ث/سم  

سم، نصف قطر قاعدته ١٢ وعاء مخروطي ارتفاعه )٢٣
ث ويتسرب الماء /٣سم١٠سم يصب فيه الماء بمعدل ٦

ث جد معدل /  سممنه بحيث يزداد ارتفاع الماء بمعدل     
  .سم٢تسرب الماء من الوعاء عندما يكون ارتفاع الماء 

  :الحل�
  ع×٢ نقt=           ح 

  = لكن        

G   ع                        =نق  

  ٣     ع  × t=       ح 

   × ٢       ع=                             G   ٣ع=         ح 

  ث/٣سم٣=                ×٢)٢(×    =                  

 Ε ث/٣ سم٧ = ٣-١٠=  معدل التسرب      

سم وطول ١٦ وعاء مخروطي رأسه للأسفل ارتفاعه )٢٤
د /٣سم٥سم يتسرب سائل منه بمعدل ٨نصف قطر قاعدته 

جد معدل التغير في مساحة سطحه عندما يكون على 
  .سم٤ارتفاع 

   :الحل�

    د/ ٣سم٥    =       

  :والمطلوب 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

   ×نق  ٢t =                              G ٢ نقt=   م 

  ع×٢ نقt=        ح :  لكن

  = وبما أن          

G  ع  =نق  ٢  

  ٣نق t=       ح 

         = ٢ t./ ٤=وعندما ع         × ٢ G ٢=نق  

     -٢   = ٥ π × ٤          ×   
  

  G            =           د/سم  

G =             ٢ π ×د/٢سم        =        × ٢  
  

سم مغطاة بطبقة من الجليد، ٨ كرة حديدية قطرها )٢٥
عدل التغير في د جد م/ ٣سم١٠أخذ الجليد بالذوبان بمعدل 

  .سم٢مساحة سطحها الخارجي عندما يصبح سمك الجليد 
  :الحل�

    د/ ٣سم١٠-          = 

  :  والمطلوب 

  ٢)٤+س (t ٤=   م 

 =         ٨ t) ٤+س (          ×............     
  

  ٣)٤+س ( t=           ح 

           = ٤ t  )٢)٤+س  ×               

     -٤  =١٠ π ) ٢)٤ +٢          ×  

     -٤= ١٠ π  ×٣٦ ×  

 =             

           = ٨ π )د/٢سم=                 × ) ٤ +٢  

   د ح  
  د ن

     د ع   
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بحيث =             على منحنى صhhhh تتحرك النقطة )٢٦
ث جد معدل التغير / و٢يتزايد الإحداثي السيني لها بمعدل 

  والنقطتين hhhhفي مساحة المثلث الذي رؤوسه النقطة 
  عندما يكون الإحداثي السيني للنقطة)  ٠، ١)  (٠، ٠(
hhhh ٤ هو.  
  :الحل�

  ) س، ص(هي hhhhلنقطة نفرض أن ا

  = ث   ص / و٢          = 

  :  والمطلوب 

  = لكن ص                       ص× ١×       =   م 

 G   م =  

 Ε       =           ×  

      =             ×  

  ث/٢و       =                            

            بحيث = على منحنى صhhhh تتحرك النقطة)٢٧
د  جد معدل / سم٢يتزايد الإحداثي السيني لها بمعدل 

عندما ) ٠ ،١(التغير في المسافة بينهما وبين النقطة 
  .٦هو hhhhيكون الإحداثي السيني للنقطة 

  :الحل�

  د/ سم٢          = 

  :  والمطلوب 

  ١ +٢س = ٢لكن ص=                            ف 

                         =     ف 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

 =             

 =                

  د/         سم         =                             = 

  

  لدائرة  يتحرك مستقيم بحيث يبقى ملامساً ل)٢٨
 عند نقطة في الربع الأول معدل التغير ١ = ٢ص + ٢س

د جد معدل التغير في المقطع /سم٣في احداثيها السيني 
  .سم٢السيني للمستقيم عندما يصبح 

  :الحل�

  د/ سم٣          = 

  :  والمطلوب 

  = ميل المماس 

           =               

 =                

  ل× س + ٢ س- = ٢ص

  ل× س=  ٢س + ٢ص

  ل× س  = ١      

                                                               =س       G  ٢= وعندما ل =            ل 

  =            

  د/ سم١٢-          =                 = 

  
  

٢ + ١٢ – )٣٦(٢  

  ٢ - ٢٤  

٢) +٦(٢ – ٢)٦(٢  

٢×٢ – ٢×٦ ×٤   

٢ 

   د م  
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٥ 
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  ٩+ ٢س  = ص
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   خصائص المنحنيات 
�١������W�X'��ط�א�א� �

B�ن��#7ZA'���)��س(אن��ق��א�&'���W�]��?(A� �
)�hhhh�.ق�)hhhh��((אذא�������ق�)hhhh�=�(��^د�W�
و�_:�%�`a

b(]�hhhh�Jل��ق��d�)س�������������������������������������������������������������������������������������������������������������.(
�ن�ق��#Hو)h�(א�^Z`�א��א�e
�&'��د^��W�%�:_���+;�

b(]ل���*�
و��'&����ط�א�� �
�'&��J)�س(ق��f�%�:_� �

�'&��J)���س(ق���
و���f�%� �
�)��hhhh(��ق�≠)�hhhh(�و��#"��ق� �



a`��2و���&'��)س(%��م�ق� �
� �

�:مثال���� �
  :حدد النقاط الحرجة لكل من الاقترانات التالية

         ٥+س٣ – ٣س) = س(ق )�١

  :الحل�
   ٣ – ٢س٣   ) =س(ق 
  
  م. غ ) س(                         ق   ٠)=س(ق   
  ×                       أطراف مغلفة ٠ = ٣ – ٢س٣ 

  ×                               تحولات  ١=  ٢  س
                                                                   ×          جذور مقام                           ١ ±= س 
E                                                                                                                                      للاقتران قيمة حرجة عند النقاط
  ))١-( ، ق١-(،  ) )١(ق،١(
� �

  ٣)١ –س  (–س ١٢) = س(ق )�٢
  ]٥، ١ [JJJJ   حيث س 

  :الحل�
  ٢)١-س(٣ – ١٢   ) =س(ق 
  
�م .غ) س(                   ق   ٠)=س(ق    �
  ٥ ، ١             أطراف مغلفة ٠=٢)١-س(٣ – ١٢
  ×                    تحولات ٤ = ٢)١-س (
  ×        أصفار مقام              ٢ ±) = ١-س( 

  تهمل ١G-=   أو   س ٣=  س

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

E                                                                                                                                      للاقتران قيمة حرجة عند النقاط التالية
  ))٥(، ق٥(، )) ٣(، ق٣(  ،) )١(ق،١(
  
  ) = س(ق )�٣

  
  :الحل�
    ) =س(ق 

  

  
  م. غ ) س(                         ق   ٠)=س(ق   

  ×                               أطراف ٠=  البسط 
  ×                          تحولات  ٠=  ٢ س-١  
   ×     جذور مقام                          ١=  ٢ س 

                                                                                                                                                                           ١ ±=  س
E  ١-( ، ق١-(،  ) )١(ق،١ (الحرجة هيالنقاط((   
  
   س٩ – ٣ س ٣ = ) س(ق )�٤
  :حلال�
    ) =س(ق 

  

  
  م. غ ) س(                         ق   ٠)=س(ق   
  ×                            أطراف ٠=٩- ٢س٣ 
  ×                              تحولات  ٩ =٢س٣  
  ×     جذور مقام                         ٣  ±=  س 

   ٠=س ٩ – ٣                                       س
  ٠)=٩ -٢س(                                       س
  ٣±، ٠=                                        س 

Eللاقتران قيم حرجة لكل   
  }٣± ، B ،  ٣  ±{ J س
  
  

  

  : تدريب�
  

   س٦– ٢ س  = ) س(ق )�٤
  
  

          س

  ١+٢ س    

 ٢س -١       

  ٢)١+٢س(

 ٩ -٢س٣      

  ٢)س٩- ٣س (٣  ٣

٢١  

+      
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    ٣)س  -٣ ( ٢س) = س ( ق)٦ 

 :الحل�

  س٢×٣) س-٣ +(١- × ٢) س-٣(٣×٢س)= س(ق
  ٣) س-٣(س ٢ + ٢) س-٣. (س٣-        =
  )س٢- ٦+س ٣- (٢) س-٣.  (س        = 
  )س٥ - ٦(٢) س- ٣.  (س        = 

  
  

  م. غ ) س(                         قE )=س (      ق
                                × ٠=  س       
                          ×٠=٢) س-٣(    أو 

                                 ×٣=       س
           ٠=س٥ -٦    أو 
          G س=  

  }،      ٠،٣ {g للاقتران قيم حرجة لكل س

  

    )= س(ق) ٧
  

  :الحل�

  

  

  ) = س(  ق

  

  

  م .غ) س(                        ق B)= س(   ق     
  ×                                             أطراف

   ١=                  تحولات  س١<         س١>  س
  جذور المقام         ×                      B =٤–س٢ 

    ٢=   س
  ١<   س        ١>                                   س

  ٠=س                                   ×                
  }   ٢، ١، ٠{gللاقتران قيم حرجة لكل 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  سttttجتا+ سttttجا) = س(ق) ٨
  : تدريب�      ]٢، ٠ [JJJJ     حيث س 

  

  
�:مثال���� �

  إذا كان الإقتران 
  ٣+ ب س + ٢سhhhh+ ٣س) = س(ق

   ، بhhhh، فما قيمة ) ٥، ١(قيمة حرجة عند النقطة 
  

 :الحل�

  :فإن) ٥، ١(بما أن للاقتران قيمة حرجة عند 

  ٥) = ١(ق

١ + hhhh + ٥ = ٣+ ب  

    hhhh +  ١  .....  ١= ب  

  م   . صفر أو غ ) = ١(  ق

  ب + س٢h +  ٢س٣) = س(  ق

   B= ب+ ٢h +٣) = ١( ق

G   ٢h +  ٢   ...... ٣-= ب  

  

  ٥=     ،   ب٤-= hوبحل النظام فإن   

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   ١>              س٤ -س٢
  

                     ١<                      س
  
 ١= م                 س. غ     

 ٢ س٣ ٣

   ١ 

  ٦ 
٥ 

  ٦ 
٥ 

        ١>س           س٤- ٢س
                     NNNN١            س  س  ٣  

 

٢٢  
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�٢�hA�'�������4i�dא��Lא7&�وא� �
  : في الشكل التالي

  نلاحظ أن 
  ] ٠، l-(متزايداً في ) س(منحنى ق 

  ) l،  ٠[              ومتناقصاً في 
  ] ، بh[ في متزايداً) س ( إذاً يكون ق 
   ]، بh[ في ١س > ٢لكل س)  ١س(ق > ) ٢س(إذا كان ق 
  ]، بh[متناقصاً في) س(ويكون ق
  ]، بh [ في ١س >٢لكل س) ١س(ق< ) ٢س(إذا كان ق

    

  
  
  

  

  في تحديد  فترات) س( دور إشارة ق �
        التزايد والتناقص

�)�،�hG(�J�#��س�٠>)�س(�ذא������ق�)�١ �
�Lא7)�س(����� ن�ق�%�l�ًא&]hG�،�[  

  

  )�،�hG( �J�#��س�٠<)�س(�ذא������ق�) ٢

�'��l��ًfA)�س(����� ن�ق�%]hG�،�[  
  

  )�،�hG( �J�#��س�٠)�=�س(�ذא������ق�) ٣

��l��ً)�س(����� ن�ق�
�o]hG�،�[  
  
  

   )س( لتحديد إشارة ق �

و�غ)�=�س(ق:�A�&p)/�س)�١��`a�.م.� �

�&אد)��٢
�1r�s+��.�E&د��t.Jא��)/� �
٣�(�^2�uق���%'�����&2س�א��l��Q%�A2א�&]
�v7�C�
   ).س(

        

  :مثال����
  :لكل من الاقترانات التاليةدد فترات التزايد والتناقص ح
  ٢ س–س ٣) = س(ق) ١
 :الحل�

   س٢ -٣) = س(ق        
    

  م.غ) س(                      قB)= س(  ق
  اف  أطر                        ×B= س٢- ٣ 
    

   تحولات×=                               س   
  

   جذور مقام                                      ×

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  ) س( ق
  

B(متزايداً في ) س( ق-l     ،[  

  )l،  [              ومتناقصاً في

  

  ٧-س ٩ +٢س٣+٣س -)= س(ق) ٢

  :الحل�
   ٩+س ٦ +٢س٣-) = س(ق      
    

  م.غ) س(                     ق   B)= س(  ق

  ×                أطراف B= ٩+س ٦ +٢س٣- 
  ×حول ت                                                        B= ٣ –س ٢ – ٢ س  

  ×               جذور مقام ٠)= ١+س) (٣-س   (
  ١- ، ٣=     س

  
  
  ) س( ق
  
  

B٣، ١-[متزايداً في ) س( ق[  

  )l ،٣[C] ١-، l-(          ومتناقصاً في

  

  : تدريب  � ٤س – ٣س٤= ) س(ق  )�٣

  
  
  ) = س(ق) ٤
  

  

  :الحل�
  
 ) س(ق

 
  

  ٣ 
٢ 

l l-   ٣ 
٢ 

-  - - -  -   + + +

  ٣ 
٢ 

  ٣ 
٢ 

٣ 

-  - - -  -   + + +
-١  

-  - - -  -  

                     NNNN١            س   س  ٣  
       ١>       س٥+س ٤- ٢س

١ 

  س  ٥+س ٤-٢س
١ 
٣
١ 

٢٣  

   . في فترة التزايد حادة) س(تكون زاوية ميل المماس لمنحنى ق
!!. في فترة التناقص منفرجة؟) س(زاوية ميل المماس لمنحنى قأما 
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  ١= متصل عندما س) س(لاحظ أن ق

  

  )س(ق

  م.غ) ١(ق G)١( ق ≠ )١(ق 

  

  م .غ) س(                        ق B)= س(        ق
  ×                أطراف                             

   ١=                  تحول  س١<         س١>  س
  جذور المقام         ×                      B =٤–س٢ 

    ٢=   س
  ١<           س١>                                   س

  ٠=س                                   ×                
  
  
  ) س( ق
  

  )l ،٢[C] ١، l-( متزايداً في ) س(ق

  ]٢ ، ١[          ومتناقصاً في

  ]tttt، ٠ [JJJJجتاس      س + س٢جا) = س( ق )�٥
  :الحل�
   جاس-جتاس . جاس٢) = س(ق
  
  م. غ) س(                           قB)= س(ق

  t، = . س               أطراف ٠)= ١-جتاس ٢(جاس

  ×                تحول )  t، ٠( في ٠≠جاس

  ×                    جذور مقام ٠ = ١ –جتاس ٢
   = جتاس 

  

  =         س
  
  ) س( ق
  

B٠ [متزايداً في ) س( ق     ،[  

  ]t،  [              ومتناقصاً في

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ٤)س٤ – ٢س ()=س(ق) ٦

  :الحل�
  )٤-س٢( ٣)س٤- ٢س(٤= ) س(ق      
    

  م.غ) س(                        قB)= س(  ق

  × طراف                أ       ٠=س ٤ – ٢س 
 Gتحولا                       ت٤، ٠=  س×   

  ×                    جذور مقام ٠ = ٤ –س ٢ أو 
    G٢=  س  
  
  
  ) س( ق

  

  )l ،٤[C] ٢، ٠ [متزايداً في ) س(ق

  ]٤، ٢ [C ]٠ ،l-(          ومتناقصاً في

  ) = س( ق )�٧
  

  :الحل�
  

  ) = س(ق
    

  
 م.غ) س(                           ق      ٠)= س(ق

  ×....  أطراف                            ٠=  ٢ س-١
G تحولات                                ١ ±=  س  ....×  

 × جذور مقام                                               
  
  
  ) س( ق

  

 ]١، ١- [متزايداً في ) س(ق

  )l ،١[C] ١-، l-(  في        ومتناقصاً
  
  

  

  : تدريب    � ٢س – س٣   =) س(ق  )�٨
  

  

١ 

  ٤-س٢
١ 

  ٢  س٣  ٣

+ 

٢ 

 + + + +

٠ 

-  - - -  -  
١ 

 + + + +

١ 
٢ 

t 
٣

t
   ٠ 

  

  t  
٣ 

-  - - -  -   + + +

  t 
٣ ٣ 

  t 
٣ ٣ 

٤ 

+ + +  
٠ 

-  - - -  -  
٢ 

 + + + +-  - - -  

 س
 ١+٢س

 ٢ س-١
 ٢)١+٢س(

١ 

+ + + + + +  

-١  

-  - - -  -  -  - - -  -  

٢٤  
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�(s?)��/(A�:ن�����3Jو  
  ية قيم عظمى محل-١

) h( وهي ق h=يكون للاقتران قيمة عظمى محلية عند س
لكل س يقع  في فترة مفتوحة )  س(ق  > )h(ذا كانت  ق إ

  .h تحتوي
  مطلقةعظمى   قيم -٢
 )h(هي ق  وh=مطلقة عند سعظمى كون للاقتران قيمة ي

لكل س يقع في مجال )  س(ق > ) h(أذا كانت ق 
  .الاقتران

     

G�(/(Az�;a��:ن�����3Jو  
  محلية صغرى  قيم -١

) h( وهي ق h=محلية عند سيكون للاقتران قيمة صغرى 
لكل س يقع  في فترة مفتوحة )  س(ق  < )h(ذا كانت  ق إ

  .h تحتوي
    قيم صغرى مطلقة-٢
 )h(هي ق  وh=كون للاقتران قيمة صغرى مطلقة عند سي

لكل س يقع في مجال )  س(ق < ) h(أذا كانت ق 
  .الاقتران

  

�����~(N�H:�� �
  

  ) س( ق) ١
  

)���'&�س+��s?(���?(Aאن�ZAB�=hhhh �3قJ)hhhh( 

�'&�س���(+��z�;a��?)Aאن�ZAB�=�3ق بJ(��G( 

  

  ) س(ق) ٢
  

�'&�س���+�%�s?)���?(Aאن�ZAB�=hhhh�3ق��J)hhhh( 

  

  ) س(ق) ٣
  

��?(Aאن�ZAB��z�;aس�&'����+�%=hhhh�3قJ�)hhhh(  
 
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  ) س( ق) ٤
  

�)�١س(�ق>)�G(�ذא������ق �
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  ) س(ق) ٥

���+�%�s?)���?(Aאن�ZAB���#�س�JJJJhhhh] h ،llll(  

��?(Aאن�ZAB���#���(+��z�;aس�JJJJhhhh )h ،llll(  
 

        

  :مثال����
  :جد القيم القصوى لكل من الاقترانات التالية

  ٧+ س ١٢ – ٢س٣) = س(ق) ١
 :الحل�

  ١٢ -س ٦= ) س(        ق
  
  م.                  ق غ          B)= س(ق
       ×                       ٠=١٢-س ٦

  ×                                ٢= س 
  
  ) س( ق   

  
  
  

B  مطلقة صغرى للاقتران قيمة 

  ٥-) ٢( وهي ق٢= عند س   
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 =            t .٢جاtس  
  

  
  م. غ) س(                           قB)= س(ق
  }١، ٠ {J                    أطراف س  ٠=س٢t جا

٢t ٠=  س ،t،٢t  
  ١ ،       ، ٠ = س
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  (      ))، ق(     )) (       ، ق(      نقاط الانعطاف 
  
  
  

  

  : تدريب�
  

  ) =  س( ق )�٦
  

  

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

 + + + + +

٢t t 
٣ 

+ + +  + 

١ 
٤ 

٥ 
٤ 

 + + + + +-  - - -   

١ 
٤ 

١ 
٤ 

٥ 
٤ 

١ 
٤ 

٥ 
٤ 

١ 
٤ 

٥ 
٤ 

٥ 
٤ 

 س٣
 ٢ -س

   ١٢   

 ٣)٢ - س(

٢ 
 + + + +-  - - -  - - -   

٥ 
٤ 

١ 
٤ t 

٣ 
  ٤t 
  ٣  

 + + + + +-  - - -   
  ٤t 
  ٣  

٠ 

t 
٣ 

  ٤t 
  ٣  

t 
٣ 

  ٤t 
  ٣  

t 
٣ 

t 
٣ 

  ٤t 
  ٣  

  ٤t 
  ٣  

 س
 ١ +٢س

٣٠  

٠ ٢ 
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���٦�����{{{�Cزאو7}}}}��א��� �
  

�'&�)�س(�3Jزאو%��7)��א�?�س�א����م��'*'�sق�
����C�iא�����)h ق ،)h((  

G  ق = ظا هـ)h ( :هJ ]٠ ،t[  
  
  

  
  

  : تدريب�
  )٣ ،٢(إنعطاف عند النقطة ) س(إذا كان لمنحنى ق 

       ٣ ) =  ٢ (ق   ، ١) =٣( وكان ق 
  :فإن زاوية الانعطاف هي 

  

  ) د)                           ج) ب)              أ
 

  :مثال����
  :الآتيةحدد زاوية الانعطاف لكل من الاقترانات 

  ١٠+س  – ٣س) = س(ق ) ١

  :الحل�
  نجد نقطة الانعطاف 

  ١- ٢س٣) =س(ق 

  س ٦) =س(ق

  
  

  ) س(ق 
  

  ))B(، قB(نقطة الإنعطاف 

  ١-)= B(ق = هظا: هزاوية الإنعطاف 

G ه =   

  

  ٣ س– ٢  س٣ =  )س(ق ) ٢

  :الحل�
  س٦ -  ٣  ٢) =س(ق 

    = س = B G) = س(وعندما ق

    

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  ) س(ق 
  
  

  ))      (، ق       (نقطة الإنعطاف 

  )     (ق = هظا: هزاوية الإنعطاف 

G١= ه ظا  

B ه =   

  

   ١+س  ٣   – ٣)٢-س(= ) س(ق ) ٢
  :الحل�
   ٣   – ٢)٢-س (٣) = س(ق
  )  ٢-س (٦) = س(ق 

   ٢= س   ٠) =س(و عندما ق 
  

  
  

  ) س(ق 
  

  )) ٢( ، ق ٢(نقطة الانعطاف 
  ) ٢(ق  = ه ظا : هزاوية الانعطاف

                   G٣  - =  ه ظا  
  = ه                           

  :مثال����
  ا كان للاقتران إذ
    ٨+ب س  + ٢سhhhh – ٣س) = س(ق 

  فجد قيمة كلا من) ٤، ٢- (قيمة عظمى عند النقطة 
 hhhh،   ب  
  :الحل�

   ب+ س ٢h – ٢س٣= ) س(ق 

  ٤) =٢-(ق  ) ١

-٤- ٨h -٤=٨+ ب ٢   

G   ٢h+   ١  ......  ٢-= ب  

t 
٣ 

t 
٤ 

t 
٦ 

٢t 
 ٣  

٠ 
 + + + + +-  - - -  - - -   

٣t 
 ٤  

١ 

٣  

 + + + + + -  - - -  - - -   
١ 

٣  
١ 

٣  

١ 

٣  
١ 

٣  

t 
٤ 

٢ 
 + + + + +-  - - -  - - -   

٢t 
 ٣  

٣١  
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  م .غ  صفر أو  ) =٢-(ق ) ٢

  صفر  =ب  +٤h + ١٢) =٢-( ق 
       ٤h+   ١  .........   ١٢-= ب  

   :نجد أنحل النظام الخطي و ب
 h= -٨=        ، ب٥   
  

  :مثال����
  لاقتران لمنحنى اإذا كان 

    ١٠+ س  � � � � +٢ ب س+٣سhhhh) = س(ق 
   زاويته )٨ ، ١-(انعطاف عند النقطة 

  ����، ب ، hhhhفجد 

  :الحل�
   ٨ =١٠ +���� –ب   +G -h ٨) = ١-(ق 

             G -h+   ١  ......    ٢- = ���� –ب  

    � � � �+ب س  ٢ + ٢سh ٣) = س(ق 
  

   ١=ظا        =)١-(ق
  

 ٣h-٢......   ١  = � � � �+ب  ٢  
  

  ب ٢+س ٦h) =س (ق 
  

   ٠= ب ٢ +٦h- =)١-(ق 
             G     -٣h+  ٣  ......  ٠=ب  

  و بحل النظام نحصل على 
  h= ٤ =����     ،     ٣ = ب    ،     ١  

 
  

  

  : تدريب�
  

   ١٣+س٨ +٢س٦- ٤س)= س(ق حدد منحنى الاقتران
  التزايد والتناقص فترات )١
  نقاط القيم القصوى )٢

  فترات التقعر )٣

  نقاط الإنعطاف )٤

  ارسم رسما تقربيا يمثل)٥

  )س(   منحنى الاقتران ق 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  : تدريب�
  

  |س٣- ٢س|) = س(إذا كان ق
   )س(عطاف للاقتران ق حدد مجالات التقعر و نقاط الإن

  

  :مثال����
  ٢س٣ +٣سhhhh+٤س) = س(إذا كان ق

  hhhhولم يكن للاقتران نقاط انعطاف فما قيمة الثابت
  :الحل�
  س ٦ +٢س٣h + ٣س٤) = س(ق 

   ٦+س ٦h + ٢س١٢) =س(ق 

  نعطاف إوبما أنه ليس للاقتران نقاط 

G س(ق (M ق    أو  صفر )س (N  صفر  

GالمميزN صفر   

)٦h(٦ ×١٢ × ٤- ٢ N  صفر  

٣٦h١٨٨ – ٢ N صفر   

h٨-  ٢ N صفر  

G hJ ]-   ٨     ،٨  [  
  :مثال����

  إذا كان للاقتران 
   ����+ س  ب + ٢سhhhh + ٣س) = س (ق 

   ) ١٨ ، ٢(إنعطاف أفقي عند النقطة 
    � � � �، ب ،hhhhفما قيمة

  :الحل�
  عطاف أفقي عند النقطةإن) س(بما أن للاقتران  ق

   :فإن ) ١٨ ، ٢ (
  ١٨) =٢(ق 
  ٠)=٢(ق
  ٠)=٢(ق 
  ٠  
  ٠  
  ٠  

كثير ) س(مستحيل لان ق
  حدود معرفا على ح

 

tttt 
٤ 

tttt 
٤ 

-١  ١ -٢ 

× 
× 

× 

 )س(ق

٣٢  
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  :مثال����
  ) ب-س .  (٢)hhhh -س) = (س(إذا  كانت  ق

   )ب + ٢hhhh=      (أثبت أن للاقتران أنعطاف عندما س 
  :الحل�

  )hhhh    -س (٢×)ب -س + (١ ×٢)hhhh    -س) =(س( ق 
  ) ب  - س) (hhhh    -س (٢ +٢)hhhh    -س         =(

   ٢×)ب  -س) + (hhhh -س (٢) +hhhh    -س (٢) =س (ق 
  )ب - س(٢)+ hhhh    -س (٤           = 
  ب ٢-س ٢ + ٤hhhh –س ٤            = 
  ب ٢- ٤hhhh-س ٦            =  


ن�ق��>��'&�)�س(و�:;�H��QH2�u
אZAאن���3�r ن�
��J2�`a
� �
G ٤-س٦ انعطاف عندماhhhh -صفر =ب ٢  

  ب ٢ +٤hhhh=س ٦       
  

  ) ب + ٢hhhh=        (س 

  
 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

في تحديد أنواع القيم القصوى ) س(شارة قإدور 
  ) س(للاقتران ق
صفر فإن للاقتران قيمة عظمى عندما  = )hhhh(إذا كانت ق 

  صفر  <) hhhh(نت ق اذا كإ hhhh    =س
   كانتذا  إhhhhوللاقتران قيمة صغرى عندما س 

  صفر  > )أ(ق  

  

  :مثال����
 لتحديد أنواع )ن أمكنإ(استخدم اختبار المشتقة الثانية  

  :التاليةللإقترانات القيم القصوى 
  س ٣ +٢س)= س(ق) ١
  :الحل�
    ٣+س٢) = س(  ق
  صفر  ) =س(ق  
  =  سG صفر =٣+س٢  
  صفر    >٢=    )   (وبما أن ق  

  (     )     وهي ق= س فإن للاقتران قيمة صغرى عندما
  

   ٢س٦- ٣س) = س(ق ) ٢
  :الحل�
  س ١٢- ٢س٣) =س(ق
  صفر  )=س(ق
  صفر  ) =٤-س) (س٣(

G ٤= س    أو صفر =س   
   ١٢-س٦) =س(وبما أن ق      

G سالب (١٢-) =صفر(ق (  
E صفر  =للاقتران قيمة عظمى عندما س  

  )موجب  (١٢) =٤(وكذلك ق
E  ٤=للاقتران قيمة صغرى عندما س   
  
     ٤)١+س) = (س(ق) ٣
  

  

  : تدريب                           �
  

  
  
  

 

١ 
٣ 

١ 
٣ 

-٣  
٢ 

-٣  
٣- ٢  

٢ 

٣٣  

-٣  
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  :مثال����
  ٣   – ٢س) =س( أذا كانت ق
  ) س(للاقتران قالإنعطاف فجد زاوية 

  :الحل�
  س ٢) =س(ق     

  

  م .غ) س(          ق صفر    ) =س(ق
                    × صفر  =س٢
Gصفر  =س  

  
  

  ) س(ق 
  

E  صفر =للاقتران انعطاف عندما س  
G  زاوية الانعطاف هي  

  )صفر(ق = هظا : ه
  ٣   - = هظا     

  = ه      
  

  
  

  : تدريب�
  

  صفر ) = ٢(إذا علمت أن ق 
   ١-)= ٣(  ،  ق١)=٢(وكان ق

  :هي  فإن للاقتران قيمة عظمى ٣-) = ٢(ق
  ١-)   د      ٣-) ج        ٢)ب       ١)أ    

  
  

 

  

  

  

  

  

  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  رسم المنحنيات 
  

���%"�א�L+7�|(CH�h@�fم�)�س(���/�%'*'�sق�
��(����:א� �

١�hA�'��.�}}��4i�dא��Lא7&�و�א� �
��z�ZABאن�٢f��)/�א��א�{{.� �
٣�4i�d�{{��C���.و���ط�א�����C�iא� �
�.)ن�
%#"��(}}�א����9א��)��وא����9א��fد��٤ �

� �
�א�4א���/��r� �

�"%����^2�u��&7&8�&C
�+�1r�s)س(ق،��)�س(ق���
�.א��&אد� �

�b��o�1r�s+����א���/������م�
&%��א��|�
��.)س(א�و��s'*'��3ق �

�z�f��)/�א��د����ط�א&E�/o����Cو���ط�א���l
��zא�&��3H2�#7و�����א���/�א�و���3{�ذ�-��א��

���z%�و2א��
��'��ط���.א�� �

  :مثال����
  يمثل منحنى تقريبياً  ارسم رسماً

  ٣ س– ٢س٦) = س(ق 
  :الحل�
   ٢س٣-س ١٢) = س(ق
  صفر  ) =س(ق 

  صفر  =٢س٣ –س ١٢
  صفر ) = س-٤(س ٣ 
 G ٤=س صفر أو  = س   
    
  
  

   ٣٢  هي ٤=للاقتران قيمة عظمى عندما س
  صفر هي صفر = للاقتران قيمة صغرى عندما س

  
  س ٦- ١٢) =س(ق
  صفر ) = س(ق
G صفر =س٦-١٢ G    ٢= س   

-  - - -  - - -   
٠ 
 + + + + +

٢t  
 ٣  

٤ ٠ 

-  - - - -  + + + +  -  - - - -  

٣٤  
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  ) س(ق 
  

E  ١٦، ٢( للاقتران انعطاف عند النقطة(  
  
   ق 

  
  ق
  

  : الرسم الأولي
  
  
  
E  كما يلي) س( يكون رسم ق:  
  
  
  
  
  
  
  

  :مثال����
   يمثل  منحنى ياًبي تقررسم رسماًا
   ٤س٣ – ٣س٦) =س(ق
  :الحل�
  ٣س١٢- ٢س١٨) = س(ق
  صفر  ) =س(ق
  }      ،٠{=  س Gصفر   ) =س٢ -٣ (٢س١٦
  
G ق   

  

  (     )ق هي       =للاقتران قيمة عظمى عندما س
   ٢ س٣٦-س٣٦) =س(ق 
  صفر ) = س(ق 
  صفر ) =س -١(س ٣٦

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

G١صفر ، {=  س{  
  

  
  
  
  

   )٣ ، ١(،  ) ٠،٠(نقاط الانعطاف هي 
  

  الرسم الاولي 
  
  ) س( ق
  
  
  ) س(ق
  

نحدد  نقاط القيم القصوى ونقاط الانعطاف ثم الرسم 
   فيها السابق مروراً

  
  
  
  
  
  

  

  : تدريب�
  

  ارسم رسماً تقريبيا يمثل منحنى 
  ٢س٨ – ٤س) = س(ق) ١

     -س ٩) = س(ق) ٢

  

  :مثال����
  ارسم رسما تقربياً يمثل منحنى 

  علما بأن) ٠،١(بالنقطة المار ) س(ق
  ١| < ١-س | :  لكل س٠>) س(ق
  ١| >١-س | :  لكل س٠<) س(ق
  ١>  لكل س٠<) س( ، ق ١< لكل س٠>) س(ق
  

+ + + + + + -  - - - 

٤ ٠ 

-  - - -  - - -   
٢ 

 + + + + +

٢ 

٠ ٤ ٢ 

١٦  

٤ 

٣٢  

 ٢    
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 ص

-  - - -  -   

٠ 

+ + + +  -  - - -  -   

٠ 
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 س

 ص

 س

٤س
١٢  

٣٥  

١ 

٣  
٢  

١ 

١  

٣  
٣  ٢  

٢  
٣  
٢  

٣  
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٣  
٢  

٣  
٢  
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  :الحل�
  ١<١-س   <١- G ١| <١ -س|

              G ٢< س  < ٠  
     ٠<  أو س ٢>  س G   ١| >١-س|
  
     

  
E  س(ق(   

  
  )س(ق 
  
  
  ) س(ق
  
Gكما يلي) س( يكون رسم منحنى ق:  
  
  
  
  
  
  

  
  

  : تدريب�
  

  علما بأن ) ٠،٢(الذي يمر بالنقطة ) س(ارسم منحنى ق
  ٢< لكل س٠>) س(ق
  ٢>لكل س٠<)س(ق
  حJJJJ لكل س٠> ) س(ق
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  من الرسم ) س(يجاد خصائص قإ
� �

?���+�sא�P#��א�����h@�fr�&7&8�l�3אZAiאن�א�&
�)س(ق �
� �
� �
� �
� �
  

 
 

  ) ١-، ٢) (١، ٠(النقط الحرجة ) ١

  ] ٢، ٠[متناقص في ) س(ق) ٢

   )l، ٢ [C]٠، l-(متزايد في   

   ١= )٠(هي ق  ٠= للاقتران قيمة عظمى عند س)٣

  ١-)=٢( هي ق ٢=للاقتران قيمة صغرى عند س    

         ]١،l-(مقعر للاعلى) س(ق ) ٤

  )l، ١[معقر للأسفل ) س(ق     

  ) ٠ ،١(اط الانعطاف نق) ٥

  ) س(، ق) س(ق، ) س(ار كل من قفأص) ٦

  } ٣، ١، ١- {J  لكل سE )=س(ق    

  } ٢، ٠ {J  لكل سE )=س(ق     

  ١=   عندما س E )=س(ق     

  )٣(، ق) ١-(شارة كل من قإ )٧

  )تزايد (E >  )١-(ق    

  )للأعلىتقعر  (٠>) ٣(ق   

  

  

B 

٢ ٠ 

١ 

٠ ٢ ١ 

-  - - -  + + + + -  - - - 

-  - - -  - - _ _ + + + + + + + 

٢ ١ 

 س

 ص

                
                
                
                
                
                

 

٣-  ٢-  ٣  ٢  ١  

١  
٢  

-١  
-٢  

-١  

٢ ٠ 

+ + -  - - _ + + + 

١ 

C 

٣٦  
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  جد قيمة س فيما يلي
  
  
  
  
  
  : كانت ذا إ
 ز=  س G ٠> ) س(ق  ، ٠> )س(ق )١

  G ٠<) س(ق  ، ٠> )س(ق )٢

  G ٠> ) س(ق  ، ٠ <)س(ق )٣

  G ٠<) س(ق  ، ٠ <)س(ق )٤

  G ٠) =س(ق  ، ٠ <)س(ق )٥

  G ٠> ) س(ق  ، ٠ =)س(ق )٦

  G ٠<) س(ق  ، ٠ =)س(ق )٧

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~  

  )س(الشكل التالي منحنى قيبين 
  
  
  
  
  

  كل ما يلي ) س(منحنى قلجد 
  ))٢-(، ق٢) ) (٢-(ق  ،٢-(النقاط الحرجة )١
  فترات التزايد والتناقص ) ٢

  ]٢ ،٢-[    متزايد على 
  ) l ،٢[C]٢-، l-(متناقص على     
  : القيم القصوى) ٣
    ))٢(، ق٢(عظمى عند النقطة    
  ))٢-(، ق٢-(عند النقطة  صغرى   
  التقعر فترات )٤

)   -l ،للأعلى تقعر  ]٠  
]   ٠ ،l(  للأسفل  تقعر  
  )) ٠(،ق٠(نقطة الأنعطاف ) ٥
   : زاوية الانعطاف) ٦

  ٣  ) =٠(ق =  ه ظا:ه   
           G٦٠ =  ه ْ   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ما تقربيا  ارسم رس٠) =٠(إذا كان ق) ٧

  : تدريب�      )   س(يمثل منحنى ق    
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~  

ارسم ) س(من خلال الشكل التالي و الذي يمثل منحنى ق
  ٠)=٠(علمٍا بأن ق)س(رسما تقربيا يمثل منحنى ق

  
  
hhhh (  
  
  
  
  
  )ب
  
  

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~  
ارسم رسماً تقريبياً ) س(يبين الشكل التالي منحنى ق

  )س(يمثل منحنى ق
  
  
hhhh (  
  
  
  
  ) س(ق
  
  
  )س(ق
  
  )قيم قصوى (EEEE) = ٢(ق) = ٠(ق
  
  
  
  
  
  

                  
                  
                  
                  
                  
                  

 
hhhh    ز  و  
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ffff (  
  
  
  

  
  ) س(ق
  
  
  )س(ق
  
  !!صفر؟) = ٠(ق
  
  
  
  
  

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~  
  
  
  ) ج
  
  
  
  
  ) س(ق
  
  
  )س(ق
  
  !!!م؟. غ) ٠((ق
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :اعتمد الشكلين التاليين لتحديد ما يليهما
  
  
  
  
  
  
  ) س(لمنحنى قالتقعر فترات ) ١
  ) س(همنحنى فترات التزايد والتناقص ل) ٢
  
  
  
  )l،  ١ [C)١، l-(متزايد على ) س (ه
  ]١، ١-[متناقص ) س (ه
  )س(نقط الانعطاف لمنحنى ق) ٣
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  تطبيقات على القيم القصوى 
  

  )سائل العمليةالم(
� �

  خطوات التعامل مع المسألة 
א���/�
ن�
%#"�8�9%&7&�א���א
��وא��;:א�4−١

�	(+�.� �
 .8&7&�אZAאن�א�&���−٢

)����	��z�f��)?��א��א��د�א�G��).א��+ �
�;:�وא[&−٣%���i&
��.��CWאZAiאن� �
����א�و{��−٤P�2א��`a
�&'��	��z�f��)/�א��د�א��.�� �
� �
� �
أضيف إلى مربعه يكون الناتج أقل إذا  الذي دجد العد) ١

 .ما يمكن

  :الحل�
  نفرض أن العدد هو س 

G٢مربعه هو س  
G٢س +س =ق  
  س٢+١=ق   
  =  سG  ٠=ق   

  
     ق
       

E قل ما أج  أضيف إلى مربعه كان النات إذا العدد الذي
  يمكن هو

  
  

 و ٣٦جد العددين الموجبين اللذين حاصـل ضـربهما    ) ٢
  مجموعهما أقل ما يمكن 

  :الحل�
  نفرض إن العددين هما س و ص 

Gص  +س =ق  
  =ص G  ٣٦=ص  ×لكن س

     

E س = ق+   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

                = -١= ق
  

   ٦ + =س   G ٠ =ق وعندما
  
  

     ق
       

E ٦=  يكون الناتج أقل ما يمكن عندما س   
                                                                                       G ٦=  ص   
  
  جد النقطة الواقعة على منحنى الاقتران ) ٣

   والتي يكون بعدها ٢٥ +س١٠-٢ س  ) =س(   ق
  أقل ما يمكن  ) ٠ ،١(   عند 

  :الحل�
  لمسافة بين نقطتين ا= ق
  

  ٢)٠-ص + (٢)١-س ( =

    ٢ص  +٢)١-س=  (               

  ٢٥+س١٠-٢ س =ص  لكن  

  ٢٥+س ١٠- ٢س +١+س ٢- ٢س=           ق

  ٢٦+س ١٢- ٢س٢  =٢ق       
   ١٢-س ٤=ق × ق ٢

   ٣= س G ٠=وعندما ق
  
  

E ٣=ا سمعند تكون المسافة أقل ما يمكن  
                              G٢= ص   

        

من القطع أسبوعيا سعر الواحـدة      ) س(صنع    يبيع م ) ٤
فلس فإذا كانت تكلفـة إنتـاج       ) س٠,٠١ - ٢٠٠(منها    

فلس،  ) ٢٠٠٠+ س   ٥٠(من القطع يعطي بالعلاقة     ) س(
د عدد القطع اللازم بيعها ليحقق المـصنع أكبـر ربـح         ج

  ممكن 
   :الحل� 
  الربح الكلي  =ق

+ + + + + + 

��Wا�� 

-١  
٢ 

-١  
٢ 

+ + + + + + - - - - - - - - -  

-١  
٢ 

٣٦  
  س

٣٦  
  س

٣٦  
  ٢  س

  ٣٦ -  ٢س
  ٢     س

��SJ 

٦ ٠ 
- - - - - - -  

× 

× 
 )س، ص(

 )س(ق

)٠، ١(  

+ + + + + + 
٣ 

- - - - - - -  

٣٩  
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  الكلية  التكلفة - الكلي الإيراد=   
  ) ٢٠٠٠+س ٥٠ (–) س٠,٠١ - ٢٠٠(س=    
    ٢٠٠٠-س  ٥٠ - ٢س٠,٠١–س ٢٠٠=    
  ٥٠ -س ٠,٠٢ – ٢٠٠=ق 

  س٠,٠٢ – ١٥٠          = 
G٠= وعندما ق G قطعة٧٥٠٠=  س   
  

           ق
  

   قطعة٧٥٠٠ بيعيكون الربح أكبر ما يمكن عند  
  

  

ا ديناروجد تاجرأنه إذا كان سعر الواحدة من سلعةٍ ما          ) ٥
 سلعة وأن هـذا العـدد يـنقص       ) ٤٠٠( فأنه يبيع    واحداً

قروش علـى   ) ١٠(سلعة لكل زيادة قدرها     ) ٢٠(بمقدار  
أكبر ما  الإيراد  جد سعر السلعة الذي يجعل       سعر الواحدة ،  

   . يمكن
   :الحل�
    عدد السلع  سعر الواحدة             
  ٤٠٠               قرش  ١٠٠   
  )س٢٠ -٤٠٠    ( )       س١٠+ ١٠٠   (

  

  الايراد الكلي = ق 
  سعر السلعة الواحدة  × عدد السلع =   
  )س١٠+١٠٠ ()س٢٠- ٤٠٠  = ( 

  ) ٢٠-)(س١٠+ ١٠٠) + (١٠) (س٢٠ – ٤٠٠= (ق 
  س ٢٠٠ - ٢٠٠٠-س ٢٠٠- ٤٠٠٠   =
  س ٤٠٠ – ٢٠٠٠   = 

   ٥=س G ٠=وعندما ق
  

           ق
  
  

E  سلع ٥ بيع مايراد أكبر ما يمكن عندالإيكون   
 G ونصف دينار=   سعر الواحدة    
  
 شـمالاً وتـسير   كم جنوب ب    ٣٠على بعد    hhhh الباخرة   )٦

جد  س/كم١٠ا بسرعة   ب تسير غرب   س ، /كم١٥بسرعة  
   .الزمن اللازم لتكون المسافة بين الباخرتين أقل ما يمكن

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : الحل�
  المسافة بين الباخرتين =  ق
   ٢)س -٣٠+(٢ص  =٢ق

   ن١٥ = لكن س
   ن١٠= ص    
   ٢) ن ١٥- ٣٠ + (٢ن١٠٠ =٢ق
   ١٥-×)ن ١٥-٣٠(٢+ن ٢٠٠=ق  ×ق ٢
  ٩٠٠- ن ٦٥٠= ق × ق ٢

  =  ن G ٠=و عندما ق 
  
  
  
  

  تكون المسافة بين الباخرتين اقل ما يمكن 
          ساعة=عندما ن

  
لعها ضقطعة من الكرتون المقوى مربعة الشكل طول        ) ٧
سم، قُص من أطرافها ألأربعة أربع مربعات متساوية        ١٢

ثم ثنيت بحيث يكون لدينا صندوق مفتوح من أعلى ، جد           
  .أكبرحجم ممكن للصندوق

  
   :الحل�
  حجم الصندوق = ق

   ٢)س٢- ١٢(س  = 
  
  ٢)س ٢- ١٢ + (٢-×) س٢- ١٢(٢× س  =ق
  ٢س٤+س ٤٨- ١٤٤) +س٢-١٢(س٤-=  
  ٢س٤+س ٤٨- ١٤٤ +٢س٨+ س٤٨-=  
  ٠ =١٤٤+ س ٩٦- ٢س١٢=  

   ٠=١٢+س ٨ - ٢س      
  ٦ ،  ٢=س  G ٠)=٦-س) (٢-س(   
  
  
  

  سم ٢=يكون حجم الصندوق أكبر ما يمكن عندما س
E ٣ سم١٢٨ =٢)٨(× ٢)= ٢(ق = أكبر حجم  

 + 

+ + + + + + - - - - - - -  
٥  

+ + + + + + 
٧٥٠٠  

- - - - - - -  

١٨  
١٣  

+ + + + + + - - - - - - -  
١٨  
١٣  

١٨  
١٣  

٢
٥  

٦  
- - - -  

 س
 س

 س
 س

١٢ )/ 

١٢ )/ 

 ص
 ب

 ق

 كم ٣٠

 س

×hhhh 
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  : تدريب�
  

نافذة على شكل مستطيل يعلوه نصف دائـرة بحيـث          ) ٨
ينطبق قطرها على أحد أبعاد المستطيل جد أبعاد النافـذة          

تسمح بمرور أكبر كمية من الضوء ، علما بأن محـيط           ل
  .م٨المستطيل 

  
 سم ثُني على شكل مستطيل بحيث مر        ٢٤سلك طوله    )٩

على كل ضلع مرتين ما عدا ضلع واحد فقد مر عليه مرة            
  واحدة ، جد ابعاد المستطيل لتكون مساحته أكبر ما يمكن  

   :الحل�
  مساحة المستطيل  =ق

  ص  × س= ق

   ٢٤=ص ٤+س٣لكن 

Gص  =  

              = ×  س= ق
  

    =ق
  

   ٤=س  G ٠=وعندما ق
  

           ق
  
  

  سم ٤=تكون مساحة المستطيل أكبر ما يمكن عندما س 
                                       G سم ٣= ص  

  
  

  : تدريب�
  

لدى رجل حقل مستطيل يريد أن يسجيه ثم يقـسمه          ) ١٠
اقسام بسياجين يوازيان أحد أبعادة ، فإذا كـان         ألى ثلاثة   

   .م من السياج جد أكبر مساحة يمكن تسيجيها٦٠٠لديه 
  

  
 ٢م٩٠٠يراد إنشاء حديقة مستطيلة الشكل مساحتها       ) ١١

م ، جـد    ٢و أحاطة جميع جوانبها بطريق خارجي عرضه        
   .أبعاد الحديقة التي تجعل المساحةالكلية أقل ما يمكن

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   :الحل�

  المساحة الكلية =ق 

  )٤+ص) (٤+س= (  

  ٩٠٠=ص  ×  لكن س

    Gص  =  

  ) ٤+    ) (     ٤+س= (ق

G س ٤ +           + ٩١٦= ق  

     = ٤+          = ق

  م٣٠+  =س   G ٠ =ق وعندما
  
  

     ق
       

E تكون المساحة الكلية أقل ما يمكن عندما   
  م٣٠=  ص Gم ٣٠=        س

  

و التي تقع في الربـع      )  ، ب  hhhh(مر مستقيم بالنقطة    ) ١٢
 محوري الإحدثيات الموجبين ، جـد أصـغر         الأول فقطع 

  .مساحة للمثلث الناتج 
   :الحل�
  مساحة المثلث =ق

  ص  ×س =     

  من تشابه المثلثين

  

    

                           

  
 E ب=      ×           ب×  س =      ق ×  
  

  × ب =       ق
  

     س
  h -س 

-٣٦٠٠ 
 ٢س

 س٣ – ٢٤
٤  

 ٢س٣- س٢٤
٤  

 س٣ -٢٤ 
٤  

 س ٦ -٢٤ 
٤  

+ + + + + + - - - - - - -  
٤  

 ص

  س
/ / / / / / / / / / / / /  

٩٠٠ 
 س

٩٠٠ 
 س

٣٦٠٠ 
 س
 ٣٦٠٠- ٢ س٤ 

 ٢س

+ + + + + + 

��SJ 

٣٠ ٠ 

- - - - - - -  

  ص
٢ ٢ 

٢ 

٢ 

  س
  

  ٢م٩٠٠

١ 
٢ 

  س

  ص

 h -  س
  

  ب
G                       =   

  

G  ب =ص  ×  

  ص
  ب

     س
  h -س

     س
  h -س

)hب ،( 

 )ص،٠(

 )٠س، (

١ 
٢ 

١ 
٢ 

  ٢س
  h -س 

١ 
٢ 

 )١)(٢س (–) س٢) (h - س   (
  ٢)h –س (

٤١  
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× 
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  ٢hصفر أو =  س G ٠= ق
     
  
  

  تكون مساحة المثلث أقل ما يمكن 
  ب ٢= ص ٢h G=   عندما س

  

E ٢    ×   = أصغر مساحة للمثلثh × ب٢  
) =                          ٢hوحدة مربعة )  ب  

  

يراد صنع صندوق من الخشب الرقيق بدون غطـاء         ) ١٣
حجم على شكل متوازي مستطيلات قاعدته مربعة،جد أكبر        

 دينار، علما بـأن     ١٤٤للصندوق بحيث تبلغ تكلفة إنتاجه      
  .  دنانير٣تكلفة المتر المربع الواحد من الخشب الرقيق 

   :الحل�
  حجم الصندوق = ق

  ع  × س × س   = 

  ع ×٢س=     

   ١٤٤=لكن تكلفة الأنتاج  

  ١٤٤) =مساحة القاعدة + الجانبية المساحة ( ٣

   ١٤٤ ) =٢س+ س ع  ٤( ٣

   = ع G ٤٨ = ٢س+ س ع  ٤

            = × ٢س =ق 

  = ق

  ٤+   =س   G ٠ =ق وعندما
  
  

     ق
       

E  يكون حجم الصندوق أكبر ما يمكن  
  سم٢=عG ٤=          عندما س

E ٣سم٣٢= ٢× ١٦=  أكبر حجم  
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 الصفيح الـلازم لـصناعة علبـة        جد أقل كمية من   ) ١٤
ــغ                    ــث تبل ــدتين بحي ــن القاع ــة م ــطوانية مغلق أس

  .٣ @? @? @? @?١٦ttttسعتها 
   :الحل�

  كمبة الصفيح = ق

  مساحة القاعدة   ×٢+المساحة الجانبية   = 

=    ٢t    ٢ + ع× نق t ٢نق  

G١٦=  ح  لكنt  

t١٦=ع × نق t Gع   =  

G٢= قt ٢ +        ×نقt ٢نق    

=٢t  +       )٢نق(  

  (              )٢t) = نق٢(       +  ٢t= ق

  ٢=نق  ، ٠=وعندما ق

  

     ق
       

E سم٢=أقل ما يمكن عندما نق الصفيح  تكون  كمية   
                                      G سم ٤=  ع  

  
ET�UVا� Wآ��1 م �X٢٤= أt)/ ٢  
  

 ـ ٣٦شكل محيطه   مستطيل ال الصفيح  لوح من   ) ١٥  ،مس
قاعدتين جد ابعاد اللوح المفتوحة على شكل اسطوانة  ني  ثُ

   .حجمها أكبر ما يمكن ليكون
  :الحل�
  
  
  
  

  س  ×٢نقt =حجم الاسطوانة = ق
   ٣٦=ص ٢+س ٢لكن 

   ١٨= ص +     س
Gالإسطوانة محيط قاعدة =  وبما أن  ص  

&' 

  ٢ س– ٤٨
٤   

 + 
٠
٥  

٢h  
 + - - - -  

١ 
٢ 

  ٢ س-٤٨
  س ٤

  ٣ س-س٤٨
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  ٢س٣ -٤٨
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��SJ 

   ٤  

 + + + + + 
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١٦ 
 ٢نق

١٦ 
 ٢نق

١٦ 
  نق
-١٦  

 ٢نق
١٦-  ٣'&٢  

 ٢نق    

+ + + + + + 
٢     ٠  

- - - - - - -  
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  ص
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G٢+  سt ١٨=نق   

  نق ٢t- ١٨= س      

Eق  =t٢- ١٨( ٢نقtنق(  

=     t)٢- ٢نق١٨t٣نق (  

  ) ٢نق٦t- نق٣٦ (t =ق  

G٦t )نق ٦- tصفر)=٢ نق   

G نق= Eنق    أو  =  

  
  
  

    =يكون حجم الاسطوانة أكبر ما يمكن عندما نق
                                                                                  Gسم٦=   س   
                         Gسم١٢=  ص  

  
سلك طوله ل سم تم قطعه جزأين صـنع مـن الأول             )١٦

 أن  ، بـين    مثلث متساوي الأضلاع ومن الثـاني مربـع       
ا تكون النسبة بـين  أقل ما يمكن عندم  مجموع مساحيتهما 
  ٤  : ٣   ٣الجزأين كنسبة 

   :الحل�
  
  
  
  
  مساحة المربع  +مساحة المثلث = ق

 ٢(          ) + ٦٠جا ×٢)   س  (   ×  =   

   ٢)س -ل( +     ٢ س =     

  ١-×)س-ل+      (س=     ق

  ٠=وعندما ق 

G ٠)= س-ل      (-       س  

E س-ل      (=       س (  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   

  =                   
  

              =        × = =            
  

G س =  
  

     ق
  

E   يكون مجموع مساحتي الشكلين أقل ما يمكن  
     #٤  : ٣   ٣ س كنسبة  - ل:عندما س

  
١٧ (hhhhد مستطيل فيه ����    ب hhhh سم ١٠ =����ب  سم ،٨=ب   

على  ل، م نقطتان   سم ، ٦= هههه حيث ب    ����نقطة على ب     هههه
hhhh    د طول كل من ل ب       جْ ،   ٩٠=م   ههههل     حيث ق  ����ب ، د
  ل هـ م د أكبر ما يمكن hhhhضلع م لتكون مساحة ال����م 

  :الحل�
  
   
  
  
  

    م د هل hضلع ممساحة ال= ق 

   مجموع مساحتي المثلثين –مساحة المستطيل    = 

  )ص  ×٤ ×   +  س  × ٦×   (     - ٨٠  = 

  ص ٢ –س ٣ -٨٠ =  

  ْ ٩٠ =٢ ه +١هلكن    

G ٢ هظتا= ١ هظا  

G       =      G س =  

  ص ٢-      - ٨٠ = ق

   = ٢-=       ق 

  ٦+  =ص  G  ٠=وعندما ق
    

     ق
  

E تكون المساحة الكلية أقل ما يمكن عندما   
  سم٤= سG سم٦=       ص

- - - - - - -  
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٠
٥  

- - - -  
٦ 
t 

× 
  س-ل س

١  
٣ 

  ١  س
٣ 

  س

١ 
٢ 

١ 
٣ 

   س-ل
  ٤  

٣ 
٣٦  

١  
  ١٦  

٣ 
١٨  

١  
   ٨  

٣ 
١٨  

١  
   ٨  

٣ 
١٨  

١  
   ٨  

٣ 
١٨  

    س
   س-ل
  

١  
   ٨  

    س
   س-ل
  

١  
   ٨  

١٨ 
   ٣  

  ٩   
   ٣  ٤  

      ٩  

٣   ٤+ ٩  

+ + + + + + 
      س

- - - - - - -  

( > 

١ 
٢ 

١ 
٢ 

 س
٦ 

٤  
 ص

٢٤ 
 ص

٧٢  
 ص

٧٢  
٢ص  

  ٢ص٢ – ٧٢
٢ص   

 + + + + + 
  ٦  

�SJ �  

١٠ 
 د

  م
  ص

 ١ه ٢ه ����
٦)/  

hhhh        
  ل
  
  س

  

 ب

)/٨ 

( )) 

٤٣  

   س-  ل 
    ٤  

 ه

٣    ٣  
     ٤   

  ٠  



 

 


��                                                               ا�	
�	�  ا����ة

ت ��� ا�������   
   

ذ 

��

ا�
د 
�ا
أ�

 :
�ــ
 

ع 

ــ
"ــ

�"
 ا�

ذ
ـــ

   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
 

#
ـــ
ـــ
ـــ
ـــ
ـــ
$ـ
��
 ا�
%ع


�
ا

     


ت  %آ& ا������(� )  #*
   ا��
ب8 ا�	
7#–  5$( أب� ر�
 ا��5
ري – خ%ی�� ا��0ق – ا�-,%اء ا�	�
9�
  ٠٧٨٥٣٠٧٥٥٦:           خ��ي٤١٣٠٥٧٥: ه

 

�� �� ���� 	
� �� �
��� �� ���� 	
� �� �
��� �� ���� 	
� �� �
��� �� ���� 	
� �� �
�        

  
  

  : تدريب�
  

١٨( hhhhمستطيل فيه    د   ����    بhhhh  سـم  ١٠= ����    ب سم ، ٦=ب
ثم وصـل  هههه على استقامته إلى     ���� الضلع د    مدhhhhليقطـع هههه     
 ليكـون  ����الزيادة في طول الـضلع د    جد  نقطة  الفي   ����    ب

  أقل ما يمكن ،  ه ه ه ه � � � �و و ، بhhhhمساحتي المثلثين  مجموع
  
 دار دورة   سـم ،   ٩مثلث قائم الزاوية طول وتـره       ) ١٩

الناتج  كاملة حول أحد ضلعي القائمة جد أكبر حجم للجسم        
  عند الدوران 

   :الحل�

  حجم المخروط = ق

=      t ع × ٢نق  

   ٨١ =٢ع + ٢ لكن نق

  ٢ع – ٨١ =٢تق    

E ق      =t) ع  × )٢ع– ٨١  

      =    t )٣ع – ع ٨١ (  

 )٢ع٣- ٨١(t=     ق

   ٢٧   ± = ع G  ٠=وعندما ق

  E<   ) ٢٧(  وبما أن ق 

E٣  ٣ = ٢٧=  ع يكون حجم الجسم أكبر ما يمكن عندما  

E ٣  ٢٧  )  ٣  ٣( ق=  أكبر حجم  t@ ?٣  

جد أكبر مستطيل من حيث المساحة يمكن رسمه ) ٢٠
  . سم٣داخل دائرة  نصف قطرها 

   :الحل�

  مساحة المستطيل  =ق 
  ص  × س=    

 ٣٦ =٢ص  +٢لكن س

G ٢ص – ٣٦  = س 
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

 ٢ص  – ٣٦  ×  ص = ق

  )٢ص -٣٦ (٢ص =٢ق

  ٤ص – ٢ص٣٦=   

   ٣ص٤- ص ٧٢=ق  ×ق ٢

  ٠=وعندما ق
G ١٨  = ص  

    

     ق
  
  
  

E ٢سم١٨ أكبر مساحة للمستطيل هي  

  
  

  من الشكل المجاور ) ٢١
  جد قيمة س حتى تكون 
  مساحة المثلث المظلل

    أقل ما يمكن
   :الحل�

  مساحة المثلث المظلل = ق
   )س-٨(س٢×)+    س٢-١٢(×٨×+    س× ١٢× (    –١٢×٨ =

  )٢س–س ٨+س ٨-  ٤٨+ س ٦ (– ٩٦=

  ) ٢س – ٤٨+س ٦ (– ٩٦=

   ٢س +٤٨-س ٦- ٩٦= 

   ٦-س٢=ق

   ٣= س G ٠=وعندما ق
    
  

E٣=  تكون مساحة المثلث أقل ما يمكن عندما س  
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جد مساحة أكبر شبه منحرف يمكن رسـمه داخـل          ) ٢٧
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hhhhد ب أكبر ما يمكن    
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