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ن�شع بين اأيدي اأبنائنا الطلبة وزملائنا المعلمين كتاب الريا�شيات لل�شف الثاني ع�شر  للفرعين 
الأدبي، والفندقي وال�شياحي، ان�شجامًا مع النتاجات العامة والخا�شة للمبحث، ومراعاةً لمبادئ 
والبرهان،  والتبرير  الم�شاألة،  حل  مثل:  المحتوى،  اإعداد  في  العالمية  والمحتوى  العمليات  ومعايير 
اأ�شئلة  ت�شمل  متنوعة  اأ�شـاليب  با�شـتخدام  وذلك  والنمذجة،  والتمثيل،  والتوا�شل،  والربط، 
ر وناق�ص، وحل اأ�شئلة عدة باأكثر من طريقة، لتنمية مهارات التوا�شل الريـا�شي،  ث، وفـكِّ تـحدَّ

والتفكير الناقـد لدى الطلبـة، واإك�شابهم مرونة التفكير.
التو�شيحية،  الر�شوم  با�شتخدام  المفهوم  عر�ص  على  التركيز  الكتاب  هذا  اإعداد  في  روعي 

والألوان، والأ�شكال المختلفة، مثل: تف�شير الت�شال عند نقطة هند�شيًّا.
يتكون الكتاب من خم�ص وحدات موزعة على ف�شلين درا�شيين، حيث ي�شم الف�شل الأول 

ثلاث وحدات، هي: النهايات  والت�شال، والتفا�شل، وتطبيقات التفا�شل.
اأما الف�شل الدرا�شي الثاني في�شم وحدتي التكامل وتطبيقاته، و الإح�شاء والحتمالت.

ون�شاأل الله العلي العظيم اأن نكون قد وفّقنا في تقديم هذا الكتاب ليكون نافعًا ومفيدًا.

ب�سم الله الرحمن الرحيم
المقدمة

PB





الفصل
الدراسي

1الأول
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الوحـدة
النهايات والاتصالالأولى

1

يعــد التفا�شــل والتكامل اأحد 
اأهم محــاور الريا�شيات الرئي�شة التي 
تعنى بحل الم�شائل التطبيقية المتنوعة 
في المجــالت الهند�شيــة والفيزيائية 
والقت�شاديــة. اأمــا اللبنــة الأ�شا�شية 
لفهم هذا المحور فتتمثل في مو�شوع 
النهايــات الــذي يبحــث في �شلوك 
القــتران عندمــا يقــترب المتغير �ص 
من عــدد محدد، ومو�شوع الت�شال 
الــذي ي�شــف منحنــى  القــتران، 
والذي يبــين اإذا كان يوجد  ات�شال 
عند نقطة محددة اأم ل، وا�شفًا �شكل 

عدم الت�شال هند�شيًّا.
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Limits and Continuity

يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة اأن يكون قادرًا على:

التعبير عن  الم�شتخدمة في  النهاية وال�شيغة  •  تف�شير مفهوم 
نهاية اقتران عند نقطة.

•  ح�شاب نهاية اقتران )كثير حدود، ن�شبي، مت�شعب( بيانيًّا 
وجبريًّا.

•  تمييز نهاية اقتران عند نقطة، وقيمته عند هذه النقطة.
الحدود،  كثيرات  للاقترانات  نقطة  عند  الت�شال  درا�شة   •

والقترانات المت�شعبة، والقترانات الن�شبية.

11
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Limits النهايات الفصل
الأول

Û تف�شر مفهوم النهاية.
Û ت�شتخدم الرموز في التعبير عن نهاية اقتران عند نقطة.

Û تح�شب نهاية اقتران )كثير حدود، ن�شبي، مت�شعب( بيانيًّا وجبريًّا.
Û تميز نهاية اقتران عند نقطة، وقيمته عند هذه النقطة.

النتاجات

مفهوم النهاية�أولًا

يمثل  الذي   )1-1( ال�شكل  على  اعتمادًا 
اأجب عن  �ص +1،  القتران ق)�ص( =  منحنى 

ال�شوؤالين الآتيين:
ما القيمة التي يقترب منها القتران ق عندما   )1

تقترب �ص من العدد 2 من جهة اليمين؟
ما القيمة التي يقترب منها القتران ق عندما   )2

تقترب �ص من العدد 2 من جهة الي�شار؟

تعرفت في �شفوف �شابقة كيف تجد �شورة عدد تحت تاأثير اقتران معين، و�شتتعرف في هذا الف�شل 
�شلوك القتران عندما يقترب متغيره من عدد ما ، حتى لو لـم يكن القتران معرفًا عند هذا العدد.

اإذا اأردت درا�شة �شلوك القتران ق)�ص( = �ص + 1 عندما تقترب �ص من العدد 2، فاأن�شئ جدولً 
تحدد فيه قيمًا للمتغير �ص حول العدد 2، بحيث يكون بع�شها اأكبر من 2، وبع�شها الآخر اأقل من 2، 

ثم اح�شب قيم ق)�ص( المناظرة لها كما ياأتي:

Concept of Limit

 ال�شكل )1–1(.
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2
32.52.12.012.0011.9991.91.51.11 �ص

43.53.13.013.0012.9992.92.52.12ق)�ص(
3

تعريف

ليكن ق اقترانًا معرفًا على فترة مفتوحة حول العدد اأ. فاإذا اقتربت قيم القتران ق من العدد ل عندما 
يقترب المتغير �ص من العدد اأ، فاإن ل هي نهاية القتران ق عندما تقترب �ص من العدد اأ، وبالرموز:

                   نهـــــــا ق)�ص( = ل   
�ص←اأ

اأنه عندما تقترب �ص من العدد 2 من جهة اليمين )اأكبر من 2(، فاإن ق)�ص(  لحِظ من الجدول 
تقترب من العدد 3، واأنه عندما تقترب �ص من العدد 2 من جهة الي�شار )اأقل من 2(، فاإن ق)�ص( تقترب 

من العدد 3، انظر ال�شكل )1-1(.
عندما تقترب �ص من العدد 2 من جهة اليمين )�ص< 2(، فاإن ق)�ص( تقترب من العدد 3 ، وبالرموز:

 نهــــــــا ق)�ص( = 3 
�ص←2+

وتُقرَاأ: نهاية القتران ق)�ص( عندما تقترب قيم �ص من العدد 2 من جهة اليمين ت�شاوي 3.
وعندما تقترب �ص من العدد 2 من جهة الي�شار)�ص>2(، فاإن ق)�ص( تقترب من العدد3،وبالرموز:

 نهـــــــــا ق)�ص( = 3 
�ص←2-

وتُقرَاأ: نهاية القتران ق)�ص( عندما تقترب قيم �ص من العدد 2 من جهة الي�شار ت�شاوي 3.
لحِظ في هذا المثال اأن:

نهــــــــا ق)�ص( = نهــــــــا ق)�ص( = 3 
�ص←2+                                 �ص←2-

)الي�شار،  التجاهين  كلا  من   2 العدد  من  �ص  اقتربت  كلما   3 العدد  من  تقترب  ق)�ص(  اإن  اإي 
واليمين(، وبالرموز:

نهـــــــا ق )�ص( = 3
�ص←2
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مثال  )1(

اعتمادًا على ال�شكل )1-2( الذي يمثل منحنى القتران ق)�ص( =  ـــــــــــــــــــــــــــ ،
جد قيمة كل مما ياأتي ) اإن وجدت(:

1(   ق )2(
2(   نهــــــــا  ق)�ص( 

�ص←2+

3(   نهــــــــا  ق)�ص( 
�ص←2-

4(   نهـــــــا ق)�ص( 
�ص←2

�ص2 - �ص -2
�ص - 2

الحل
1(  لحِظ اأن مجال القتران ق هو ح - }2{ )لماذا؟(.

اإلى ذلك بر�شم دائرة �شغيرة �شمن  اأ�شير  لذا فاإن ق)�ص( غير معرف عندما �ص = 2،  وقد 
منحنى القتران ق عندما �ص = 2

2(  نهــــــــا  ق)�ص( = 3 
�ص←2+

3(  نهــــــــا  ق)�ص( = 3
�ص←2-

4(  لحِظ في هذا المثال اأن نهــــــــا ق)�ص( = نهــــــــا ق)�ص( = 3؛ اأي اإن قيم ق)�ص( 
                                          �ص←2+                  �ص←2-

تقترب من العدد 3 كلما اقتربت قيم �ص من العدد 2 من كلا التجاهين )الي�شار، واليمين(، 
وبالرموز:

نهـــــــا  ق)�ص( = 3   
�ص←2

 ال�شكل )1–2(.
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مثال  )2(

اعتمادًا على ال�شكل )1-3(  الذي يمثل منحنى القتران المت�شعب

جد قيمة كل مما ياأتي ) اإن وجدت(:
1(   ق )1(

2(   نهــــــــا  ق)�ص( 
�ص←1-

3(   نهــــــــا  ق)�ص( 
�ص←1+

4(   نهــــــــا  ق)�ص(
�ص←1

الحل
لحِظ اأن ق اقتران مت�شعب عندما �ص = 1 ، ومن ال�شكل تجد اأن:

1(  ق)1( = 2
2(  نهــــــــا  ق)�ص( = 1

�ص←1-

3(  نهــــــــا  ق)�ص( = 3
�ص←1+

4(  بما اأن نهــــــــا ق)�ص( ≠ نهــــــــا  ق)�ص(، فاإننا ن�شف �شلوك منحنى القتران ق 
          �ص←1-                             �ص←1+

عندما تقترب قيم �ص من العدد1 بالقول اإن النهاية غير موجودة، 
 وبالرموز:  نهـــــــا  ق)�ص( غير موجودة. 

              �ص←1  

1       ، �ص > 1
2       ، �ص = 1
3       ، �ص < 1 ق)�ص( = }

 ال�شكل )1–3(.
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اعتمادًا على ال�شكل  )1-4( الذي يمثل منحنى القتران

ق )�ص( =  ــــــــــــــــــــ  

جد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:
1(  ق )3(                            2(  نهــــــــا  ق)�ص( 

                                                �ص←3-

3(  نهــــــــا  ق)�ص(             4(  نهـــــــا  ق)�ص( 
�ص←3+                                                               �ص←3

وهذا يعني اأنه لتكون نهــــــا  ق)�ص( موجودة، ل بد من وجود نهــــــا  ق)�ص( و نهـــــــا ق)�ص(،
+ -                           �ص← اأ                       �ص←اأ                                                                                     �ص← اأ

واأن تكون نهـــــــا ق)�ص( = نهـــــــا ق)�ص(
 + -                           �ص← اأ                              �ص← اأ

نهـــــــا ق)�ص( = نهـــــــا ق)�ص( = ل اإذا وفقط اإذا كانت نهـــــــا ق )�ص( = ل
-                                                                                   �ص← اأ +                 �ص←اأ �ص←اأ

اأما اإذا كانت نهـــــــا ق)�ص( ≠ نهـــــــا ق)�ص( فاإن نهـــــــا ق)�ص( غير موجودة.
-                                 �ص←اأ +                  �ص←اأ                      �ص←اأ

1تدريب 

�ص2 - 9
�ص - 3

و�ضح لزميلك بالكلمات �شرط وجود نهاية اقتران عند عدد محدد.
تحدث وناقش 

 ال�شكل )4-1(.
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مثال  )3(

اعتمادًا على ال�شكل )1-5( الذي يمثل منحنى القتران 

جد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:
1(   ق )0(

2(   نهـــــــا  ق)�ص( 
�ص←2

3(   نهـــــــا  ق)�ص( 
�ص←0

الحل
نلاحظ من ال�شكل )1-5( اأن:

ق )0( = 0  )1
نهــــــــا ق)�ص( = 2 ،   نهــــــــا ق)�ص( = 2 ،   )2

�ص←2-                                            �ص←2+

∴   نهـــــــا  ق)�ص( = 2
      �ص←2

نهــــــــا ق)�ص( = 0 ،   نهــــــــا ق)�ص( = 0 ،   )3
 �ص←0-                                    �ص←0+

∴   نهـــــــا  ق)�ص( = 0
    �ص←0

-�ص       ، �ص > 0
�ص          ، �ص ≤ 0  ق)�ص( = }

 ال�شكل )1–5(.
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2تدريب 

اعتمادًا على ال�شكل )1-6( الذي يمثل منحنى القتران ق، 
جد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:

1(  نهـــــــــا  ق)�ص(
�ص← -1   

2(  نهــــــــا  ق)�ص( 
�ص←2

3(  نهــــــــا  ق)�ص( 
�ص←3

مثال  )4(

اعتمادًا على ال�شكل )1-7( الذي يمثل منحنى القتران ق، جد كلاًّ مما ياأتي:
1(   قيمة الثابت اأ، حيث نهـــــــا ق)�ص( = -1

                                    �ص← اأ

2(    قيمة الثابت ب، حيث
         نهــــــــا ق)�ص( = 0

�ص←ب

3(    قيمة الثابت جـ، حيث                                            
         نهــــــــا ق)�ص( غير موجودة.              

�ص←جـ

 ال�شكل )1–6(.

 ال�شكل )1–7(.
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اعتمادًا على ال�شكل )1-8( الذي يمثل منحنى القتران ق، 
جد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(: 

نهـــــــا ق)�ص(         )1
�ص←2  

الثابت اأ ، حيث نهـــــــا ق)�ص( = 0  )2
�ص←اأ                               

الثابت ب، حيث نهــــــــا ق)�ص(  )3
                                         �ص←ب     

غير موجودة.   
 

 ال�شكل )1–8(.

الحل
1(  بما اأن نهـــــــا ق)�ص( = -1 ، فاإن  نهــــــــا ق)�ص( = نهــــــــا ق)�ص( = -1

-                                    �ص←اأ+       �ص←اأ                                           �ص←اأ

يتبين من ال�شكل )1-7( اأنه عندما تكون ق)�ص(  -1 فاإن قيمة �ص تكون قد اقتربت 
من العدد -2 ، اإذن: اأ = -2

2(  نهــــــــا ق )�ص( = 0
�ص←ب

0 عندما �ص  -1، ومنه فاإن ب = -1 يتبين من ال�شكل )1-7( اأن ق)�ص( 
3(  نهــــــــا ق)�ص( غير موجودة، اإذن: نهــــــــا ق)�ص( ≠ نهــــــــا ق)�ص(

�ص←جـ                     �ص←جـ-                                  �ص←جـ+

1 ،  اإذن: جـ = 1 وهذا يتحقق عندما �ص 

3تدريب 
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1(  اعتمادًا على ال�شكل )1-9( الذي يمثل  منحنى القتران ق)�ص( =  ـــــــــــــــــ ،
جد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(: 

 اأ  (  ق)2( 
ب(  نهـــــــا ق)�ص(

�ص←2

جـ(  ق)3( 
د (  نهـــــــا ق)�ص(

 �ص←3

3(  اعتمادًا على ال�شكل )1-11( الذي يمثل 
       منحنى القتران ق، جد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(: 

 اأ  (  نهـــــــا ق)�ص(
�ص←2 

ب(  نهـــــــا ق)�ص(
�ص←1

جـ(  قيمة اأ، حيث نهـــــــا ق)�ص( غير موجودة. 
                              �ص←اأ

د (  قيم ب، حيث نهــــــــا ق)�ص( = �شفرًا.
                                     �ص←ب

2(  اعتمادًا على ال�شكل )1-10( الذي يمثل منحنى
      القتران ق، جد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(: 

 اأ  (  نهــــــــا ق)�ص(
�ص←0.5

جـ(  نهــــــــا ق)�ص(
�ص←2- 

�ص2 - 4
�ص - 2

ب(  نهــــــــا ق)�ص(
�ص←2+

د  (  نهـــــــا ق)�ص(
 �ص←2

الأسئلة

 ال�شكل )1–9(.

 ال�شكل )1–10(.

 ال�شكل )1–11(.
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نظريات النهـاياتثانيًا

اإذا كان ق، هـ اقترانين معرفين على مجموعة الأعداد الحقيقية ح، وكان ل، م  عددين 
حقيقيين، حيث:

نهـــــــا ق)�ص( = ل    ،    نهـــــــا هـ )�ص( = م،
�ص←اأ                                      �ص←اأ

جد نهـــــــا )ق)�ص( + هـ )�ص((.
      �ص←اأ

Limit Theorems

نشاط

اعتمادًا على ال�شكل )1-12( الذي يمثل منحنى كثير الحدود ق)�ص( = 3، اأجب عما ياأتي:  )1
اأ   (  ما درجة القتران ق؟  ما نوعه؟

ب(  جد قيمة كل من:
نهـــــــا ق)�ص(

�ص←2
نهـــــــا ق)�ص(

�ص←0

نهــــــــا ق)�ص(  
�ص←-2

جـ( جد مجموعة قيم الثابت اأ، حيث 
 نهـــــــا ق)�ص( = 3

          �ص←اأ

د (  ماذا تلاحظ؟

نهاية  اإيجاد  ت�شهل  بالنهايات  خا�شة  بنظريات  ال�شتعانة  يتعين  ال�شوؤال،  هذا  عن  للاإجابة   
اقتران عند نقطة، اأو نهاية مجموع اقترانين، اأو حا�شل �شربهما، اأو ناتـج ق�شمتهما عند نقطة، من 

دون الحاجة اإلى تمثيلها بيانيًّا. 

 ال�شكل )1–12(.
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اعتمادًا على ال�شكل )1-13( الذي يمثل منحنى القتران هـ )�ص( = �ص، اأجب عن الأ�شئلة   )2
الآتية:

اأ   (  ما درجة القتران هـ ؟ ما نوعه؟
ب( جد قيمة كل من:
نهـــــــا هـ )�ص(

�ص←2

هـ )�ص( نهـــــــا
 �ص←0

 

هـ )�ص( نهــــــــا
�ص←-2

 ال�شكل )1–13(.جـ (  ماذا تلاحظ؟

اإذا كان اأ، جـ عددين حقيقيين، وكان:
نهـــــــا ق)�ص( = جـ

 �ص←اأ
1( ق)�ص( = جـ  لقيم �ص جميعها، فاإن  

جـ = جـ نهـــــــا
 �ص←اأ

 اأي اإن 

ق)�ص( = اأ نهـــــــا
 �ص←اأ

2( ق)�ص( = �ص ، فاإن  

�ص = اأ  نهـــــــا
 �ص←اأ

 اأي اإن  

نظرية )1(

تحدث وناقش 
عبرِّ بالكلمات عن النظرية )1(.

الدرجة  اأو القتران كثير الحدود من  الثابت  اإيجاد نهاية القتران  ال�شابقة على  النظرية  ت�شاعدك 
الأولى عند عدد معين. ولكن، كيف تجد نهاية مجموع اقترانين، اأو نهاية حا�شل �شربهما عند عدد ما؟

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5

4

311`
2`
3`

2`3`4`5`
1

(¢S)`g
5
6
7

3



23

اإذا كانت اأ، ل، ك، اأعدادًا حقيقيةً، وكانت نهـــــــا ق)�ص( = ل، نهـــــــا هـ)�ص( = ك، فاإن:
                                                                �ص←اأ                            �ص←اأ

نهـــــــا )ق)�ص( + هـ )�ص(( = نهـــــــا ق)�ص( + نهـــــــا هـ )�ص( = ل + ك  )1
�ص←اأ                                               �ص←اأ                       �ص←اأ

نهـــــــا )ق)�ص( - هـ )�ص(( = نهـــــــا ق)�ص( - نهـــــــا هـ )�ص( = ل - ك  )2
�ص← اأ                                               �ص← اأ                      �ص←اأ

نهـــــــا )ق)�ص( × هـ )�ص(( = نهـــــــا ق)�ص( × نهـــــــا هـ )�ص( = ل × ك  )3
�ص←اأ                                                 �ص←اأ                        �ص←اأ

نظرية )2(

مثال  )1(

اإذا علمت اأن نهـــــــا ق)�ص( = 9، نهـــــــا هـ )�ص( = -3، فجد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:
               �ص←1                           �ص←1

1(   نهـــــــا )ق)�ص( + هـ )�ص(( 
 �ص←1

2(  نهـــــــا )ق)�ص( × هـ )�ص((
�ص←1

الحل
1(  نهـــــــا )ق)�ص( + هـ )�ص(( = نهـــــــا ق)�ص( + نهـــــــا هـ )�ص(

�ص←1       �ص←1                     �ص←1

6 = 3- + 9 =                                                    

2(  نهـــــــا ق)�ص( × هـ )�ص(      = نهـــــــا ق)�ص( × نهـــــــا هـ )�ص(
�ص←1                   �ص←1                      �ص←1

27- = 3- × 9 =                                                    
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مثال  )2(

اإذا علمت اأن نهـــــــا )�ص - 1( = 1، نهـــــــا )�ص + 1( = 3، فجد قيمة كل مما ياأتي:
                �ص←2                                 �ص←2

1(  نهـــــــا )�ص2 -1(
�ص←2

2(  نهـــــــا 2�ص
�ص←2

الحل
1(  لحِظ اأن  �ص2 - 1 = )�ص - 1( )�ص + 1(

∴   نهـــــــا )�ص2 - 1( = نهـــــــا )�ص - 1( )�ص + 1(
�ص←2                           �ص←2 

                                    = نهـــــــا ) �ص - 1( × نهـــــــا )�ص + 1(  = 1 × 3 = 3
                                       �ص←2                            �ص←2

2(  لحِظ اأن 2�ص = )�ص - 1( + )�ص + 1( 
∴   نهــــــــا 2�ص = نهـــــــا ))�ص - 1( + )�ص + 1(( 

 �ص←2                �ص←2

                             = نهـــــــا )�ص - 1( + نهـــــــا )�ص + 1(  = 1 + 3 = 4 
                                   �ص←2                          �ص←2

نهاية حا�شل  واأن  الثابت،  قيمة هذا  ت�شاوي  ما  عند عدد  الثابت  القتران  نهاية  اأن  تعلمت 
�شرب اقترانين عند عدد ما ت�شاوي حا�شل �شرب نهايتي القترانين عند هذا العدد، فكيف تجد 

نهاية حا�شل �شرب ثابت في اقتران عند عدد ما؟
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اإذا كانت اأ، جـ، ل اأعدادًا حقيقيةً، وكانت  نهـــــــا ق)�ص( = ل، فاإن:  
                                                    �ص←اأ

نهـــــــا جـ ق)�ص( = جـ × نهـــــــا ق)�ص(  =  جـ × ل
 �ص←اأ                                        �ص←اأ

اإذا كانت نهاية كل من ق1)�ص( ، ق2)�ص(، ... ، قن  )�ص( موجودة عند �ص = اأ، فاإن:
1(  نهـــــــا )ق1)�ص( + ق2)�ص( + ... + قن )�ص((

 �ص←اأ 

= نهـــــــا ق1)�ص( + نهـــــــا ق2)�ص( + ... + نهـــــــا قن )�ص(
           �ص←اأ                        �ص←اأ                                   �ص←اأ

نهـــــــا )ق1)�ص( × ق2)�ص( × ... × قن )�ص((   )2
 �ص←اأ

= نهـــــــا ق1)�ص( × نهـــــــا ق2)�ص( × ... × نهـــــــا قن )�ص(
     �ص←اأ                         �ص←اأ                                   �ص←اأ

يمكن تعميم الجزاأين الأول والثالث من النظرية )2( على اأي عدد من القترانات وفق النتيجة الآتية:

لحِظ من الفرع )2( للنتيجة )2( اأن:
نهـــــــا )ق)�ص((ن = نهـــــــا ق)�ص( × ق)�ص( ×...× ق)�ص( ، حيث ن عدد طبيعي.

�ص←اأ                          �ص←اأ

                             = نهـــــــا ق)�ص( × نهـــــــا ق)�ص( ×...× نهـــــــا ق)�ص(
                                         �ص←اأ                        �ص←اأ                                  �ص←اأ

                            = )نهـــــــا ق)�ص((ن
                                           �ص←اأ

ن من المرات

ن من المرات

1نتيجة

2نتيجة
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)3( 

)4( 

مثال 

مثال 

جد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:
1(   نهـــــــا �ص3                     2(  نهـــــــا )�ص3 + 4�ص2 - 5�ص - 7(   

�ص←3                                         �ص←2
 

جد قيمة نهـــــــا )3�ص3  + 5�ص + 7(
        �ص←1    

الحل

الحل

نهـــــــا �ص3 = )نهـــــــا �ص(3 = ) 3 (3 = 27  )1
�ص←3                �ص←3

نهـــــــا )�ص3 + 4�ص2 -5�ص-7( = نهـــــــا �ص3 + نهـــــــا 4�ص2 - نهـــــــا5�ص - نهـــــــا 7  )2
�ص←2                                               �ص←2              �ص←2                 �ص←2               �ص←2

                                                    = )نهـــــــا �ص(3+ 4)نهـــــــا�ص(2 - 5نهـــــــا�ص - نهـــــــا 7 
                                                           �ص←2                     �ص←2                  �ص←2            �ص←2

7 = 7 - 10 - 16 + 8 =                                                   
القتران الوارد في المثال ال�شابق هو اقتران كثير حدود. ومن النتائج ال�شابقة يمكن �شياغة النتيجة الآتية:

بما اأن ق)�ص( = 3�ص3  + 5�ص + 7 اقتران كثير حدود، فاإن: 
نهـــــــا ق)�ص( = ق)1( = 3)1(3 + 5)1( + 7 = 15

�ص←1

اإذا كان القتران ق كثير حدود، فاإن نهـــــــا ق)�ص( = ق) اأ (
                                                �ص←اأ

اأي اإن نهاية اقتران كثير الحدود عند عدد ما ت�شاوي قيمته عند هذا العدد، وتح�شب بالتعوي�ص المبا�شر.

3نتيجة
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مثال  )5(
اإذا علمت اأن نهـــــــا )ق)�ص( + �ص +1( = 9، فجد قيمة نهـــــــا )ق)�ص((2

                 �ص←2                                                                       �ص←2

الحل
نجد نهـــــــا ق)�ص( اأولً.

�ص←2

نهـــــــا )ق)�ص( + �ص + 1( = 9
�ص←2

نهـــــــا ق)�ص( + نهـــــــا �ص + نهـــــــا 1 = 9
�ص←2                      �ص←2             �ص←2

نهـــــــا ق)�ص( + 2 + 1 = 9
�ص←2

∴    نهـــــــا ق)�ص( = 9 - 3 = 6
           �ص←2

لذا فاإن: نهـــــــا )ق)�ص((2 = )نهـــــــا ق)�ص((2 = )6(2 = 36
                �ص←2                               �ص←2

1تدريب 
جد قيمة كل مما ياأتي:

1(  نهـــــــــا )�ص6 - 5�ص2 + 4�ص + 9(
�ص←-1

2(  نهـــــــــا )7�ص2 + 5�ص( )�ص2 + �ص -10(
�ص←-1

3(  نهـــــــــا )�ص2  + 5�ص(3
�ص←-1

2تدريب 
اإذا كانت نهــــــــا )ق)�ص( + �ص3 - 3( = 5 ، فجد قيمة نهــــــــا 3)ق)�ص((2

                  �ص← -1                                                                        �ص← -1
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مثال  )6(

 فجد  قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:
1( ق)2(            2( نهـــــــا ق)�ص(                  

                      �ص←1

3( نهـــــــا ق)�ص(                        4( نهـــــــا ق)�ص(    
�ص←3                                                   �ص←2

الحل
لحِظ اأن ق اقتران مت�شعب، ومنه: 

1(  ق)2( = )2(2 = 4 )لماذا؟(.

2(  نهـــــــا ق)�ص( = نهـــــــا )5�ص + 1( = 5 × 1 + 1= 6
�ص←1    �ص←1

3(  نهـــــــا ق)�ص( = نهـــــــا �ص2  = )3(2 = 9
�ص←3    �ص←3

4(  لحِظ اأن �ص = 2 هي القيمة التي يت�شعب عندها القتران. 
نهــــــــا ق)�ص( = نهــــــــا )5�ص + 1( = 5×2 + 1 = 11

�ص←2-                    �ص←2-

نهــــــــا ق)�ص( = نهـــــــا �ص2 = )2(2 = 4
�ص←2+                    �ص←2+

بما اأن نهــــــــا ق)�ص( ≠ نهــــــــا ق)�ص(، فاإن نهــــــــا ق)�ص( غير موجودة.
          �ص←2-                     �ص←2+                          �ص←2

5�ص +1       ، �ص > 2
�ص2                ، �ص ≤ 2 اإذا كان ق)�ص( = }
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�ص2 + 1        ، �ص ≥ 3
4�ص - 2      ، �ص < 3  اإذا كان ق)�ص( = }  )1

3تدريب 

 فجد  قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:
 اأ  ( ق)2(          ب( نهـــــــا ق)�ص(                  

                     �ص←1

جـ( نهـــــــا ق)�ص(                     د  ( نهـــــــا ق)�ص(    
�ص←4                                                 �ص←3

اإذا كان ق)�ص( = }  )2

اإذا كان ق اقترانًا مت�شعبًا، وكان القتران ق يت�شعب عند �ص = اأ، فاإن
نهـــــــا ق)�ص( تكون موجودة اإذا كانت  نهــــــــا ق)�ص( = نهـــــــا ق)�ص(

- �ص← اأ                 �ص← اأ+                              �ص← اأ

حيث �ص = مجموعة الأعداد ال�شحيحة، 
فجد  نهـــــــا ق)�ص( )اإن وجدت(.

    �ص←3

�ص + 6       ، �ص  �ص
4�ص + 1    ، �ص  �ص

مثال  )7(

�ص3 + 1             ، �ص > 3
20                    ، �ص = 3

اإذا كان هـ )�ص( = } اأ �ص + 1           ، �ص < 3 

وكانت نهـــــــا هـ )�ص( موجودة، فما قيمة الثابت اأ ؟
       �ص←3

4نتيجة
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الحل
بما اأن نهـــــــا هـ )�ص( موجودة، فاإن نهــــــــا هـ )�ص( = نهــــــــا هـ )�ص( 

�ص←3                                            �ص←3-                                   �ص←3+

∴ نهــــــــا )�ص3 + 1( = نهـــــــا )اأ�ص + 1(
�ص←3-                                            �ص←3+

ومنه: )3(3 + 1  = 3اأ + 1 
                    28 = 3اأ + 1

                    27 = 3اأ
               ∴     اأ = 9

4تدريب 

وكانت نهـــــــا ق)�ص( = 16، نهـــــــا ق)�ص( موجودة، فما قيمة كل من الثابتين: اأ، ب؟
       �ص←3                               �ص←1

5�ص - اأ           ، �ص > 1
ب �ص2 + 7      ، �ص ≤1

5�ص3          ، �ص >اأ
40            ، �ص ≤اأ

1( اإذا كان ق)�ص( = }

2( اإذا كان ق)�ص( = }

وكانت نهـــــــا ق)�ص( موجودة، فما قيمة الثابت اأ ؟
        �ص←اأ
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1( اإذا علمت اأن نهـــــــا ق)�ص( = 8، نهـــــــا هـ )�ص( = -2، فجد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:
            �ص←3                          �ص←3 

اأ  (  نهـــــــا )4ق)�ص( + 2هـ )�ص((                   ب( نهـــــــا )ق)�ص( - 2هـ )�ص((
        �ص←3                                                                              �ص ←3 

جـ( نهـــــــا )ق)�ص( × هـ )�ص((                         د ( نهـــــــا 5ق)�ص(
        �ص←3                                                                              �ص←3 

هـ( نهـــــــا )2ق)�ص( + 1(                                و ( نهـــــــا ))هـ )�ص((3 + 3�ص - 7(
       �ص←3                                                                               �ص←3 

ز ( نهـــــــا )2ق)�ص( + 3هـ )�ص( + 2�ص + 4( 
       �ص←3                                                                 

2(  جد قيمة كل مما ياأتي:
 اأ   (  نهــــــــا )3�ص4  - 5�ص3 + 6�ص - 7(

          �ص←-2   
ب(  نهـــــــا )�ص2 + 1( )�ص3 + 5�ص - 2(

            �ص←1
جـ(  نهــــــــا )�ص3 + 2(5

         �ص←-1
3(  اإذا كانت نهــــــــا )3ق)�ص( + 2�ص + 1( = 27، فجد نهـــــــــا )ق)�ص((3

                �ص←-2                                                                       �ص←-2

4(  اإذا كانت نهـــــــا )م �ص2 + 5�ص +1( = 25، فما قيمة الثابت م؟
                 �ص←3

اأ ( نهـــــــا ق)�ص(                  ب( نهـــــــــا ق)�ص(              جـ( نهـــــــا ق)�ص(  
              �ص←1                                             �ص←-2                                        �ص←0

الأسئلة

4�ص+ 1         ،  �ص > 0
 5 -  �ص2        ،  �ص ≤ 0

،  فجد قيمة كل مما ياأتي: 5(  اإذا كان ق)�ص( = }
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�ص2 +1      ،   �ص ≠ 3
8               ،   �ص = 3

اأ �ص + 4         ،   �ص > 2
5�ص2 + اأ         ،   �ص ≤ 2

 3�ص - اأ        ،  �ص > 2      
10                ،  �ص < 2

6(  اإذا كان هـ )�ص( = }

7(  اإذا كان ق)�ص( = }

9(  اإذا كان ق)�ص( = }

فجد قيمة كل مما ياأتي:
اأ ( نهـــــــا هـ )�ص(          ب( نهـــــــا هـ )�ص(          جـ( هـ )3(  

      �ص←5                                            �ص←3                

وكانت نهـــــــا ق)�ص( موجودة، فما قيمة الثابت اأ ؟
               �ص←2

�ص2 + 1          ،  �ص > 2
5�ص                ،  2 ≥ �ص ≥ 6  

�ص2 - 6          ،  �ص < 6 8(  اإذا كان ق)�ص( = }

فجد قيمة كل من النهايات الآتية )اإن وجدت(:
اأ  ( نهـــــــا ق)�ص(                ب( نهـــــــا ق)�ص(

       �ص←0                                           �ص←2

جـ( نهـــــــا ق)�ص(               د  ( نهـــــــا ق)�ص(
         �ص←4                                        �ص←6

 وكانت نهـــــــا ق)�ص( موجودة، فجد قيمة الثابت اأ ؟
                �ص←2
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نهاية خارج قسمة اقترانينثالثًا

اإذا كان ق)�ص( =                      ، فما قيمة نهـــــــا ق)�ص(؟
               �ص←1

لحِظ اأن ق هو اقتران ن�شبي لأنه خارج ق�شمة اقترانـي كثيري حدود، هما: 2�ص +1، �ص2 +1، 
والنظريات التي در�شتها �شابقًا لـم تناق�ص هذه الحالة؛ لذا فاإن نهاية هذا النوع من القترانات يمكن 

اإيجادها با�شتخدام النظرية الآتية:

Limit of Quotient of Two Functions

2�ص + 1
�ص2 + 1

اإذا كانت اأ، ل، ك اأعدادًا حقيقيةً، وكانت نهـــــــا ق)�ص( = ل، نهـــــــا هـ )�ص( = ك، فاإن:
               �ص← اأ                           �ص← اأ

نهـــــــا                =                             =          حيث ك ≠ �شفرًا.  )1
 �ص←اأ  

نهـــــــا                 غير موجودة ، اإذا كان ل ≠ �شفرًا ، ك = �شفرًا.  )2
 �ص←اأ

نظرية

هـ )�ص(
ق)�ص(

هـ )�ص(
ق)�ص(

نهـــــــا ق)�ص(
�ص←اأ

نهـــــــا هـ )�ص(
�ص←اأ

ل
ك

مثال  )1(

اإذا علمت اأن نهـــــــا ق)�ص( = 6، نهـــــــا هـ )�ص( = -2، فجد قيمة كل مما ياأتي:
                 �ص←1                           �ص←1

1(  نهـــــــا                                            2( نهـــــــا 
هـ )�ص(�ص←1                                   �ص←1

ق)�ص( + 3�ص ق)�ص(
هـ )�ص( + 2
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الحل

الحل

1(  نهـــــــا                  =                               =              =  -3
�ص←1             

2(  نهـــــــا                            =                                        =
�ص←1

=                     =
∴ النهاية غير موجودة.

2 + 2-
3 + 6

0
9

ق)�ص( + 3�ص
هـ )�ص( + 2

هـ )�ص(
ق)�ص(

نهـــــــا ق)�ص(
�ص←1

نهـــــــا هـ )�ص(
�ص←1

نهــــــا ق)�ص( +3�ص
�ص←1

نهـــــــا ق)�ص( + نهـــــــا 3�ص
�ص←1                     �ص←1

نهــــــا هـ )�ص( +2
�ص←1

نهـــــــا هـ )�ص( + نهـــــــا 2
�ص←1                       �ص←1

2-
6

مثال  )2(

جد قيمة النهاية في كل مما ياأتي )اإن وجدت(:

نهـــــــا                               )1
�ص←2  

نهـــــــا  )3
�ص←1

�ص2 +1
�ص +3

�ص  - 5 
�ص + 15

5
�ص - 1 

نهـــــــا  )2
�ص←5

       نهـــــــا                   =                                 =              =  1
        �ص←2          

       نهـــــــا                    =                  =             = 0
        �ص←5        

نهــــــا )�ص2 + 1(
�ص←2

نهــــــا )�ص + 3(
�ص←2

5
5

20
0 5 - 5

15 + 5

�ص2 + 1
�ص + 3

�ص  - 5 
�ص + 15

)1

)2

عند تعوي�ص �ص = 1، يتبين اأن المقام ي�ضبح م�ضاويًاا لل�ضفر، واأن الب�ضط = 5؛ لذا فاإن النهاية غير   )3
موجودة.
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�ص2  - 25 
�ص + 5

�ص  + 3 
�ص2 - 4

2�ص  - 4 
�ص + 3

�ص2 - 1 
�ص + 3

1تدريب 

جد قيمة النهاية لكل مما ياأتي )اإن وجدت(:

نهـــــــا  )1
�ص←1 

نهـــــــا  )3
�ص←2

نهـــــــا  )2
�ص←2

نهـــــــا  )4
�ص←3

الن�شبي �شفرًا لكل من  القتران  بقيمة �ص في  المبا�شر  التعوي�ص  ناتج  الأحيان يكون  بع�ص  في 
يُكتب القتران على  لذا  بعينه؛  ت�شاوي عددًا  القيمة معينة لأنها ل  تعد هذه  الب�شط والمقام، ول 

�شورة مكافئة با�شتخدام اإحدى الطرائق الآتية:

اإلى العوامل، ال�شرب في مرافق الجذر التربيعي، توحيد المقامات، ثم تُ�شتخدم نظريات  التحليل 
النهايات كما في الأمثلة الآتية:

مثال  )3(

جد نهـــــــا                             
�ص←2  

الحل
ناتج التعوي�ص المبا�شر لكل من الب�شط والمقام �شفر، وكل منهما كثير حدود؛ لذا نحلل الب�شط 

باإخراج 5�ص عاملًا م�شتركًا.

5�ص2 - 10�ص
�ص - 2

لحِظ اأنه يمكن اخت�شار )�ص-2(؛ لأنه عندما �ص تقترب من 2،  �ص -2 ≠ �شفرًا.

5�ص2  -10�ص
�ص - 2

5�ص  )�ص - 2(
�ص - 2 

نهـــــــا 
�ص←2

نهـــــــا 
�ص←2

نهـــــــا 5 �ص = 10
�ص←2 ==

1

1
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مثال  )4(

جد قيمة كل مما ياأتي:  

الحل

1(  لحِظ اأنه ل يمكن ا�شتخدام نظريات النهايات في اإيجاد قيمة النهاية في الفرعين )لماذا؟(.

 )2

�ص - 2
�ص3 - 8 �ص2 + 5�ص + 6

�ص2  - 9

)�ص-2()�ص2+2�ص + 4(
�ص-2

نهــــــــا 
�ص←-3

نهـــــــا 
�ص←2

نهــــــــا 
�ص←-3

نهـــــــا 
�ص←2

نهـــــــا 
�ص←2

نهــــــــا
�ص←-3

=

=

= 12 =

)لماذا؟(.

==

=

نهـــــــــا                               )1
�ص←-3  

نهـــــــا  )2
�ص←2

)�ص-3(
)�ص+2( �ص2 + 5�ص + 6

�ص2  - 9
)�ص+3()�ص+2(
)�ص-3()�ص+3(

6-
1-

6
1

)�ص-2()�ص2 + 2�ص + 4(
�ص -2

�ص2  + 3�ص 
�ص + 3

�ص4  + 27�ص 
�ص + 3

�ص2  - 2�ص 
5�ص - 10

2تدريب 

جد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:

نهــــــــا                               )1
�ص←-3  

نهــــــــا       )3
�ص←-3

نهـــــــا  )2
�ص←2

نهـــــــا  )4
�ص←3

�ص2- 6�ص + 9
�ص2 - 9

�ص - 2
�ص3 - 8

1

1

1

1
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مثال  )5(

جد نهـــــــا                             
�ص←1  

الحل

�ص - 1
�ص  - 1 

�ص - 1= 0،  نهـــــــا �ص - 1 = 0، فاإنه ل يمكن ا�شتخدام نظريات النهايات. بما اأن نهـــــــا  
   �ص←1         �ص←1

؛ �ص - 1(  هو   )   �ص + 1( ولأن مرافق  ) 

 )لماذا؟(.
                    

فاإنه يُ�شرب في المقدار:  

2
1

)�ص -  1(
1�ص -  1 

نهـــــــا                             
�ص←1  

نهـــــــا                             
�ص←1  

نهـــــــا                             
�ص←1  

نهـــــــا                             
�ص←1  

=

= =

*

=

حُلَّ مثال )5 ( بطريقة اأخرى م�شتخدمًا تحليل المقدار )�ص - 1( فرقًا بين مربعين.

3�ص - 15
�ص - 2�ص +20 - 5

3تدريب 

جد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:

نهـــــــا                               )1
�ص←5  

نهـــــــا  )2
�ص←2

�ص + 2 - 2

)   �ص + 1(
)   �ص + 1(

)   �ص + 1( )   �ص + 1(

)   �ص + 1(
)   �ص + 1(

�ص - 1
�ص - 1

�ص - 1
�ص - 1

فكر وناقش 

1

1
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�ص + 1

4تدريب 

مثال  )6(

الحل
ل يمكن ا�شتخدام نظريات النهايات )لماذا؟(.

لحِظ اأن الب�شط يمثل عملية طرح ك�شور؛ لذا يجب توحيد المقامات في الب�شط:

جد نهـــــــا                             
�ص←2  

جد نهـــــــا                             
�ص←2  

نهـــــــا                             
�ص←2  

نهـــــــا                             
�ص←2  

2�ص - 4
�ص
1

2
1 -

�ص - 2
�ص+1

1
3
1 -

2�ص)2�ص-4(

2�ص - 4
�ص
1

2
1 -

2�ص - 4
2�ص

2 - �ص
=

) لماذا )-1(؟ (.

نهـــــــا                             
�ص←2  

نهـــــــا                             
�ص←2  

نهـــــــا                             
�ص←2  

2 - �ص

4�ص
1-

8
1-

=

=

==

4�ص)�ص-2(
2 - �ص

1

1-



39

اإذا كانت نهـــــــا ق)�ص( = 3، نهـــــــا هـ )�ص( = 9، فجد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:  )1
        �ص←2                           �ص←2 

اأ  ( نهـــــــا                                             ب( نهـــــــا  
        �ص←2                                                              �ص←2 

جد قيمة النهاية في كل مما ياأتي عند النقطة المبينة اإزاء كل منها )اإن وجدت(:  )2

�ص←�شفر    ، اأ   (  ق)�ص( =                       

�ص←1    ، ب(  هـ)�ص( =                      

�ص←4      ، جـ(  ل)�ص( =                      

�ص←3     ،  د (  م)�ص(  =                   

�ص←7      ، هـ (  ك)�ص( =                    

�ص←8    ،  و (   د)�ص( =                         

�ص←7    ،         ز (  و)�ص(  =                        

الأسئلة

هـ )�ص( + 1
ق)�ص( + �ص -5

�ص2 + 1
�ص + 8

�ص2 + 5�ص
�ص - 1

�ص2 - 3�ص - 4
12 - 3�ص
�ص3  - 27 

3�ص2  - 9�ص  

هـ )�ص(
ق)�ص(

2�ص - 14
�ص - 2

1
5
1 -

�ص - 8
�ص +1 - 3

�ص - 7
3-   �ص + 2 
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اإذا كان ق)�ص( = �ص، فجد نهـــــــــا   )3
                                                  �ص←-3

اإذا علمت اأن نهـــــــا ق)�ص( = -7،   نهـــــــا هـ )�ص( = 2، فبينِّ اأن:  )4
        �ص←5     �ص←5

نهـــــــا                                    = -4
       �ص←5

اإذا كان ق)�ص( =                  ،  فجد نهـــــــا   )5
                                                                هـ←0

)*(  ال�شوؤال من اأ�شئلة الختبارات الدولية.

�ص2  + �ص - 2
�ص2  - 1  6(*  جد نهـــــــا                             

�ص←1 

ق2)�ص( - ق)9(
�ص + 3

2ق)�ص( - 3هـ)�ص(
ق)�ص( + �ص + 7

ق)�ص + هـ( - ق)�ص(
هـ �ص - 2 

1
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نهاية اقتران الجذر النونير�بعًا

اإذا كانت نهـــــــا ق)�ص( = -8 ، فجد نهـــــــا                   + �ص + 2
               �ص←1           �ص←1

يمكن الإجابة عن ال�شوؤال ال�شابق با�شتخدام النظرية الآتية:

Limit of nth Root Function

اإذا كان اأ ، ل عددين حقيقيين، وكان ن عددًا طبيعيًّا، وكانت نهـــــــا ق)�ص( = ل، فاإن:
                                                                                                                �ص← اأ

نهـــــــا                   =                               =
اأ �ص←

ا زوجيًّا فاإنه يُ�ضترط اأن تكون  ل < �شفر.                  واإذا كان ن عددًا

نظرية

مثال  )1(

اإذا كان ق)�ص( =                     ، هـ )�ص( =                     ، فما قيمة كل مما ياأتي:

نهـــــــا ق)�ص(    2(  نهــــــــــــا ق)�ص(  )1
11          �ص←5                                �ص←-

3( نهـــــــا هـ )�ص(                         4( نهــــــــــــا هـ )�ص(
        �ص←1                               �ص←-8

�ص + 3

ق)�ص( لن ن

�ص + 3 3

نهـــــــا ق)�ص(  ن
اأ  �ص←

يمكن القول اإن نهاية الجذر النوني لقتران عند عدد ما ت�شاوي الجذر النوني لنهاية القتران عند 
هذا العدد، واإنه اإذا كان ن عددًا زوجيًّا وجب اأن تكون نهاية القتران موجبة.

ق)�ص( 3
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مثال  )2(

اإذا كانت نهـــــــا ق)�ص( = 64، فجد قيمة كل مما ياأتي:
                   �ص←3

ق)�ص(  3 ق)�ص(                     2(  نهـــــــا نهـــــــا   )1
         �ص←3                                         �ص←3

2 = 8 3 �ص + 3  = 3 نهـــــــــا ق)�ص(  =  نهــــــــا  )1
         �ص←5                         �ص← 5

2- =  8- 3 �ص + 3 = 3 نهــــــــــا ق)�ص( =  نهــــــــــــا  )2
        �ص←-11                     �ص←-11

2 = 4 �ص + 3 =   3(  نهـــــــــا هـ )�ص( =  نهــــــــا  
         �ص←1                          �ص←1

4(  لحِظ اأن ن = 2 )عدد زوجي(، نهـــــــــا )�ص + 3( =  -5 )قيمة �شالبة(
         �ص←-8

�ص + 3 غير موجودة؛ نظرًا اإلى عدم وجود جذر تربيعي ∴ نهــــــــا  هـ )�ص( = نهـــــــــا  
       �ص←-8                      �ص←-8

حقيقي للعدد ال�شالب.

8  = 64  =
  
نهـــــــا ق)�ص(     

�ص←3   
ق)�ص(  =  نهـــــــا   )1

�ص←3   

4  = 64 3  = نهـــــــا ق)�ص(      3
�ص←3

 
ق)�ص( = 3 نهـــــــا  )2

�ص←3                  

الحل

الحل

1تدريب 

اإذا كانت نهـــــــا ق)�ص( = 24، نهـــــــا هـ )�ص( = 8، فجد قيمة ما ياأتي )اإن وجدت(:
          �ص←3           �ص←3

ق)�ص( - هـ )�ص( + �ص هـ )�ص((  نهـــــــا )
�ص←3



43

تن�ص النظرية على اأنه اإذا كان ن عددًا زوجيًّا، و نهـــــــا ق)�ص( < �شفر، فاإن:
           �ص← اأ

ق)�ص(  تكون موجودة. ولكن، ماذا لو كانت نهـــــــا ق)�ص( = 0؟  ن نهـــــــا
�ص← اأ                �ص← اأ

اإذا كان  ق )�ص( = �ص - 5، فاإن نهـــــــا ق)�ص( = 0
           �ص←5

�ص - 5  = 0 )لماذا؟(. لحِظ اأن  نهــــــــا 
                �ص←5+

�ص - 5 غير موجودة )لماذا؟(. في حين نهــــــــا 
               �ص←5-

�ص - 5 غير موجودة. ،  فاإن نهـــــــا  �ص - 5 �ص - 5  ≠ نهــــــــا  وبما اأن نهــــــــا 
             �ص←5+                                                      �ص←5-              �ص←5

وبوجه عام:

اإذا كانت نهـــــــا ق)�ص( = �شفرًا، وكان ن عددًا زوجيًّا، فاإن:
               �ص← اأ

ق)�ص( = 0 اإذا كان ق)�ص( < 0 من جهتي اليمين والي�شار عند )�ص = اأ(، ن نهـــــــا 
�ص← اأ

وتكون غير موجودة اإذا كان ق)�ص( > 0 على اإحدى جهتي )�ص = اأ(، اأو كلتيهما.

مثال  )3(

جد قيمة كل نهاية من النهايات الآتية )اإن وجدت(:

�ص - 9  �ص - 9   2(  نهــــــــا  نهــــــــا   )1
         �ص←9+                               �ص←9-

 
)�ص - 9(2

4
�ص - 9   4(  نهـــــــا نهـــــــا   )3
         �ص←9                               �ص←9
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�ص - 9  = 0 اإذا كان �ص←9+ ،  فاإن �ص - 9 <0،  ومنه:  نهــــــــا   )1
                   �ص←9+

�ص - 9 غير موجودة. اإذا كان �ص←9- ، فاإن �ص - 9 >0،  ومنه: نهــــــــا   )2
                �ص←9-

�ص - 9 غير موجودة. �ص - 9 غير موجودة، فاإن نهـــــــا  بما اأن  نهــــــــا   )3
    �ص←9-        �ص←9

لحِظ اأن )�ص - 9(2  <0 عندما تكون �ص < 9، وعندما تكون �ص > 9  )4

0 = 
)�ص - 9(2 4        ومنه: نهـــــــا

     �ص←9

الحل

2تدريب 

جد نهاية كل اقتران من القترانات الآتية )اإن وجدت(:

�ص2  2�ص + 1        2(  نهـــــــــا  نهـــــــا   )1
         �ص←4                                               �ص←-1

�ص - 1   �ص - 1                        4( نهـــــــا  4 3( نهـــــــا 
       �ص←1-                                               �ص←1+

2�ص   �ص - 1                           6( نهـــــــا 4 5( نهـــــــا 
       �ص←1                                                �ص←0

ق)�ص(  تكون دائمًا غير ن ادَّ عى خالد اأنه اإذا كانت نهـــــــا ق)�ص( = �شفرًا، فاإن نهـــــــا 
          �ص←اأ                                    �ص←اأ

عائه معززًا اإجابتك بالأمثلة. موجودة. ناقِ�ص �شحة ادِّ

فكر وناقش 
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1( اإذا علمت اأن نهـــــــا ق)�ص( = -64، فجد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:
            �ص←3                         

ق)�ص(  3 اأ  (  نهـــــــا
        �ص←3  

ق)�ص(             ب( نهـــــــا
        �ص←3          

ق)�ص( + �ص2  + 5�ص - 3( 3 جـ( نهـــــــا ) 
        �ص←3   

ق)�ص(      + �ص - 5(
2 5 د( نهــــــــا )

      �ص←3                                                                 

2(  جد قيمة كل مما ياأتي )اإن وجدت(:

�ص - 3   اأ   (  نهـــــــــا 
          �ص←3+   

+ �ص2  - 4( 3 - �ص 3 ب  (  نهــــــــــا )
            �ص←-5

4 - �ص2  3 جـ ( نهـــــــــا 
         �ص←-2

4 - �ص2  4  د ( نهــــــــا 
        �ص←2

الأسئلة
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Continuity الاتصال الفصل
الثاني

Û تف�شر مفهوم الت�شال عند نقطة هند�شيًّا.
Û تبحث ات�شال اقتران كثير حدود، ومت�شعبًا، ون�شبيًّا عند نقطة.

Û تطبق نظريات الت�شال في بحث الت�شال عند نقطة لمجموع اقترانين، اأو الفرق بينهما، اأو حا�شل �شربهما.
Û تحدد نقاط عدم الات�ضال لاقترانات ن�ضبية.

النتاجات

الاتصال عند نقطة�أولًا

ل ال�شكل )1-14(، ثم اأجب عن ال�شوؤال الذي يليه: تاأمَّ

Continuity at a Point

 ال�شكل )1–14(.

شكل  (١-١٤ )

5 6

 (¢S)  `g
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  2

 2

4

4
5
6

3

3

1
1
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 (¢S)  ¥

 2

 2
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4
5
6

3

3

1
1

¢U

5 6

 (¢S)  ´

¢S
  2

 2

4

4
5
6

3

3

1

1

¢U

5 6

 (¢S)  ∫

¢S
  2

 2

4

4
5
6

3

3

1
1
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ماذا تلاحظ على منحنيات القترانات: ق، هـ، ل، م؟
يتبين من ال�شكل )1-14( اأن:

القتران ق غير معرف عندما �ص = 2،  فـظهر انـقطاع على �شورة ثقب في منحنى القتران ق  	•

عندما  �ص = 2
نهـــــــا هـ )�ص( غير موجودة؛ لأن نهـــــــا هـ )�ص( ≠ نهـــــــا هـ )�ص(، فـظهرت قـفـزة فـي 	•

�ص←2                                                    �ص←2-                      �ص←2+

       منحنى القتران هـ عندما �ص = 2
نهـــــــا ل)�ص( ≠ ل)2(؛ لذا ظهرت فجوة في منحنى القتران ل عندما �ص = 2  	•

�ص←2  

ع)2( = 2، نهـــــــا ع )�ص( موجودة، نهـــــــا ع )�ص( = ع )2(، ولـم يظهر انقطاع فـي  	•
                         �ص←2                                    �ص←2

       منحنى القتران ع؛ لذا يو�شف القتران ع باأنه مت�سل عندما �ص = 2 
لعدم  الهند�سي  التف�سير  يـمثل  فجوة  اأو  قفزة،  اأو  ثقب،  باأنه  القتران  منحنى  في  الت�سال  عدم  ف  وَ�سْ

الت�سال في المنحنى عند قيمة �ص المحددة. 

تعريف

يكون القتران ق مت�سلا عندما �ص = اأ، اإذا تحققت ال�شروط الثلاثة الاآتية:
القتران ق معرف عندما �ص = اأ ؛ اأي اإن ق) اأ ( عدد حقيقي.  )1

نهـــــــا ق)�ص( موجودة.  )2
�ص← اأ  

نهـــــــا ق)�ص( = ق ) اأ (.  )3
�ص← اأ  

اأما اإذا لـم يتحقق �شرط اأو اأكثر من هذه ال�شروط، فاإن الاقتران ق يكون غير مت�سل 
عندما �ص = اأ .
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مثال  )1(

القتران ق اقتران مت�شعب عندما �ص = 2
1(   ق معرف عندما �ص = 2 ،  ق)2( = 5×2 - 5 = 5

2(   نهـــــــــا ق )�ص( =  نهـــــــــا )�ص2 + 1( = )2( 2 + 1 = 5
�ص←2-                                        �ص←2-

 نهــــــــا ق)�ص( = نهـــــــــا )5�ص - 5( = 5×2 - 5 = 5 
 �ص←2+                                  �ص←2+

 ∴ نهـــــــا ق)�ص( = 5
        �ص←2  

3(   نهـــــــا ق)�ص( = ق)2( = 5
�ص←2

بـما اأن الاقـتران ق حقق �شروط الات�ضـال جميعهـا عندما �ص = 2، فاإن القـتران ق مت�شـل عندمـا 
�ص = 2

الحل

�ص2 + 1         ،  �ص > 2
5 �ص - 5      ،  �ص ≤ 2 اإذا كان ق)�ص(  = }

فابحث ات�شال القتران ق عندما �ص = 2

ر اإجابتك.  هل القتران كثير الحدود مت�شل دائمًا عندما �ص = اأ، حيث اأ عدد حقيقي؟ برِّ

فكر وناقش 
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1تدريب 

�ص2 + 2       ،  �ص > 1
3�ص          ،  1 ≥ �ص >3  

�ص3 - 18    ،  �ص < 3 اإذا كان ق)�ص( = }

فابحث ات�شال القتران ق عند كل مما ياأتي:
1(  �ص = 0                            2(  �ص = 1                              3(  �ص = 3

مثال  )2(

1(  هـ معرف عندما �ص = -1 ، هـ )-1( = 4
2(  نهــــــــــا هـ )�ص( = نهـــــــــا )�ص + 3( = -1 + 3 = 2

        �ص←-1                       �ص←-1

3(  نهــــــــا هـ )�ص(  ≠ هـ )-1( 
        �ص←1- 

     ∴ القتران هـ غير مت�شل عندما �ص = -1

الحل

�ص + 3      ،   �ص ≠ -1
4               ،   �ص = -1 اإذا كان هـ )�ص( = }

فابحث ات�شال القتران هـ عندما �ص = -1

2تدريب 

�ص2 -2�ص    ،  �ص ≠ 2
�ص -2

اإذا كان ق)�ص( = }          4               ،  �ص = 2

فابحث ات�شال القتران ق عندما �ص = 2
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مثال  )3(

بما اأن ق مت�شل عندما �ص = 3 )القيمة التي يت�شعب عندها القتران(، فاإن نهـــــــا ق)�ص( 
�ص← 3

موجودة؛ اأي اإن:

نهــــــــا ق)�ص( = نهــــــــا ق)�ص(
�ص←3-                                    �ص←3+

نهــــــــا )اأ �ص + 7( = نهــــــــا )�ص + 1(
�ص←3-                                                �ص←3+

3 اأ + 7    =    3 + 1
3 اأ +7     =     4

3 اأ            =    -3
∴   اأ       =    -1

الحل

اأ �ص + 7    ،   �ص ≥ 3
�ص + 1      ،   �ص < 3 اإذا كان ق )�ص(  = }

وكان ق مت�شلًا عندما �ص = 3، فجد قيمة الثابت اأ.

مثال  )4(

�ص3 + 10      ،  �ص ≠ 2

اإذا كان ق )�ص(  = } اأ2�ص              ،  �ص = 2 

وكان ق مت�شلًا عندما �ص = 2، فجد قيمة الثابت اأ.
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مثال  )5(

بما اأن ق مت�شل عندما �ص = 2 )القيمة التي يت�شعب عندها القتران(، فاإن                                                                 
نهـــــــا ق)�ص( = ق )2(. 

 �ص←2 
نهــــــــا )�ص3 + 10(  = 2اأ2

 �ص←2   
                   32 + 10 = 2اأ2
                8 1  = 2اأ2

                           9     =  اأ2
                        ∴  اأ   = 3، -3

الحل

وكان ق مت�شلًا عندما �ص = 2، فجد قيمة كل من الثابتين: اأ ، ب.

2اأ�ص + ب            ،   �ص > 2
         8                 ،   �ص = 2 
اأ �ص2 + 3ب �ص     ،   �ص < 2 اإذا كان ق)�ص( = }

بما اأن القتران ق مت�شل عندما �ص = 2، فاإن نهـــــــا ق)�ص( = ق)2( 
         �ص←2

∴ نهــــــــا ق)�ص( = ق)2(، ومنه:  نهــــــــا )2اأ�ص + ب( = ق)2(
        �ص←2-         �ص←2-

اأي اإن:  4اأ + ب = 8     ..................... )1( 
ا نهــــــــا ق)�ص( = ق)2(، ومنه:   نهــــــــا )اأ�ص2 + 3ب �ص( = ق)2(، واأي�شً

             �ص←2+              �ص←2+

اأي اإن:  4اأ + 6ب = 8   ..................... )2(

الحل
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2�ص3 + 4       ،  �ص> -2
اأ �ص + 6        ،  �ص ≤ -2  اإذا كان ق )�ص(  = }  )1

3تدريب 

 اأ�ص + 3         ،  �ص > 1
    7                 ،  �ص = 1
اإذا كان ق)�ص( = } �ص - ب          ،  �ص < 1  )2

وكان القتران ق مت�شلًا عندما �ص = -2، فجد قيمة الثابت اأ.

وكان ق مت�شلًا عندما �ص = 1، فجد قيمة كل من الثابتين: اأ، ب.

المكون من  النظام  ا�شتخدام طريقة الحذف والتعوي�ص لحل  اأ، ب، يمكن  قيمة كل من:  ولإيجاد 
المعادلتين: )1( و )2( الخطيتين بمتغيرين.

            4اأ + ب = 8       
     - )4اأ + 6ب = 8( 

             -5 ب = 0   
بالتعوي�ص في المعادلة )1(: 

             ∴ ب = 0
             4 اأ + 0 =  8 

             ∴  اأ  = 2
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يمثل  الذي   )15-1( ال�شكل  على  اعتمادًا   )1
منحنى القـتران ق الـمعرف عـلى مـجموعة 
يـكون   التي  �ص  قيم  الحقيقيـة، حدد  الأعـداد 

القتران ق عندها غير مت�شل.

الأسئلة

�ص2  - 1       ،  �ص > 1
2�ص             ،  �ص ≤ 1 اإذا كان ق)�ص( =  }  )2

اإذا كان هـ )�ص( =  }  )3

اإذا علمت اأن ق) �ص( = }  )4

فابحث ات�شال القتران ق عندما �ص = 1 

                    ،  �ص ≠ 1
3                ،  �ص = 1

5
�ص + 1

�ص2  + 3       ،  �ص > -1 
5 - �ص        ،  -1 ≥ �ص > 1 

�ص3 + 3       ،  �ص ≤ 1

فابحث ات�شال القتران هـ عندما �ص = 1 

فابحث ات�شال القتران ق عندما:
اأ  (  �ص = 1                         ب(  �ص = -1

وكان القتران ق مت�شلًا عندما �ص = 3، فجد قيمة الثابت م. 

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`
1

(¢S)¥
5
6
7

 ال�شكل )1–15(.

اإذا كان ق )�ص( =  }  )5
                        ،  �ص ≠ 3
   م �ص + 2     ،  �ص = 3

3 - �ص
�ص - 3 
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وكان القتران هـ مت�شلًا عندما �ص = 2، فجد قيمة كل من الثابتين: اأ ، ب.

             
            

وكان القتران ل مت�شلا عندما �ص = 1، فجد قيمة كل من الثابتين: اأ، ب.

اإذا كان القـتران ق مت�شلًا عندمـا �ص = 2، وكانـت نهـــــــــا 2ق)�ص( + �ص = 6 ،  فـجـد  )8
       �ص←2

قيمة ق)2(.

اإذا كان هـ )�ص( =  }  )6
�ص + اأ                ،   �ص > 2
     8                  ،   �ص = 2 
ب �ص + 6         ،   �ص < 2

اإذا كان ل )�ص( = }  )7
اأ �ص - ب             ،    �ص > 1
        4                 ،    �ص = 1 
اأ�ص3 + ب + 2     ،    �ص < 1
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نظريات الاتصالثانيًا

اإذا كان  ق، هـ اقترانين مت�شلين عندما �ص = اأ :           
هل )ق + هـ( )�ص( مت�شل عندما �ص = اأ ؟  )1
هل )ق× هـ( )�ص( مت�شل عندما �ص = اأ ؟   )2

( )�ص( مت�شل عندمـا �ص = اأ، حيث هـ ) اأ ( ≠ 0؟  هـ
ق هل )  )3

Continuity Theorems

للاإجابة عن هذه الأ�شئلة، يمكنك ال�شتعانة بالنظرية الآتية:

اإذا كان القترانان ق، هـ مت�شلين عندما �ص = اأ، فاإن: 
ق + هـ مت�شل عندما �ص = اأ   )1
ق - هـ مت�شل عندما �ص = اأ  )2

ق × هـ مت�شل عندما �ص = اأ   )3
هـ مت�شل عندما �ص = اأ ، اإذا كان هـ ) اأ ( ≠ 0   

ق  )4

نظرية

مثال  )1(

ن�شتخدم نظريات الت�شال:
نبحث ات�شال القتران ق عندما �ص = 0  )1

ق اقتران كثير حدود مت�شل لكل قيم �ص؛ لذا فهو مت�شل عندما �ص = 0

الحل

  5�ص       ، �ص ≥ 0
اإذا كان ق) �ص( = �ص3 + 5�ص ،  هـ )�ص( = }  �ص2         ، �ص < 0

وكان ل)�ص( = )ق × هـ( )�ص(، فابحث ات�شال القتران ل عندما �ص = 0
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نبحث ات�شال القتران هـ عندما �ص = 0  )2
هـ )0( = 5 × 0 = 0

نهــــــــا )5�ص( = 5 × 0 = 0
�ص←0-

نهــــــــا هـ )�ص( = 
�ص←0-

نهــــــــا �ص2 = ) 0 (2 = 0
�ص←0+

نهــــــــا هـ )�ص( = 
�ص←0+

نهـــــــا هـ )�ص( = �شفرًا. 
�ص←0

نهــــــــا هـ )�ص(، فاإن 
�ص←0+

نهــــــــا هـ )�ص( = 
�ص←0-

بما اأن 

نهــــــــا هـ )�ص( = هـ )0( = 0
 �ص←0

ا  واأي�شً

∴ هـ )�ص( اقتران مت�شل عندما �ص = 0

القتران ل مت�شل عندما �ص = 0 ؛ لأنه حا�شل �شرب اقترانين مت�شلين عندما �ص = 0   )3

1تدريب 

�ص - 1          ،  �ص ≥ 3
،  �ص < 3 5 - �ص    اإذا كان ق)�ص( = �ص2 + 2 ، هـ )�ص( =  }

فابحث ات�شال )ق + هـ( عندما �ص = 3 

لاحِظ اأن نظريات الات�ضال ت�ضترط اأن يكون كل من الاقترانين مت�ضلاًا عند النقطة. فماذا لو 
كان اأحد القترانين اأو كلاهما غير مت�شل عند هذه النقطة؟ 

للاإجابة عن هذا ال�ضوؤال، نفذ الن�ضاط الاآتي:

فكر وناقش 
حُلَّ المثال )1( بطريقة اأخرى.
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نشاط

 -3        ،   �ص ≥ 2
   3         ،   �ص < 2

 8          ،   �ص ≥ 3
�ص          ،   �ص < 3

اإذا كان  ق)�ص( = �ص2 - 4�ص + 4 ، هـ )�ص( = }  )1

اإذا كان ق)�ص( = �ص2 + 5 �ص + 3 ، هـ )�ص( = }  )2

ابحث ات�شال القتران ق عندما �ص = 2  اأ  ( 
ابحث ات�شال القتران هـ عندما �ص = 2 ب( 

ا اأن م)�ص( = ق)�ص( × هـ )�ص( جد حا�شل �شرب القترانين ق، هـ مفتر�شً جـ( 
ابحث ات�شال القتران م عندما �ص = 2 د  ( 

ابحث ات�شال القتران ق عندما �ص = 3  اأ  ( 
ابحث ات�شال القتران هـ عندما �ص = 3 ب( 

ا اأن ل)�ص( = ق)�ص( + هـ )�ص( جد ناتج جمع القترانين ق، هـ مفتر�شً جـ( 
ابحث ات�شال القتران ل عندما �ص = 3 د  ( 

يتبين من الن�ضاط ال�ضابق اأنه لا يمكن ا�ضتخدام نظريات الات�ضال اإذا كان اأحد الاقترانين -على الاأقل- 
، ثم نبحث في �شروط الات�ضال  غير مت�شل عندما �ص = اأ؛ لذا نجري العملية المطلوبة على الاقترانين اأولاًا

عندما �ص = اأ  للاقتران الناتج.

مثال  )2(
�ص2         ،  �ص > 5
3�ص       ،  �ص ≤ 5 اإذا كان ق) �ص( = �ص2  + 15 ، هـ )�ص( = }

م)�ص( = )ق – هـ( )�ص(، فابحث ات�شال القتران م عندما �ص = 5 
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ن�شتخدم نظريات الت�شال، فنبحث ات�شال كل من القترانين ق، هـ  عندما �ص = 5:
ق)�ص( اقتران كثير حدود مت�شل لكل قيم �ص؛ لذا فهو مت�شل عندما �ص = 5  )1

هـ )5( = 25   )2
نهــــــــا �ص2 = 25 

�ص←5-
نهــــــــا هـ )�ص( = 

�ص←5-

نهــــــــا 3�ص = 15 
�ص←5+

نهــــــــا هـ )�ص( = 
�ص←5+

نهـــــــا هـ )�ص( غير موجودة عندما �ص = 5 
�ص←5

 ∴

وهذا يعني اأن هـ غير مت�شل عندما �ص = 5؛ لذا ل يمكن ا�شتخدام نظريات الت�شال، ويتعين اإيجاد 
م)�ص( = )ق – هـ( )�ص(:

الحل

)�ص2 + 15( - �ص2          ،    �ص > 5
) �ص2 + 15( - 3�ص       ،    �ص ≤ 5 

         15                       ،    �ص > 5
�ص2  - 3�ص + 15          ،    �ص ≤ 5 

)ق- هـ( )�ص( =  }

∴        م)�ص( =  }

والآن، يجب بحث ات�شال القتران م عندما �ص = 5:
م)5( = )5(2- 3 × 5 + 15 = 25

نهــــــــا م)�ص( = 25 
�ص←5+

نهــــــــا م)�ص( = 15  ،  
�ص←5-

نهـــــــا م)�ص( غير موجودة؛ لهذا فاإن م غير مت�شل عندما �ص = 5
�ص←5

 ∴
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2تدريب 

�ص2  + 6       ، �ص ≥ -1
35 - �ص     ، �ص < -1  اإذا كان ق)�ص( = �ص2  + 5 ، هـ )�ص( =  }

فابحث ات�شال القتران م)�ص( = ق)�ص( × هـ )�ص( عندما �ص =  -1

تعرفت اأن القتران الن�شبي هو ناتج ق�شمة اقتراني كثيري حدود. وبا�شتخدام الجزء الرابع من 
نظريات الت�شال يمكن التو�شل اإلى النتيجة الآتية:

مثال  )3(

جد قيم �ص )اإن وجدت( التي يكون عندها كل اقتران مما ياأتي غير مت�شل:
ق)�ص(  =  �ص2 + 5�ص + 1  )1

�ص2  - 1
�ص - 3 هـ )�ص( =    )2

5�ص
�ص2 - 1 ل)�ص(  =    )3

القتران الن�شبي هو اقتران مت�شل لقيم �ص جميعها با�شتثناء اأ�شفار مقامه.

نتيجة

ق اقتران كثير حدود مت�ضل لقيم �س جميعها؛ لذا لا يوجد له نقاط عدم ات�ضال.  )1
هـ اقتران ن�شبي مت�شل لقيم �ص جميعها با�شتثناء اأ�شفار مقامه؛ لذا نجد اأ�شفار مقامه:  )2

�ص - 3 = 0  ← �ص = 3
∴ هـ غير مت�شل عندما �ص = 3

الحل
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3تدريب 

جد قيم �ص )اإن وجدت( التي يكون عندها كل اقتران مما ياأتي غير مت�شل:
1(  ق)�ص(  = �ص3  - 3�ص + 8

�ص - 1
�ص2 + 5�ص + 6 2(  هـ )�ص( =  

5 - �ص
�ص3  - 1  3(  ل)�ص(  =  

ل اقتران ن�شبي:   )3
�ص2  - 1 = 0       

 �ص2  = 1 ←  �ص = 1، -1
∴ ل غير مت�شل عندما �ص = 1 ، �ص = -1



61

وكان ل)�ص( = 2ق)�ص( + هـ )�ص(، فابحث ات�شال القتران ل عندما �ص = 2

                                                                   

وكان ل)�ص( = )ق × هـ( )�ص(، فابحث ات�شال القتران ل عندما �ص = 0

                                                                          

وكان ل)�ص( = ق)�ص( * هـ)�ص(، فبين اأن ل)�ص( مت�شل عندما �ص = 3

اإذا كان )ق + هـ( )�ص( مت�شلًا عندما �ص = اأ، فـهـل ن�شـتنتج اأن كلاًّ من ق، هـ  مت�شـل عنـدما   )4
ر اإجابتك.  �ص = اأ ؟ بـرِّ

الأسئلة

�ص + 9           ،  �ص ≥ 2
5�ص + 1        ،  �ص < 2 اإذا كان ق)�ص( = 5�ص2 + 5�ص - 1 ، هـ )�ص( =  }  )1

�ص + 4         ،  �ص > 0
4 - �ص3        ،  �ص ≤ 0 اإذا كان ق)�ص( = 5 �ص2 + 4 ، هـ )�ص( =  }  )2

،  �ص > 3 �ص      
،  �ص = 3      0
، �ص < 3  -�ص   اإذا كان ق)�ص( = �ص2 - 9 ، هـ)�ص( = }  )3
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جد قيم �ص )اإن وجدت( التي ل يكون عندها كل اقتران مما ياأتي مت�شلًا:  )5

اأ  (  ق)�ص(  =  �ص3  + 1 

�ص - 3
�ص2 - 5�ص + 6 ب(  هـ )�ص( =  

5
�ص �ص + 2   +  

�ص2 - 1 جـ(  ل)�ص(  =  

�ص3 + 3        ،   �ص > 2
6- �ص          ،  �ص ≤ 2 د  (  م)�ص( =  }
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أسئلة الوحدة

1(  اعتمادًا على ال�شكل )1-16( الذي يـمثل منحنى 
        القتران ق، جد قيمة كل مما ياأتي:

 اأ  (  ق)2(
نهـــــــــا ق)�ص(

�ص←-1
ب(  

نهــــــــا ق)�ص(
�ص←2

جـ(  

د  (  قيم �ص التي يكون عندها منحنى القتران ق غير مت�شل

نهــــــــا ))ق)�ص((2 – �ص + 2(
�ص←0

هـ(  

هـ )�ص( = -3، فجد قيمة كل مما ياأتي: نهــــــــا
 �ص←1

نهــــــــا )ق)�ص((3 + 2 = 29، 
 �ص←1

اإذا كانت    )2

نهــــــــا )ق)�ص( × هـ)�ص((
 �ص←1

نهــــــــا )ق)�ص( + 2هـ )�ص( + �ص(               ب(  
 �ص←1

اأ  (  

وكان القتران ق مت�شلًا عندما �ص = 1، فجد قيمة كل من الثابتين: اأ، ب.

جد قيمة النهاية )اإن وجدت( في كل مما ياأتي عند قيم �ص المبينة اإزاء كل منها:  )4

�ص + 1 ،   �ص← -1 
�ص2 + 1 3 - �ص +  اأ  ( ق )�ص( =

�ص2 - 5�ص                  ،   �ص←5
2�ص - 10 ب( هـ )�ص( =  

 ¢U

¢S
 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`5`
1

(¢S)¥5
6
7

6

 ال�شكل )1–16(.

اإذا كان ق)�ص( = }  )3
2اأ �ص2 + ب           ،  �ص > 1
 7                          ،  �ص = 1
�ص2 - 4ب - 6     ،  �ص < 1
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5�ص + 4       ، �ص ≥ 1
8 + �ص2         ، �ص < 1 اإذا كان ق)�ص( = �ص3 + 5�ص ، هـ )�ص( =  }  )5

 ¢U

¢S
 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`
1

(¢S)¥
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6
7

6

 ال�شكل )1–17(.
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وكان ل)�ص( = )ق + هـ( )�ص( ، فابحث ات�شال القتران ل  عندما  �ص = 1

،    �ص ← 1
    

�ص2 - 2�ص + 1
12 - 3�ص  

جـ( ل)�ص( =

،    �ص ← 3
      

�ص3 - 27 
�ص - 3 د  ( م)�ص(  = 

،    �ص ← 4
2�ص - 8     

�ص -2
1

2
1 -

هـ( ك)�ص( =  

�ص2  - 49     ،    �ص ← 7
3�ص + 4 - 5

و ( د)�ص( = 

اعتمـادًا على ال�شـكل )1-17( الـذي يـمثـل  )6
منحـنىالقتران ق، ابحث ات�شال القتران ق 

عندما  �ص = 3

اإذا كـان كـل من القـترانـين: ق ، هـ مـتـ�شلا  )7
عندما �ص = 5، وكان هـ )5( = 4،

= 1، فجد ق)5(.
  

ق)�ص( + �ص
3 هـ )�ص(   

نهــــــــا
       �ص←5
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�ص - 3 ، فما قيم �ص التي ل يكون عندها القتران ق مت�شلًا؟
�ص2 - 3�ص   + 1

�ص اإذا كان ق )�ص( =   )8

يتكون هذا ال�شوؤال من خم�ص فقرات من نوع الختيار من متعدد، لكل فقرة اأربعة بدائل،   )9
واحد منها فقط �ضحيح. �ضع دائرة حول رمز البديل ال�ضحيح:

)م �ص2 - 4�ص + 5( = 5 ، فاإن قيمة م هي: نهـــــــا
)1( اإذا كان م عددًا ثابتًا، وكان  �ص←1

اأ (  1                     ب(  -1                   جـ(  4                     د(  - 4

)�ص2 - 4(3  ت�شاوي : 
 

نهـــــــــا
�ص←-1

 )2(

اأ (  -125             ب(  -27                جـ(  125               د(  27

، فاإن قيم �ص التي ل يكون عندها  القتران ق مت�شلًا هي: �ص2  - 5�ص
�ص2 - 3�ص + 2 )3(  اإذا كان ق )�ص( = 

اأ (  }0،5{             ب(  }-5، 0{         جـ(  }1، 2{           د(  }-1، -2{  
                                             

هـ )�ص( = نهـــــــا
                                                                               ،  فاإن  �ص←2

                                      

اأ (  3                     ب  (  4                    جـ(  1                     د(  غير موجودة

)ق)�ص((2:
 

نهـــــــا      
�ص←2 )3 ق)�ص(( = 9، فاإن قيمة نهـــــــا

)5( اإذا كانت �ص←2

اأ (  9                     ب  (  81                 جـ(  27                  د(  2

)4(  اإذا كان هـ )�ص( = }
�ص -1      ، �ص > 2 
3       ، �ص = 2
 �ص2           ، �ص < 2

65
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الوحدة
الـتـفـاضــــلالثـانيـة

2

وج��ود  حياتن��ا  في  نلاح��ظ 
مقادير ثابتة و�أخ��رى متغيرة، وقد 
تعرفت ظو�هرمتغ��يرة يوؤدي �لتغير 
فيه��ا �إلى تغ��ير في ظاه��رة �أخرى 

تعتمد عليها.

تتناول ه��ذه �لوح��دة مفهوم 
�لتغ��ير هند�سيًّ��ا وفيزيائيًّا،  مع��دل 
وربط��ه بم�ستقة �لاقتر�ن، ف�سلاًا عن 
قو�عد متنوعة في �لا�ستقاق لاإيجاد 

م�ستقات �قتر�نات مختلفة.
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Differentiation

يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة اأن يكون قادرًا على:

•  تف�سير مفهوم معدل �لتغير هند�سيًّا وفيزيائيًّا.
تعريف �لم�ستقة �لاأولى للاقتر�ن. 	•

وقو�عد  �لتعريف  با�ستخد�م  �لاقتر�ن  م�ستقة  �إيجاد  	•
�لا�ستقاق.

��ستخد�م قاعدة �ل�سل�سلة في �إيجاد �لم�ستقة.  •
جتا�س،  جا�س،   ، �سن  �لاقتر�نات:  م�ستقات  �إيجاد   •

ظا�س.
�إيجاد �لم�ستقات �لعليا لاقتر�نات حتى �لم�ستقة �لثانية.  •

67
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The Derivative المشتقة الفصل
الأول

Û تتعرف معدل �لتغير.
Û تح�سب معدل �لتغير، وتطبقه عند حل �لم�سائل.

Û تف�سر معدل �لتغير هند�سيًّا وفيزيائيًّا.
Û تح�سب �ل�سرعة �لمتو�سطة.

Û تجد قيمة م�ستقة �لاقتر�ن �لاأولى عند نقطة با�ستخد�م تعريف �لم�ستقة.
Û تجد م�ستقة �لاقتر�ن �لاأولى با�ستخد�م  تعريف �لم�ستقة.

النتاجات

معدل التغير�أولًا

في عام 2005 م بلغت �أرباح �سركة �أجهزة كهربائية )20000( دينارٍ، وفي عام 2012م 
ا قدرها )34000( دينار. ما قيمة �لتغير في ربح �ل�سركة في �أثناء هذه �لمدة؟  حققت �ل�سركة �أرباحًا

وما معدل �لتغير �ل�سنوي في �أرباحها؟

نتعامل في حياتنا �ليومية مع ظو�هر عدة، منها �لثابت مثل: درجة غليان �لماء في ظروف معينة، 
وعدد �أيام �لاأ�سبوع، ومنها �لمتغير مثل: درجات �لحر�رة خلال �ساعات �لنهار، و�لم�سافة �لمقطوعة، 

و�ل�سرعة و�لزمن. وتمتاز �لظو�هر �لمتغيرة بالزيادة �أو بالنق�سان.
 ويُرمَز �إليها 

2
 �إلى �س

1
يُعرف مقدار التغير في �س باأنه �لفرق بين قيمتي �س عندما تتغير �س من �س

بالرمز Δ�س ، وتُقرَ�أ : )دلتا �س(؛ �أي �إن:
Δ�س = �س2 - �س1             

ومنه  فاإن : �س2 = �سΔ + 1�س

Rate of Change
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)1( 

)2( 

مثال 

مثال 

جد Δ�س في ما ياأتي:
�س1 = 1        ،    �س2  = 3  )1

�س1 = 4.8    ،    �س2  = 1.7  )2

�إذ� كان ق)�س( = 2�س + 5، وتغيرت �س من �سفر �إلى 3، فما مقد�ر �لتغير في �س؟

الحل

الحل

Δ�س =  �س2 - �س1  )1
2 = 1 - 3 =               
Δ�س =  �س2 - �س1  )2

3.1-  = 4.8 -1.7 =               

Δ�س =  �س2 - �س1
3 = 0 - 3 =        

يتبين من �لمثال �ل�سابق �أنه:
�،  فاإن ق)�س1( = ق)0( = 2)0( + 5 = 5،  �إذ� كانت  �س1 = �سفرًا

     و�إذ� كانت �س2 = 3،  فاإن ق)�س2( = ق)3( = 2)3( + 5 = 6 + 5 = 11

فكر وناقش 
ما دلالة �لاإ�سارة في مقد�ر �لتغير في �س؟
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لاحِظ �أن �لتغير في �س ير�فقه تغير في ق)�س(، و�أنه يُرمَز �إلى �لتغير في ق)�س( بالرمز Δق)�س(، 
وي�ساوي ق)�س2( - ق)�س1(؛ �أي �إن:

Δق)�س( = ق)�س2( - ق)�س1(

�لمقد�ر ق)�س2(  بالرمز �س1، و�إلى  �لمقد�ر ق)�س1(  بالرمز �س، و�إلى  �إلى ق)�س(  �إذ� رمزنا 
بالرمز �س2 فاإن:

Δق)�س ( = ق)�س2( - ق)�س1(

Δ�س = �س2 - �س1

∴ مقد�ر �لتغير في قيمة  �لاقتر�ن ق هو:
Δق)�س( = ق)3( - ق)0(

)5 + )0(2( - )5 + )3(2( =              
6 =  5 - 11 =              

مثال  )3(

�إذ� كان �س = ق)�س( = �س2 - 3، وتغيرت �س من  �س1 = 3 �إلى �س2 = 2، فجد:
مقد�ر �لتغير في �س.  )1

مقد�ر �لتغير في قيمة �لاقتر�ن ق)�س(.  )2

.
Δ �س 

Δ �س
 
)3

الحل
Δ�س = �س2  - �س1  )1

1-  = 3 -2 =               
بما �أن ق)�س2( = �س2  ،  ق)�س1( = �س1، فاإن:  )2

Δ�س = �س2 - �س1
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مثال  )4(

الحل

 

ق)�س2( - ق)�س1(
�س2 - �س1   

=
Δ �س 

Δ �س

  

 

ق)5( - ق)-1(
)1-( - 5   =               

1 =  )2-( - 4 
)1-( - 5   =               

= ق)�س2( - ق)�س1(
= ق )2( - ق)3(

 5- = 6 - 1 = )3 - 2)3( ( - )3 - 2)2( ( =

5 = 1-
5 -  =

Δ �س 
Δ �س   )3

معدل تغير الاقتران �س = ق)�س(.
Δ �س 

Δ �س تُ�سمّى  

تعريف

معدل تغير �لاقتر�ن �س= ق)�س( حين تتغير �س من �س1 �إلى �س2، )�س1 ≠ �س2( هو:

ق)�سΔ + 1 �س ( - ق)�س1(.
Δ �س   

=
 

ق)�س2( - ق)�س1(
�س2 - �س1   

�س2 - �س1 =
�س2 - �س1  = 

Δ �س 
Δ �س

2�س       ،  �س > 0�إذ� كان ق)�س( = }                          
، فجد قيمة معدل �لتغير في �لاقتر�ن ق عندما   4           ،  �س ≤ 0

تتغير �س  من �س = -1 �إلى �س = 5
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1تدريب 

جد قيمة معدل �لتغير في �لاقتر�ن ق لكل مما ياأتي:
عندما تتغير �س من 81 �إلى 36 �س ق)�س( =    )1

�س3 - 5   ،  1 ≥ �س ≥ 3
6�س + 4   ، 3 > �س ≥ 7 عندما تتغير �س من 2 �إلى 24(  ق)�س( = }                         

ق)�س( = -2 عندما تتغير �س من 1 �إلى 6،  ماذ� تلاحظ؟  )3
ق)�س( = 2�س + 1 عندما تتغير �س من �س = 0 �إلى �س = 3،  ماذ� تلاحظ؟   )4

التف�سير الهند�سي لمعدل التغير

نشاط

� على �ل�سكل )1-2(:  �عتمادًا
�س  تتغير  عندما  �لاقتر�ن ق  تغير  معدل  جد   )1

من �س1 �إلى �س2. 
�ح�سب ميل �لم�ستقيم �أ ب.  )2

ماذ� تلاحظ؟  )3

 �ل�سكل )2–1(.

ا لمنحنى �لاقتر�ن ق، ومنه: ب يُ�سمّى قاطعًا �أ �لم�ستقيم 

�س2 - �س1 
�س2 - �س1 ميل �لقاطع =  
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)5( 

)6( 

مثال 

مثال 

�لمار  �لقاطع  �أ )-1، -3(، ب )2، 18(، فجد ميل  بالنقطتين:  �لاقتر�ن ق يمر  �إذ� كان منحنى 
بالنقطتين: �أ ، ب.

�أب ي�ساوي  �إذ� كان منحنى �لاقتر�ن ق يمر بالنقطتين: �أ )3، 7(، ب )-1، ل (، وكان ميل �لقاطع 
)-3(، فجد قيمة ل.

الحل

الحل

7 =
 

)3-( -18
)1-( -2 �س2 - �س1 = 

�س2 - �س1 ميل �لقاطع = 

�س2 - �س1 
�س2 - �س1 ميل �لقاطع =  

2تدريب 

�إذ� كان ق)�س( = 8�س2، فجد ميل �لقاطع �لمار بالنقطتين: )0، ق)0((، )3، ق)3((.

ميل �لقاطع �لمار بالنقطتين: �أ )�س1 ، �س1( ، ب )�س2 ، �س2( ي�ساوي معدل تغير �لاقتر�ن عندما 
تتغير �س من �س1 �إلى �س2.

 3-1-
ل - 7   =    3- 

  12   =  ل - 7
 �إذن:  ل = 19
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�إذ� ق�سمنا �لتغير في �لم�سافة )Δ ل( على مقد�ر �لتغير في �لزمن )Δ ن(، فاإننا نح�سل على ال�سرعة 
المتو�سطة ع  للج�سيم في �لفترة �لزمنية ]ن1،ن2[، ومنه:

 
ف)ن2( -  ف)ن1(

ن2 - ن1   
=

Δ ن  
Δ ل ع  =  

موقع �لج�سيم في �للحظة ن1موقع �لج�سيم في �للحظة ن2  

 ل1 = ف)ن1(ل2 = ف)ن2( 

التف�سير الفيزيائي لمعدل التغير
فًاا بالقاعدة ل = ف)ن(،  �إذ� تحرك ج�سيم على خط م�ستقيم بحيث كان موقعه في �للحظة ن مُعرَّ
وتغيرت ن من ن1 �إلى ن2 ، فاإن موقع �لج�سيم يتغير من �لموقع ل1 = ف)ن1( �إلى �لموقع  ل2 = ف)ن2(، 

ويكون تغير �لم�سافة هو Δ ل، �نظر �ل�سكل )2-2(.

 �ل�سكل )2–2(.

مثال  )7(

يتحرك ج�سيم ح�سب �لعلاقة ف)ن( = ن2 + 3، حيث ن �لزمن بالثو�ني، ف)ن( �لم�سافة بالاأمتار. 
�ح�سب �ل�سرعة �لمتو�سطة للج�سيم في �لفترة �لزمنية ]1، 2[ ثانية.

الحل
ن1 = 1 ثانية ، ن2 = 2 ثانية.

�ل�سرعة �لمتو�سطة للج�سيم في �لفترة �لزمنية ]1 ، 2[ ثانية ت�ساوي:

 
ف)ن2( -  ف)ن1(

ن2 - ن1   
ع =

            
 

ف)2( -  ف)1(
1 - 2   =    
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مثال  )8(

�إذ� كان معدل تغير �لاقتر�ن ق في �لفترة ]-3، 1[ ي�ساوي 2، وكان 
ه� )�س( = ق)�س( - �س2، فجد معدل تغير �لاقتر�ن ه� في �لفترة ]-3، 1[.

الحل
�س1= -3،  �س2  = 1

ق)�س2( - ق)�س1(                       
�س2 - �س1 م�عدل تغ�ير �لاق�تر�ن ق)�س( =  

ق)1( - ق)-3(                             
)3-( - )1(   =  2                                       

ق)1( - ق)-3(  
4   =  2                                       

ه� )�س2( - ه� )�س1(       
�س2 - �س1 م�عدل ت�غير �لاقتر�ن ه� )�س( =  

ه� )1( - ه� )-3(    
)3-( - )1(   =                                            

 
)ق)1( - )1(2( - )ق)-3( - )-3(2(

4   =        

 
ق)1( -1- ق)-3( + 9

4   =      

 
)3+2)1(( - )3+2)2((

1 - 2
  =    

 = 3 م/ث.
 1

4 - 7  =    
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4
9 + 1-   +

 
ق)1( - ق)-3(

4   =      

4
8  + 2 =      

4 = 2 + 2  =      

تدريب 

تدريب 

3

4

�إذ� كان معدل �لتغير في �لاقتر�ن ق في �لفترة ]-1، 2[ ي�ساوي -3 ، وكان 
ه� )�س( = 2ق)�س( + 5�س ، فجد معدل �لتغير في �لاقتر�ن ه� في �لفترة ]-1، 2[.

حُلَّ �لم�ساألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.
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�إذ� كان ق)�س( = 3�س - �س2، وتغيرت �س من -1 �إلى 4، فجد:  )1
�أ  ( مقد�ر �لتغير في �س.

ب( معدل تغير �لاقتر�ن ق)�س(.

فجد معدل تغير �لاقتر�ن ق عندما تتغير �س من 1 �إلى 5.

3(  ما قيمة تغير �لاقتر�ن �س = 3 �س3 عندما تتغير �س من �س1 = 2 بمقد�ر  Δ �س = -1؟

  
وكان معدل تغير �لاقتر�ن ق عندما تتغير �س من 2 �إلى 5 ي�ساوي 4، فجد قيمة �لثابت �أ.

�إذ� كان معدل �لتغير للاقتر�ن ق في �لفترة ]1، 3[ ي�ساوي 4، وكان   )5
ه� )�س( = ق)�س( - �س، فجد معدل �لتغير للاقتر�ن ه� في �لفترة ]1، 3[.

�إذ� كان ميل �لقاطع لمنحنى �لاقتر�ن ق في   )6
       �ل�س�كل )2-3( ي�س�اوي )-1(، ف�ج��د

       قيمة ق)3(.

الأسئلة

 �ل�سكل )2–3(.

�س2 - 2      ،  0 ≥ �س ≥ 3
2(  �إذ� كان ق)�س( = }                         2�س + 1    ،  3 > �س ≥ 7

�س2      ،  1 ≥ �س ≥ 43(  �إذ� كان ق)�س( = }                         
�أ �س     ،  3 > �س ≥ 5
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�إذ� كان ق)�س( = 3�س2، فجد ميل �لقاطع �لمار بالنقطتين: )0، ق)0(( ، )2، ق)2((.   )7

مكعب معدني تعر�س للحر�رة بحيث تغير طول �سلعه من )1( �سم �إلى )3( �سم. جد مقد�ر   )8
�لتغير في حجم هذ� �لمكعب.

�إذ� كان�ت �ل�م�ساف�ة �لتي ي�قطعها ج�سيم في �أث�ناء �س�قوطه ر�أ�س�يًّا �إلى �أ�س�فل تعطى بالع�لاق��ة   )9
فاح�سب  بالثو�ني،  �لزمن  بالاأمتار، ن  �لمقطوعة  �لم�سافة  ف)ن( = 10ن - 5ن2، حيث ف 

�ل�سرعة �لمتو�سطة للج�سيم في �لفترة �لزمنية ]1، 3[.
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المشتقة الأولىثانيًا

ا معدل تغير �لاقتر�ن ق، و�ستتعرف �لاآن �أن نهاية معدل تغير �لاقتر�ن ق �لمعرف  تعرفت �سابقًا
على �لفترة ]�أ، ب[ تُ�سمّى الم�ستقة الاأولى للاقتران:

�س = ق)�س(، ويُرمَز �إليها ب�الرمز قَ)�س1(.

The First Derivative

�ل�سكل )2-4(  يمثل منحنى �لاقتر�ن ق، 
)�س1،�س1(، ب)�س2،�س2(  �أ  و�لنقطتان: 

و�قعتان على منحنى ق)�س(. 

�ل�ن�قط�ة ب ع�لى منحنى  كت  �إذ� حُرِّ
لت�اأخ�ذ  �أ  �لن�قط�ة  �لاق�تر�ن ق مق�ترب�ة من 

�أب  �لاأو�ساع  ب1،ب2،... فاإن �لقاطع 

�أب2 ،... مقتربًاا  �أب1 ،  ياأخذ �لاأو�ساع 
من و�سع �لمما�س للمنحنى عند �لنقطة �أ.

 �ل�سكل )2–4(.

ب �أ ميل �لقاطع  نه�������ا
ب←�أ

�أي �إن ميل �لمما�س عند �لنقطة �أ )�س1، �س1( = 

= قَ)�س1(
Δ�س 

Δ�س

 
نه���������ا
Δ�س←0

 =   

ا �أن �ل�سرعة �لمتو�سطة في �لفترة �لزمنية من ن1 �إلى نΔ + 1ن لج�سيم يتحرك على خط  تعلمت �سابقًا
م�ستقيم وفق �لعلاقة ل = ف)ن( هي ع ، وت�ساوي:

 
ف)نΔ +1ن( - ف)ن1(

Δن
  =

Δن 
Δل

ع  =   
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الم�ستقة الاأولى للاقتران ق:

�إليه  �آخر نرمز  ]�أ، ب[ هي �قتر�ن  �لم�ستقة �لاأولى للاقتر�ن �س = ق)�س( �لمعرف على �لفترة 
بالرمز قَ)�س(، ويُقْر�أ  )ق فتحة ل� �س( ، حيث: 

؛ �سريطة وجود �لنهاية.
 

ق)�س + Δ�س( - ق)�س(
Δ�س نه��������ا 

Δ�س←0
  =

Δ�س  
Δ�س

 
نه���������ا
Δ�س←0

قَ)�س( = 

�أما �إذ� رمزنا �إلى �لمقد�ر Δ �س بالرمز ه� فاإن تعريف �لم�ستقة �لاأولى هو:  

ق)�س + ه�( - ق)�س( ، 
ه� نه�������ا

 ه�←0
قَ)�س( =  

, �سَ.
 

�س
�س   

من رموز �لم�ستقة �لاأولى قَ)�س( ,

مثال  )1(

جد �لم�ستقة �لاأولى للاقتر�ن ق، حيث ق)�س( = 2�س + 1 با�ستخد�م �لتعريف.

الحل

             
 

ق)�س + Δ�س( - ق)�س(
Δ�س نه���������ا 

Δ�س←0
قَ)�س( =  

           
 
)2)�س + Δ�س( + 1( - )2�س + 1(

Δ�س نه���������ا 
Δ�س←0

  =

)في حال وجودها( تُ�سمّى �ل�سرعة �للحظية للج�سيم، 
Δن 

Δل
 
نه��������ا
Δن←0

و�أنه عندما Δن←0، فاإن 

وهي �لم�ستقة �لاأولى لاقتر�ن �لم�سافة بالن�سبة �إلى �لزمن ) ع = فَ)ن( (.

تعريف
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�لم�ستقة �لاأولى للاقتر�ن ق عندما �س = �س1 ، حيث �س1  مجال ق، هي: 

ق)�س1+ ه�( -  ق)�س1( .
ه� نه�������ا    

ه�←0
 =

Δ�س  
Δ�س

 
نه���������ا
Δ�س←0

قَ)�س1( =  

مثال  )2(

�إذ� كان ق)�س( = 6 – 5�س، فجد قَ)2( با�ستخد�م �لتعريف.

الحل
ق)2+ ه�( - ق)2(

ه� نه�������ا
ه�←0

قَ)2( =  

)6- 5)2+ ه�(( - )6- 5*2(  
ه� نه�������ا

ه�←0
  = 

6-10-5ه� - 10+6 
ه� نه�������ا

ه�←0
  = 

5-  =
ه�  

-5ه� نه�������ا
ه�←0

  = 

تعريف

2�س + Δ 2�س + 1 -2�س -1
Δ�س نه���������ا 

Δ�س←0
  =

                 2 = 
Δ�س 

Δ2�س
 
نه���������ا
Δ�س←0

  =
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مثال  )3(

�إذ� كان ق)�س( = �س2 ، فجد قَ)�س( با�ستخد�م �لتعريف. 

الحل

تدريب 

تدريب 

1

2

�إذ� كان ق)�س( = 3 + 4�س ، فجد قَ)2( با�ستخد�م �لتعريف.

�إذ� كان ق)�س( = 4�س2 - 3، فجد قَ)3( با�ستخد�م �لتعريف.

بو�سع ع = �س + ه� ، يمكن �لتعبير عن �لم�ستقة �لاأولى با�ستخد�م �لتعريف ح�سب �لعلاقة �لاآتية:

ق)ع( - ق)�س( .
ع - �س نه�������ا 

ع←�س
قَ)�س( = 

ق)ع( - ق)�س( 
ع - �س نه�������ا 

ع←�س
قَ)�س( =  

               
ع2 - �س2
ع - �س نه�������ا 

ع←�س
  =

)ع - �س( )ع + �س(    
ع - �س نه�������ا 

ع←�س
  =

ع + �س نه�������ا
ع←�س

  =

∴ قَ)�س( = 2�س.

1

1
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مثال  )4(

�س ، فجد قَ)�س( با�ستخد�م �لتعريف. �إذ� كان ق)�س( =  

الحل

ق)ع( - ق)�س(          
ع - �س نه�������ا 

ع←�س
قَ)�س( =  

        

 
 

�س  ع - 
ع - �س  

نه�������ا
ع←�س

 

 =

، لماذ�؟
  

�س  ع + 

�س  ع +    *
  

�س  ع - 
ع - �س  

نه�������ا
ع←�س

 

 =

 

ع - �س
) �س ع +  )ع - �س( )   

 
نه�������ا
ع←�س

 

 =
   

�س  2
1   =

  

1
) �س ع +   (

نه�������ا 
ع←�س

 

 =  

يمكن حل �لمثال )4( بطريقة �أخرى، وذلك بتحليل ع - �س بو�سفها فرقًاا بين مربعين: 

ق)ع( - ق)�س(  
ع - �س نه�������ا 

ع←�س
قَ)�س( = 

3تدريب 

�إذ� كان ق)�س( = �س3 ، فجد قَ)�س( با�ستخد�م �لتعريف.

1

1
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مثال  )5(

2�س-3 ، فجد قَ)4( با�ستخد�م تعريف �لم�ستقة. �إذ� كان ق)�س( =

الحل

 
�س    - ع

) �س   + ع  () �س   - ع  (
  

=
  

�س    - ع
ع - �س  

نه�������ا
ع←�س

 

 =

�س   2
1

  =
  

1
) �س   + ع  (

نه�������ا 
ع←�س

 

 =  

1

1

ق)�س1+ ه�( -  ق)�س1(
ه� نه�������ا

ه�←0
قَ)�س1( = 

ق)4+ ه�( - ق)4(   
ه�

نه�������ا
ه�←0

قَ)4(   =  

 3-4*2 2)4+ ه�( -3 - 
ه�

نه�������ا
ه�←0

 

 =  

 5 5+2ه� + 

 5 5+2ه� +   
 *  5 5+2ه� - 

ه�
نه�������ا
ه�←0

  =  

 

5 + 2ه� - 5
) 5 5+2ه� +  ه� )

نه�������ا
ه�←0

  =
   

.
5
1   =

 5 2
2  =

 

2ه�
) 5 5+2ه� +  ه� )

نه�������ا
ه�←0

  =   
2

1
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مثال  )6(

�، فجد قَ)�س( با�ستخد�م تعريف �لم�ستقة، ثم جد قَ)3(. ، �س ≠ �سفرًا
 

�س
3 �إذ� كان ق)�س( = 

الحل

تدريب 

تدريب 

4

5

2�س  ، �س <0 ، فجد قَ)�س( با�ستخد�م تعريف �لم�ستقة، ثم جد قَ)8(. �إذ� كان ق)�س( = 

.) 1
2 1 ، فجد قَ)�س( با�ستخد�م �لتعريف، ثم جد قَ)

3 ، �س ≠  1
1-3�س �إذ� كان ق)�س( = 

ق)ع( - ق)�س( 
ع - �س نه�������ا 

ع←�س
قَ)�س( =  

           �������������  *  �����������������������
 

نه�������ا
ع←�س

ع - �س  =  
ع
3

�س
3 -

 
نه�������ا
ع←�س

  =

1
)ع - �س(   *

 
3)�س -ع(

ع �س نه�������ا 
ع←�س

  =

3-
�س2   =

  
3-

ع �س نه�������ا 
=  ع←�س

 1
3  -  =  3

9 ومنه: قَ)3( =  - 

1-

1

3�س - 3ع
ع �س

1
ع - �س
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�إذ� كان �س = ق)�س(، وكان مقد�ر تغير �لاقتر�ن ق)�س( هو �س2 ه� - 2�س ه�2 ، فجد قَ)�س(.  )1

�إذ� كان �س = ق)�س(، وكان مقد�ر �لتغير في قيم��ة �لاقتر�ن ق عندم��ا تتغير �س من �س1 �إلى   )2
�س1 + ه�  هو  Δ�س = 4�س ه� + 2ه�2، فجد قيمة قَ)�س(.

با�ستخد�م تعريف �لم�ستقة، جد �لم�ستقة �لاأولى لكل مما ياأتي:  )3
 �أ  (  ق)�س( = 6       ب(  ق)�س( = 4 - 5�س

4�س +3  ج�(  �س = �س2 - 2�س                  د (  ق)�س( =  

  2
2�س +3 1         و (  �س =  

2�س ه� (  ق)�س( =  - 

��ستخدم تعريف �لم�ستقة �لاأولى عند نقطة في ح�ساب م�ستقة كل مما ياأتي عند قيمة  �س �لمبينة   )4
�إز�ء كل منها:

 �أ  (  ق)�س( = 3�س + 6      ،      �س =  -2

ب(  �س = 1- �س2      ،       �س =   4

ج�(  �س = 2�س3 - 5�س + 4      ،       �س =   0 

2-3�س      ،       �س =  -2 د  (  �س =   

2       ،       �س =   4 
�س-1 ه�(  �س =  

5     ،      �س =   1
4 + 3�س و (  ق)�س( = 

الأسئلة
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Differentiation Rules & Higher Order Derivatives 
قواعد الاشتقاق والمشتقات العليا  الفصل

الثاني

Û تطبق قو�عد �لا�ستقاق عند �إيجاد م�ستقات �قتر�نات معطاة.
Û ت�ستخدم قاعدة �ل�سل�سلة في �إيجاد �لم�ستقة. 

Û تح�سب م�ستقة �لاقتر�نات �لاآتية: جا�س، جتا�س، ظا�س.
Û تجد �لم�ستقات �لعليا لاقتر�نات معطاة حتى �لم�ستقة �لثانية.

النتاجات

قواعد الاشتقاق�أولًا

�إذ� كان ق)�س( = �س2 )2�س - 3( ، فجد قَ)�س(.

Differentiation Rules

 � �إن �إيجاد م�ستقة هذ� �لاقتر�ن با�ستخد�م تعريف �لم�ستقة يجعل  �لتعامل مع �لاأ�س�س �لكبيرة �أمرًا
�سعبًاا؛ لذ� �ستتعرف في هذ� �لدر�س بع�س �لقو�عد �لتي ت�سهل عملية �لا�ستقاق. 

نشاط
� على تعريف �لم�ستقة: �ملاأ �لفر�غ  في �لجدول �لاآتي �عتمادًا

م�ستقة الاقترانالاقترانم�ستقة الاقترانالاقتران

- - - - - - -ه� )�س( = �س- - - - - - -ق)�س( = 5

- - - - - - -ه� )�س( = �س2- - - - - - -ق)�س( =  -4

- - - - - - -ه� )�س( = �س3- - - - - - -ق)�س( = 0.5

ماذ� تلاحظ؟ماذ� تلاحظ؟
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مثال  )1(

جد �لم�ستقة �لاأولى لكل مما ياأتي: 
1(  ق)�س( =  -3                   2(  �س = �س3                           3(  ه� )�س( = 2�س-5

 1
�س2 �س3              6(  �س =   �س                    5(  ل)�س( =   4(  �س =  3 

الحل
.� قَ)�س( = �سفرًا  )1

= 3�س3-1  = 3�س2
  

�س
�س  )2

 10-
�س6 �س-6 =   3(  ه�َ )�س( = 2)-5( �س-1-5 =  -10  

�س 
1
3   = �س   )4

  
�س2   3

3
1 �س  =  

2-
3  1

3 �س =  
1
31-

 
1
3  

 �س  = 
 �س

�س  
3
2 ل)�س( =   )5

�س
 

3
2 �س = 

1
2  

3
2 �س =  

3
21-  3

2 لَ )�س( =  

القاعدة )1(
.� 1( �إذ� كان ق)�س( = ج� ، حيث ج� عدد ثابت،  فاإن قَ)�س( = �سفرًا

ح. 2( �إذ� كان ق)�س( = �سن، فاإن قَ)�س( = ن �سن-1، ن 
3( �إذ� كان ق)�س( = �أ * م)�س(، حيث م �قتر�ن قابل للا�ستقاق، �أ  عدد ثابت، فاإن:

      قَ)�س( = �أ × مَ )�س(.
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1تدريب 

جد �لم�ستقة �لاأولى لكل من �لاقتر�نات �لاآتية:

�س
1 2�س                              2(  �س =  

3 - 1( ق)�س( =  

�س-6                                              4(  �س = �س  5
3 3( �س =  

القاعدة )2(: م�ستقة مجموع اقترانين, والفرق بين اقترانين.
�إذ� كان كل من: ق، ه� �قتر�نًاا قابلاًا للا�ستقاق، وكان:

1(  ل)�س( = ق)�س( + ه� )�س(، فاإن لَ)�س( = قَ)�س( + ه�َ )�س(.

2( ع)�س( = ق)�س( - ه� )�س(، فاإن عَ )�س( = قَ)�س( - ه�َ )�س(.

مثال  )2(

جد �لم�ستقة �لاأولى لكل من ياأتي:
+ �س2 �س - 2�س        3( ه� )�س( =  1( ق)�س( = 5�س4 -2�س3 - �س +2        2( �س = �س-3 

الحل
1( قَ)�س( = 20�س3 - 6�س2  - 1 

 2-
  

3-
-2 =  �س4 �س-4  3- =

 
�س
�س   )2

�س + �س2
1
2 3(  ه� )�س( = 

 + 2�س
�س  2

1 �س + 2�س = 
1-
2

 
1
2 ه�َ )�س( =  

�س =  �س-2   )6 
2-
�س3   =  

�س-3 �س = -2�س-1-2  =  -2
�س  
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مثال  )3(
�إذ� كان ق)�س( = 5�س3 - 4�س2 -1، فجد قَ)-2(.

الحل
، ثم �لتعوي�س في �لقاعدة، ثم تطبيق �أولويات �لعمليات �لح�سابية: �لا�ستقاق �أولاًا

قَ)�س(   = 15 �س2 - 8 �س
قَ)-2( = 15)-2(2 - 8)-2(

76 = 16 + 60 = 16 + 4 *15 =             

2تدريب 
جد �لم�ستقة �لاأولى لكل مما ياأتي:

 
  

�س2 �س = 2�س -   )1

  
 

1
�س ق)�س( = 4�س3 - 5 +   )2

القاعدة )3(: م�ستقة حا�سل �سرب اقترانين.
�إذ� كان كل من: ق، ه� �قتر�نًاا قابلاًا للا�ستقاق، وكان �س = ق )�س( × ه� )�س(، فاإن:

= ق)�س( × ه�َ )�س( + ه� )�س( × قَ)�س(؛ �أي �إن:
 

�س
�س

م�ستقة حا�سل �سرب �قتر�نين =
�لاقتر�ن �لاأول × م�ستقة �لاقتر�ن �لثاني + �لاقتر�ن �لثاني × م�ستقة �لاقتر�ن �لاأول.

بالرجوع �إلى �لم�ساألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س، حيث:
ق)�س( =  �س2 )2�س - 3(، فاإن:

قَ)�س( =  �لاقتر�ن �لاأول × م�ستقة �لاقتر�ن �لثاني+ �لاقتر�ن �لثاني × م�ستقة �لاقتر�ن �لاأول.
  =  �س2 × 2 + )2�س - 3( × 2�س

  =  2�س2 + 4�س2 - 6�س = 6�س2 - 6�س.



91

مثال  )4(

جد �لم�ستقة �لاأولى لكل مما ياأتي:
.� �س = )2�س -3( )�س3 + 5( عندما  �س = �سفرًا  )1

 )�س3  - 5(.
�س-3 �س =   )2

الحل

= �لاقتر�ن �لاأول × م�ستقة �لاقتر�ن �لثاني + �لاقتر�ن �لثاني × م�ستقة �لاقتر�ن �لاأول.
  

�س
�س   )1

         = )2�س - 3( × 3�س2 + )�س3 + 5( × 2

10 = 10 + 0 = 2×5 + 0×3-  =      |
 

�س
�س

  
�س-4   × 3�س2 + )�س3 - 5( × -3

�س-3  =
 

�س
�س    )2

 
 
15
�س4  = 

�س-4 15 + ) �س-1 3-( + 
�س-1 3 =            

فكر وناقش 

حُلَّ �لم�ساألة �ل�سابقة بطريقة �أخرى.

فكر وناقش 
1(  حُلَّ �لمثال )4( من دون ��ستخد�م قاعدة م�ستقة �سرب �قتر�نين.

عت نور �أن �لم�ستقة �لاأولى للاقتر�ن ق)�س( = �س2 )3�س3 + 5(  هي: 2(  �دَّ
عائها. قَ)�س( = 2�س )9�س2( . ناقِ�س �سحة �دِّ

�س =0
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3تدريب 

جد �لم�ستقة �لاأولى لكل مما ياأتي:
)3 + �س-5 �س = )3�س2 + 7( × )  )1

ق)�س( = )5 - 3�س( )4�س3 + 1( عندما �س = 1  )2
�س = )3�س2 - 4( )�س2 - 1(  )3

القاعدة )4(: م�ستقة خارج ق�سمة اقترانين.

، ه� )�س( ≠0، 
 
ق)�س(
ه� )�س( �إذ� كان كل من: ق، ه� �قتر�نًاا قابلاًا للا�ستقاق، وكان �س =  

؛ �أي �إن
 
ه� )�س( * قَ)�س( - ق)�س( * ه�َ )�س(

)ه�)�س((2   =
  

�س
�س فاإن 

 
�لمقام * م�ستقة �لب�سط - �لب�سط * م�ستقة �لمقام .

)�لمقام(2 م�ستقة ق�سمة �قتر�نين =  

الحل

 
�لمقام * م�ستقة �لب�سط - �لب�سط * م�ستقة �لمقام

)�لمقام(2   =
 

�س
�س

)2�س + 6( * 3�س2  - )�س3 -1(*2  
)2�س + 6(2   =         

4�س3 + 18�س2  + 2 .
)2�س + 6(2

  =
  

6�س3 + 18�س2 - 2�س3 + 2
)2�س + 6(2

  =       

مثال  )5(

�س
�س  

، فجد 
 

�س3 -1
2�س + 6 �إذ� كانت �س =  
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نشاط
�أكمل �لفر�غ في �لجدول �لاآتي با�ستخد�م قاعدة ق�سمة �قتر�نين:

م�ستقة الاقترانالاقتران

---------

---------

---------

ماذ� تلاحظ؟ 

قابلاًا  ه� )�س(  وكان  ثابت،  عدد  ج�   ،  0≠ ه� )�س(  ، حيث  ج�
ه�)�س(  = كان ق)�س(  �إذ� 

-ج� * ه�َ )�س( .
)ه�)�س((2 للا�ستقاق، فاإن قَ)�س( =  

نتيجة

مثال  )6(

في كل مما ياأتي:
  

�س
�س جد  

3�س2 + 7
2 -5      2( �س =  

2�س + 3 �س =    )1

الحل

 
10

)2�س + 3(2   =
  

2*)5-( -
)2�س + 3(2   =

  
�س
�س  )1

= 3�س
  

6�س
2   =

  
�س
�س  )2

�س3ق)�س( =  �������

1ق)�س( =  ��������������
1 - 5�س

-2ق)�س( =  ��������������
2�س + 1
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فكر وناقش 

 للاقتر�ن في �لفرع )2( من �لتدريب )4( �ل�سابق باأكثر من طريقة.
 

�س
�س جد  

4تدريب 

في كل مما ياأتي:
 

�س
�س جد  

              
 

�س3  - 8
�س  - 2                       2( �س =  

 
2�س + 5
3 - �س 1( �س =  

  
 

11
�س3  + 6                         4( �س =  

 
1 - 3�س

2 3( �س =  

5تدريب 

حُلَّ �لم�ساألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.
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جد �لم�ستقة �لاأولى لكل مما ياأتي:  )1

�س
3  �أ  (  ق)�س( = 6 - 2�س3                                         ب(  ق)�س( =  - 

�س5 + �س                    د (  �س = )�س3 - 2�س( )3 - 5�س4( 3 ج�(  ه�)�س( = 2�س-0.5  + 

 
 

�س
4 - �س2                                             و (  ق)�س( =  

 
�س2 + 1
2�س - 3 ه�(  �س =  

ز (  ق)�س( = )�س3 + 3�س( )2 - 5�س(

جد �لم�ستقة �لاأولى لكل مما ياأتي عند قيم �س �لمبينة �إز�ء كل منها:  )2
�أ   ( �س = 5�س3 - 2�س2 + 1             ،   عندما �س = -3

�س              ،   عندما �س = 1 3 ب( �س = �س3 +

             ،   عندما �س = -2
 

3-
2 - �س  ج�( �س = 

عندما �س = 1 
   

،
                             

2�س
5 - 4�س د  ( ق)�س( = 

ه�( ق)�س( = )4 - 6�س2( )2�س + 1(         ،   عندما �س = -2

�س     ،   عندما �س = 1
2 و ( ق)�س( = 2�س × )3 - �س2( + 

ق)1+ ه�( -  ق)1( .
ه� نه�������ا 

ه�←0
�س ، فجد قيمة  6 3( �إذ� علمت �أن ق)�س( = 

�إذ� كان ق)1( = 4،  قَ)1( = -2،  ه� )1( = -2،  ه�َ )1( = 1 فجد:  )4
)1( َ ) ه�

ق )1(              ب (  ))ق × ه�( )1((َ               ج�(  ) �أ   (  )ق × ه�(َ 

)1( َ َ )1(                     و (  )3ق -2ه�( َ )1(                  ه� (  )ق + ه�( ) ه�
3 د (  )

الأسئلة
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قاعدة السلسلةثانيًا

�إذ� كان ق)�س( = )3�س2  + 5(-5 ، فجد قَ)�س( .

Chain Rule

لا ي�مكن �إي�جاد م�ستقة �لاقتر�ن ق)�س( = )3�س2 + 5(-5 با�ستخد�م قو�عد �لا�ستقاق �لتي 
تعلمتها في هذ� �لف�سل ؛ لذ� يجب ��ستعمال قاعدة ال�سل�سلة لاإيجاد م�ستقة هذ� �لاقتر�ن.

مثال  )1(

�س .
�س �إذ� كان �س = 2ع2 + 3 ، ع = �س3 - 1، فجد 

الحل

 ع  = �س3 -1،  ومنه: �س = 2)�س3 -1(2 + 3       
�س = 2)�س6 - 2�س3 + 1( + 3 )لماذ�(؟                      

�س = 2�س6 - 4�س3 + 5

= 12�س5  - 12�س2                         
 

�س
�س

لاحِظ �أن �لاقتر�ن �س مكتوب بدلالة �لمتغير ع، و�أن �لمتغير ع مكتوب بدلالة �لمتغير �س.

باتباع �لخطو�ت �لاآتية:
  

�س
�س يمكن �إيجاد  

.
 

�س
ع �إيجاد    )1

.
 

ع
�س �إيجاد    )2

ع .
�س   × 

 
�س
ع �إيجاد    )3

تعوي�س قيمة ع بدلالة �س.  )4
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القاعدة )1(: قاعدة ال�سل�سلة.
�إذ� كان �س = ق)ع(، ع = ه� )�س(، �س قابلاًا للا�ستقاق بالن�سبة �إلى ع، ع قابلاًا للا�ستقاق 

بالن�سبة �إلى �س، فاإن:
ع .

�س  ×
 

�س
ع �س  =  

�س   

مثال  )2(

�س .
�س �إذ� كان �س = م3 + 3م2 - 5،  م = 3�س + 7، ف�ج�د   )1

�س  عندما �س = 1.
�س �إذ� كان �س = ع3  + 1،  ع = 5�س - 2، فجد   )2

الحل

�س  = 3م2  + 6م
م   )1

م  = 3
�س       

م 
�س �س  ×  

م �س  =  
�س       

          =  )3م2 + 6م( × 3
  =  9م2 + 18م

  =  9 )3�س + 7(2 + 18)3�س + 7(.

�س  = 3ع2.
ع   )2

ع  = 5
�س       

ع 
�س �س × 

ع �س  =  
�س       
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        = 3ع2 × 5
        = 15ع2

        = 15)5�س -2(2
135 = 9 ×15 = 2)2- 5(15 =

�س
|�س

�س =1  
     

1تدريب 

.
�س
|�س

�س =1  
�إذ� كان �س = ع2 +3ع  ، ع = 3 - 2�س2 ، فجد   

مثال  )3(

�س .
�س �إذ� كان �س = )5 - �س2(3، فجد 

الحل
�فر�س �أن ع = 5 - �س2  ،  ومنه: �س = ع3.

= -2�س
 

ع
�س = 3ع2  ،    

  
�س
ع   ∴

ع
�س  ×

 
�س
ع �س  =  

�س       
 =  3ع2 × -2�س

 =  -6�س ع2
 =  -6�س )5 - �س2(2.

القاعدة )2(   
� حقيقيًّا، ه� �قتر�نًاا قابلاًا للا�ستقاق، فاإن: �إذ� كان �س =  )ه� )�س((ن ، ن عددًا

�س  =  ن )ه� )�س((ن-1× ه�َ )�س(.
�س  
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مثال  )4(

�س  لكل مما ياأتي:
�س جد 

1(  �س = )5 - �س2(3                       2( �س = )2�س - 7(3 عندما �س = -1

الحل

= 3)5 - �س2(2 × -2 �س
 
�س 

�س   )1
          = -6 �س )5 - �س2(2

= 3)2�س - 7(2 × 2
   

�س
�س  )2

          = 6)2�س - 7(2
�س = 6) -2 - 7(2

|�س
�س = -1

     

486 = 2)9-( × 6 =     

2تدريب 

. �س
�س �إذ� كان �س = )�س2 + 4�س + 5(-2،  فجد 

مثال  )5(

   لكل مما ياأتي:
�س
�س جد  

�س2 + 3 3 �س3 + 1 ،  �س < -1                2( �س =  1( �س = 

الحل

                           
1
1( �س = )�س3 + 1(2

 × 3�س2
1-
)�س3 + 1(2

 
1
2   =

  
�س
�س       
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3�س2

 
1
2)�س3 + 1(2

  =   

1
2( �س = )�س2 + 3(3

 × 2�س
2-
)�س2 + 3(3

 
1
3   = 

 
�س
�س       

2�س
  

2
3)�س2 + 3(3  

 =          

3تدريب 

القاعدة )3(: م�ستقة اقتران الجذر التربيعي.
، ه� )�س( <0، ه� �قتر�نًاا قابلاًا للا�ستقاق، فاإن: ه� )�س( �إذ� كان ق)�س( = 

 م�ستقة ما د�خل �لجذر .
2 × �لجذر نف�سه   

= 
 

ه�َ )�س(
ه� )�س(  2

 قَ)�س( =  

. 
�س
�س ،  فجد  �س2 - �س + 3 �إذ� كان �س =    )1

. 
�س
�س 2 - �س ، فجد  3 �إذ� كان �س =   )2

4تدريب 

حُلَّ �لم�ساألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.
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جد �لم�ستقة �لاأولى لكل مما ياأتي:  )1
، ع = 4�س3 - 9 ع + 1  �أ  (  �س = 

1
4 ب(  �س = ل3          ،  ل = 8�س  عندما �س = 

جد �لم�ستقة �لاأولى لكل مما ياأتي:  )2
2�س2 + 1 �أ   (  �س =  

ب(  ق)�س( =  )3 + �س2(-3 
ج�(  م)�س(  =  )4�س + 1(3

د  (  ق)�س( =  �س-4)5 - 5�س3(2
ه�(  �س =  )�س + 7�س-2( )9 - 5�س(4 

3( جد �سَ  لكل مما ياأتي عند قيمة �س �لمبينة �إز�ء كل منها:
5 + 3�س2                         ،  �س = 0 �أ   (  �س = 

ب(  �س = -5 )1- 3�س3(-2                  ،  �س = -1
ج�(  �س = )�س2  - 3( )2 - 4�س3(2         ،  �س = 1
د  (  �س = م2 + 3م -2 ، م = 4 �س2       ،  �س = 2

الأسئلة
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مشتقات الاقترانات المثلثيةثالثًا

�إذ� كان ق)�س( = ظا)�س2 + 5(، فجد قَ)�س(.

Derivatives of Trigonometric 
Functions 

��ستخد�م قو�عد خا�سة  �قتر�ن مثل �لاقتر�ن ق)�س( = جا)�س2 + 5(، يجب  لاإيجاد م�ستقة 
بم�ستقة �لاقتر�نات �لمثلثية؛ لذ� �ستتعرف في هذ� �لدر�س بع�س هذه �لقو�عد.

القاعدة )1(: م�ستقة الاقترانات المثلثية.

�إذ� كان ق)�س( = جا�س    ،  فاإن قَ)�س( =  جتا�س.  )1
�إذ� كان ق)�س( = جتا�س   ،  فاإن قَ)�س( =  - جا�س.  )2

�إذ� كان ق)�س( = ظا�س    ،  فاإن قَ)�س( =  قا2�س.  )3

مثال  )1(

�س .
�س �إذ� كان �س = 2ظا�س - جتا�س، فجد 

الحل

= 2 قا2�س - )- جا�س(
  

�س
�س

             = 2 قا2�س + جا�س.

. 1
جتا�س جا�س ،  قا�س =  

جتا�س ا �أن: ظا�س =   تعلمت �سابقًا
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مثال  )2(

 لكل مما ياأتي:
 

�س
�س جد 

- 4جا�س.
  

ظا�س
2 �س =  2�س +    )1

�س = 3جا�س + 5جتا�س - 2ظا�س.  )2

الحل

قا2�س - 4 جتا�س.
 

1
2   + 2 =

 
�س
�س  )1

= 3جتا�س + 5)- جا�س( - 2قا2�س.
 

�س
�س  )2

                   = 3جتا�س - 5جا�س - 2قا2�س.

1تدريب 

جد �لم�ستقة �لاأولى لكل مما ياأتي:

2 + ظا�س + 2�س.   2(   �س = جتا�س ظا�س.
جتا�س �س =    )1

�س = جا�س جتا�س.     4(   �س = �س2 ظا�س.  )3

�إذ�  �إيجاد م�ستقة بع�س �لاقتر�نات. ولكن،  تُ�ستخدم في  �لتي  �ل�سل�سلة  ا قاعدة  �سابقًا تعلمت 
��ستخد�م قاعدة  �لمثال )3(، فكيف يمكنك  �قتر�نًاا كما في  �لمثلثي تمثل  �لز�وية في �لاقتر�ن  كانت 

�ل�سل�سلة في �إيجاد م�ستقة هذ� �لاقتر�ن؟
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مثال  )3(

�س .
�س �إذ� كان �س = جا)5�س2 + 1( ، فجد 

الحل
�فر�س �أن ع = 5�س2 + 1 ، ومنه: �س = جاع.

= 10�س
  

ع
�س = جتاع  ،  

  
�س
ع

ع
�س  ×

 
�س
ع   =

  
�س
�س

   = جتاع × 10�س
   = 10�س جتا )5�س2 + 1(.

يمكن حل �لمثال �ل�سابق باتباع �لقاعدة �لاآتية:

القاعدة )2(. 

�إذ� كان �س = جا)ه� )�س((،  ه�  �قتر�نًاا قابلاًا للا�ستقاق، فاإن:  )1

= ه�َ )�س( جتا)ه� )�س((.
  

�س
�س

�إذ� كان �س = جتا)ه� )�س((،  ه�  �قتر�نًاا قابلاًا للا�ستقاق، فاإن:  )2

=  - ه�َ )�س( جا)ه� )�س((.
  

�س
�س

�إذ� كان �س = ظا)ه� )�س((،  ه�  �قتر�نًاا قابلاًا للا�ستقاق، فاإن:  )3

=  ه�َ )�س( قا2)ه� )�س((.
  

�س
�س
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مثال  )4(

جد قَ)�س( لكل مما ياأتي:
1( ق)�س( = ظا)�س2 + 5�س + 1(.                         2( ق)�س( = جا24�س.

الحل
قَ)�س( =  قا2)�س2  + 5�س + 1( × )2�س + 5(  )1
         =  )2�س + 5(  قا2)�س2  + 5�س + 1(.

ق)�س( =  )جا2�س(4  )2
قَ)�س( =  4)جا2�س(3 × 2جتا2�س

                 =  8جتا2�س جا23�س.

2تدريب 

لكل مما ياأتي:
  

�س
�س جد  

1( �س =  ظا3�س.
2( �س = 2جتا4�س + جا2�س - ظا)5�س + 1(.

مثال  )5(

�س  لكل مما ياأتي:
�س جد 

�س =  �س ظا)�س2  + 1(.  )1
�س =  �س2  جا)3 - �س2(.  )2
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الحل
تُطبَّق قاعدة م�ستقة �سرب �قتر�نين:

=  �س × قا2)�س2 + 1( × 2�س + ظا)�س2 + 1( × 1
  

�س
�س   )1

          =  2�س2 قا2)�س2 + 1( + ظا)�س2 + 1(.

= �س2 × جتا)3 - �س2( × -2�س + جا)3 - �س2( × 2�س  )لماذ�(؟
  

�س
�س  )2

          =  -2�س3 جتا )3 - �س2( + 2�س جا)3 - �س2(.

3تدريب 

حُلَّ �لم�ساألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.

فكر وناقش 

تْ ربى �لاقتر�ن ق)�س( = ظا3)5 + �س2( على �لنحو �لاآتي: ��ستقَّ
قَ)�س( = 3 ظا3)5 + �س2( قا2)5 + �س2(. ناقِ�س �سحة �إجابة ربى.
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الأسئلة

 لكل مما ياأتي:
 

�س
�س جد  

 �أ  (  �س =  �س2جا�س.

.
 

جا�س
جتا�س + 1 ب(  �س =  

ج�(  �س =  5�س2 جتا�س - ظا�س.
د  (  �س =  �س ظا�س + )�س2 + 1(2 .
ه� (  ه� )�س( =  ظا2 3�س + جتا�س.

 و (  �س =  )جتا2�س(6.
 ز (  �س =  جا)3�س + 5(.

ح (  �س =  3جا4�س - جتا3�س - ظا2�س2.
ط (  �ص =  )جا�س - جتا�س(-2.

ي (  �س =  جا2�س )1 - جتا�س(.
ك (  �س =  )�س جا�س(3 ظا�س.
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المشتقات العليار�بعًا

�إذ� كان ق)�س( = �س2 جا�س ، فجد قََ)�س(.

Higher Order Derivatives

= �سَ = قَ)�س( تُ�سمّى 
 

�س
�س �إذ� كان �س = ق)�س( قابلاًا للا�ستقاق بالن�سبة �إلى �س، فاإن 

الم�ستقة الاأولى للاقتران ق بالن�سبة �إلى �س. 

�س،  للا�ستقاق في  قابلاًا  يكون  فقد  لذ�  �س؛  �لمتغير  على  يعتمد  �قتر�ن  هو  �أن قَ)�س(  لاحِظ 
الم�ستقة الثانية للاقتران ق)�س(،  = قَ)�س( تُ�سمّى  وعندئذٍ فاإن م�ستقة �لم�ستقة �لاأولى للاقتر�ن �سَ 

،�أو:  قََ )�س(. 2 �س ، �أو: �سََ 

�س2 ويُرمَز �إليها بالرمز: 

= قََ ) �أ (.
�س = �أ 

=  �سََ |
2 �س

|�س2
�س = �أ

ويُرمَز �إلى قيمة �لم�ستقة �لثانية عندما �س = �أ بالرمز: 

3 �س =  �سَََ  =  قَََ )�س( (.

�س3 وب�سورة م�سابهة، نرمز �إلى الم�ستقة الثالثة بالرمز: )

ز في هذ� �لف�سل فقط على �إيجاد �لم�ستقة �لثانية. وكذ� �لم�ستقة �لر�بعة، وحتى �لم�ستقة �لنونية، و�سنُكِّ

مثال  )1(

�إذ� كان ق)�س( = 3 - �س + 5�س2 - 7�س3 ، فجد قََ )�س(.

الحل
قَ)�س( =  -1 + 10�س - 21�س2.

قََ)�س( = 10- 42�س.

مثال  )2(
جد �لم�ستقة �لثانية لكل مما ياأتي:

1( ق)�س( = 6�س4 - 2�س + 1  عندما �س = -2                      2( �س = �س جا�س + 2جتا�س
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الحل
قَ)�س(  = 24�س3 - 2  )1

قََ)�س(  = 72�س2
قََ)-2( = 72)-2(2= 72 × 4 = 288                               

=  )�س × جتا�س + جا�س( + 2)- جا�س(   �سَ   )2
    =  �س جتا�س + جا�س - 2جا�س

    =  �س جتا�س - جا�س
�سََ  =  )�س × )- جا�س( + جتا�س(( - جتا�س      

    =  - �س جا�س + جتا�س - جتا�س
    =  - �س جا�س.

1تدريب 

 لكل مما ياأتي:
 

2�س

�س2 جد 

، عندما �س = -5 
 

5
�س �س ، حيث �س <0       3(  �س =  �س = �س2 + جتا�س       2( �س =   )1

مثال  )3(

- 2�س + 7 ، فجد: 
 

�س2
2  

+
 

�س3
3 �إذ� كان ق)�س( =  

�أ�سفار �لم�ستقة �لاأولى.                  2( �أ�سفار �لم�ستقة �لثانية.  )1

الحل
قَ)�س( = �س2 + �س - 2  )1

قَ)�س( = 0
�س2 + �س - 2 = 0 
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الحل
قَ)�س( = 2�أ�س -3ب �س2 

قَ)1(  =  7
2�أ - 3ب = 7  ..................... )1(

قََ)�س( = 2�أ - 6ب �س
قََ )0( = 10

2�أ = 10،  ومنه: �أ = 5
بالرجوع �إلى �لمعادلة )1(:   2×5 - 3ب = 7
7 =                 10 - 3ب 

= -3 ، ومنه: ب = 1                        - 3ب 

مثال  )4(

�إذ� كان ق)�س( = �أ �س2 - ب �س3 + 3، وكان قَ)1( = 7، قََ)0( =10، فجد قيم �لثابتين: �أ ، ب.

2تدريب 

.� �إذ� كان ق)�س( =  �أ2�س3 - 12�س2  ، فجد قيمة )قيم( �لثابت �أ �لتي تجعل قََ )1( = �سفرًا

)�س + 2( )�س - 1( = 0 ← �س = -2 ،  �س = 1
∴ �أ�سفار �لم�ستقة �لاأولى }-2، 1{.

2(  قََ)�س( = 2�س + 1
قََ)�س( = 0

2�س + 1 = 0
1-
2 2�س =  -1 ، ومنه: �س =  

.} 2 -1∴ �أ�سفار �لم�ستقة �لثانية }
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الأسئلة

جد �لم�ستقة �لثانية للاقتر�نات �لاآتية:  )1
�أ   (  ق)�س( = )2�س4 - 5( ) 8 - 5�س(

ب(  �س = �س3 )1 - 2�س(، عندما �س = 1
ج�(  ه� )�س( = 2جتا�س

د  (  ق)�س( = �س2  )�س -1( ، عندما �س = -2
ه�(  ق)�س( = جا2�س جتا�س.

، عندما �س = 0
 

2
1 - 4�س و (  ق)�س( = 

ز (  ق)�س( = جا)2�س - 1(

�إذ� كان ق)�س( = 3�أ�س3 - 2ب �س + 1، وكان قَ)0( = 4، قََ)1( = 36، فجد قيم �أ، ب.  )2

�إذ� كان ق)�س( = �أ�س3 - ب �س2 - 3، وكان قَ)1( = 21، قََ)2( = 102، فجد قيم �أ، ب.  )3

�إذ� كان ق)�س( = جتا2�س، فجد قََ)�س( + 6ق)�س(.  )4

حُلَّ �لم�ساألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.  )5
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أسئلة الوحدة

، وتغيرت �س من �س1 = 1 �إلى �س2 = 2، فجد: 1
�س2  

1(  �إذ� كان ق)�س( = 
 �أ  (  مقد�ر �لتغير في �لاقتر�ن ق.
ب(  معدل �لتغير في �لاقتر�ن ق.

، وكان معدل تغير �لاقتر�ن ق ي�ساوي )-1( عندما تتغير �س من 
 

�أ
�س + 2 �إذ� كان ق)�س( =   )2

�سفر �إلى 3 ، فجد قيمة �لثابت �أ.

للج�سيم في  �لمتو�سطة  �ل�سرعة  �ح�سب  �لعلاقة ف)ن( = ن2 + 4ن.  يتحرك ج�سيم ح�سب   )3
�لفترة �لزمنية ]1، 5[.

�إذ� كان �س = ق)�س(، وكان مقد�ر �لتغير في قيمة �لاقتر�ن ق عندما تتغير �س من )�س( �إلى   )4
)�س + ه�( هو: Δ �س = 5�س2 ه� + 8�س ه�2  +         ه�3، فجد قَ)2(.

منحنى  يمثل  �لذي   )5-2( �ل�سكل  على   � 5(* �عتمادًا
�لاقتر�ن ق، جد كلاًّ مما ياأتي:

 �أ  ( قيم �س �لتي تجعل �لاقتر�ن ق غير مت�سل.
ب( معدل �لتغير للاقتر�ن ق في �لفترة ]2، 4[.

جد �لم�ستقة �لاأولى لكل مما ياأتي با�ستخد�م تعريف   )6
�لم�ستقة:

 �أ  (  ق)�س( =  3 - 5�س
ب(  ه� )�س( = 2�س2 + 1

،  حيث �س ≠ -2
 

1
ج�(  ل)�س( =  �س + 2

 �ل�سكل )2–5(.
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)*( �ل�سوؤ�ل من �أ�سئلة �لاختبار�ت �لدولية.
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2�س + 4 ، حيث �س ≤ -2  د (  م )�س( =  
ه�(  ق)�س( =  �س2 -4�س ،   عندما �س = 3

، عندما �س = 2
 

3
2 2�س - 3 ، حيث �س ≤  و (  ق)�س( =  

لكل مما ياأتي:
  

�س
�س جد    )7

�س3 + 5�س2   �أ  (   �س =  

ع + 1 ، ع = 1 - 2�س ، حيث ع ≤ -1 ب(  �س =  
ج�(  �س = �س2 جا3�س

– جا25�س
 

8
2�س - 3  د (  �س =  

ه� (  �س = 3م2- 2م + 1 ،  م = 2�س + 3 ،  عندما �س = 0
4 + 3جتا�س  و (  �س =  

جد قََ)�س( لكل مما ياأتي:  )8
�أ   (  ق)�س( = )�س2 +2( )3 - 4�س(

ب(  ق)�س( = )2�س - 1(5
ج�(  ق)�س( = �س2جتا�س + �س-3 - 5

ق)ه� +1( - ق)1( .
ه� نه�������ا 

ه�←0
9(  �إذ� كان ق)�س( = )5�س - 1(3، فجد 

.� �إذ� كان ق)�س( = �س4 - �أ�س2 + �س، فجد قيمة �لثابت  �أ  �لتي تجعل قََ)-1( = �سفرًا  )10

11( �إذ� كان ق)�س( = )�أ�س-1(4،  فجد قيمة )قيم( �لثابت  �أ  �لتي تجعل قََ)0( = 48

113
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12( �إذ� كان ق)�س( = )2�س - 1(3 ، وكان قََ)�س1( = 4، فجد قيمة �س1

�إذ� كان ه� �قتر�نًاا قابلاًا للا�ستقاق عندما �س = -2، ه� )-2( = 1 ، ه�َ )-2( = 2، فج�د   )13
قَ)-2( في كل مما ياأتي:

�س + 6 × ه� )�س(. �أ   ( ق)�س( =  

.
 

ه� )�س(
�س  -

ب( ق)�س( =  ه� )�س( 

يتكون هذ� �ل�سوؤ�ل من ت�سع فقر�ت من نوع �لاختيار من متعدد، لكل فقرة �أربعة بد�ئل،   )14
و�حد منها فقط �سحيح. �سع د�ئرة حول رمز �لبديل  �ل�سحيح:

)1( �إذ� علمت �أن ق)�س( = 4 - 3�س، وتغيرت قيمة �س من 3 �إلى 5، فاإن Δ�س هي:
 �أ (   -6                      ب(   -2                 ج�(   2                   د (   3

)2( �إذ� كان �س = ق)�س( = �س2، وتغيرت قيمة �س من �س1 = 2 �إلى �س2 = 4، فاإن مقد�ر 
�لتغير في �س ي�ساوي:

 �أ (   -12                  ب(   2                      ج�(   6                  د (   12

ق)�س+ه�( - ق)�س( ت�ساوي:
ه� نه�������ا 

ه�←0
)3( �إذ� كان ق)�س( = جا3�س، فاإن 

 �أ (  - جتا3�س            ب(  3جتا3�س         ج�(  3جا3�س         د (  جتا3�س    

، فاإن قَ)3( ت�ساوي: 
 

3
�س )4( �إذ� كان ق)�س( = 

-1               د (  1
9 -1                 ج�(  

3  �أ (  -1                      ب(   
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ق)2+ ه�( - ق)2(  ت�ساوي:
ه� نه�������ا 

ه�←0
)5( �إذ� كان ق )�س( = �س3 + 8، فاإن 

�أ (  12                   ب(  8                    ج�(  16                     د (  20
� ثابتًاا، فاإن قَ)�س( ت�ساوي: )6( �إذ� كان ق )�س( = ج�2�س، وكان ج� عددًا

�أ (  2ج� �س            ب(  2ج�                 ج�(  ج�2                     د (  2�س
)7( �إذ� كان ق )�س( = 3�س2، فاإن ميل �لقاطع �لمار بالنقطتين: )-3،1( ، )12،2( ي�ساوي:

 1
3 -1                 ب(  3                     ج�(  -3                    د (  

3 �أ (  

 )1(َ )8( �إذ� كان ق)1( = 2، ه� )1( = 3، قَ)1( = -2، ه�َ )1( = 1، فاإن )ق × ه�(
ي�ساوي:

�أ (  8                     ب(  4                     ج�(  -8                     د (  -4
)9( �إذ� كان ه� )�س( = �س2 * ق)�س(، ق)3( =  6 ، قَ)3( = 5، فاإن ه�َ )3( ت�ساوي:

�أ (  81                   ب(  11                  ج�(  45                    د (  36
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الوحدة
تطبيقات التفاضلالثـالثـة

3

بعد اأن تعرفت الـم�شتقة وقواعد 
الا�شتـقــاق فـــي الوحــدة ال�شابقة, 
�شتتعرف الاآن كيف ت�شتخدم الم�شتقة 
في حل م�شائــل متنوعة تتعلق ببع�ض 
التطبيقــات الفيزيائيــة,  والهند�شية, 
ا كيف  اأي�شً والاقت�شادية. و�شتتعرف 
يـمكن اإيجــاد تزايد منحنى الاقتران 
م�شتقــة  علــى  اعتمــادًا  وتناق�شــه 
الاقتران الاأولى, وتحديد قيم الاقتران 
ال�شغــرى(,  )العظمــى,  الق�شــوى 
وحــل م�شائل عمليــة تتعلــق بالقيم 

الق�شوى. 

¢S
 

¢U
 

((1`L)¥ ,1`L)

((2`L)¥ ,2`L)

(( 3`L)¥,3`L)

((4`L)¥ ,4`L)

1± 3±

4±
1`L 3`L 4`L2`L

2±
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 Applications of Differentiation

يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة اأن يكون قادرًا على:
اإيـجاد الـميل ومعادلـة المما�ض لمنحنى  •  اكت�شاب مهارة 

الاقتران.

•  حل م�شائل تطبيقية على الم�شافة , وال�سرعة , والت�شارع,  
مُبرِّرًا الـحل.

•  تحديد فترات التزايد والتناق�ض با�شتخدام اختبار الم�شتقة 
الاأولى.

•  تحديد القيم الق�شوى با�شتخدام اختبار الم�شتقة الاأولى, 
واختبار الم�شتقة الثانية.

•  حل م�شائل تطبيقية على القيم الق�شوى.

117



118

Geometric and Physical Interpretation of the Derivative
التفسير الهندسي والفيزيائي للمشتقة الفصل

الأول

Û تف�سر الم�شتقة الاأولى هند�شيًّا.
Û توظف تف�شير الم�شتقة الهند�شي في حل م�شائل تت�شمن اإيجاد معادلة المما�ض.

Û تف�سر الم�شتقتين: الاأولى والثانية فيزيائيًّا.
Û توظف تف�شير الم�شتقة الفيزيائي في حل م�شائل عملية.

النتاجات

التفسير الهندسي�أول

يمثل ال�شكل )3-1( منحنى الاقتران ق, 
والـنـقطـتـين: اأ)�ض1, �ض1(, ب)�ض2, �ض2( 
ذلـك في  اعتمد  منحنى ق.  الـواقعـتـين على 

الاإجابة عما ياأتي:
اأب ؟ ما ميل القاطع   ) 1

ماذا  اأ.  باتـجاه  النقطة ب  بتحريك  ابـداأ   )2
تلاحظ على القاطع الناتج؟

اإن تحريك النقطة ب على منحنى الاقتران ق)�ض( مقتربةً من النقطة اأ لتاأخذ الاأو�شاع ب1, 
,... مقتربًا من و�شع المما�ض للمنحنى  اأب1 , اأب2 اأب ياأخذ الاأو�شاع  ب2, .... يجعل القاطع 
اأب على مما�ض المنحنى عند  عند النقطة ) اأ (, وما اإن تنطبق )ب( على ) اأ ( حتى ينطبق القاطع 

النقطة اأ.

Geometric Interpretation

 ال�شكل )3–1(.
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)1( 

)2( 

مثال 

مثال 

اإذا كان �ض= ق)�ض( =  �ض3 - 6�ض+5, فجد ميل المما�ض لمنحنى الاقتران ق عندما �ض= -2

اإذا كان ق)�ض( = )2�ض + 1( )3�ض - 4(, فجد معادلة المما�ض عندما �ض = 2

الحل

الحل

قَ)�ض( = 3�ض2 - 6                                                    
ميل المما�ض عندما �ض = -2 ي�شاوي قَ)-2(

∴ قَ)-2( = 3)-2(2 -6 = 6                                                

ميل المما�ض = قَ)2(
قَ)�ض( = )2�ض + 1( )3( + )3�ض - 4( )2(                         

قَ)2( = )5( )3( + )2( )2(
∴ ميل المما�ض = 19 

اأب عندما تقترب النقطة ب  اأي اإن ميل المما�س عند النقطة اأ)�ض1, �ض1( = نهاية ميل القاطع 
من النقطة اأ.

النقطة,  هذه  عند  للمنحنى  التغير  معدل  نهاية   = �ض1(  اأ)�ض1,  النقطة  عند  المما�س  ميل   ∴
ا  ميل المنحنى عند النقطة اأ. وي�شاوي قَ)�ض1(, ويُ�شمّى اأي�شً

اإذا كان ق)�ض( = �ض2  - 3�ض, فجد ميل المما�ض لمنحنى الاقتران ق عند النقطة ) 2, -2(.
1تدريب 
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لاإيجاد معادلة المما�ض, يجب اإيجاد النقطة )2, ق)2((.
ق)2( = )5( )2( = 10                                    

∴ نقطة التما�ض )10,2(.
معادلة المما�ض هي: �ض - �ض1 = م )�ض - �ض1(, حيث النقطة )�ض1, �ض1( هي نقطــة التمـا�ض, 

م = قَ)�ض1(.
ومنه, معادلة المما�ض هي: �ض - 10 = 19)�ض -2(.

∴ �ض = 19�ض - 28 

مثال  )3(

اإذا كان ق)�ض( = اأ�ض2+ 2�ض + 5, حيث اأ عدد ثابت, وكان ميل المما�ض عندما �ض = 2 ي�شاوي 
18, فما قيمة الثابت اأ؟

الحل
ميل المما�ض = قَ)2(

قَ)�ض(       = 2اأ�ض + 2                                                             
قَ)2(        = 2اأ )2( + 2                                                          
18           = 4اأ + 2                                                                 

ومنه: اأ      = 4 

اإذا كان ق)�ض( = )�ض2 + 1(2, فجد معادلة المما�ض لمنحنى الاقتران ق عندما �ض = 1

2تدريب 
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جد معادلة المما�ض لكل من المنحنيات الاآتية عند قيم �ض المبينة اإزاء كل منها:  )1
اأ   ( ق)�ض(  = 3�ض + 5        ,    �ض = 2 
ب( ق)�ض(  =  �ض2 + 3�ض -1                ,      �ض = 1 

جـ( ق)�ض(  =  )2�ض -4( )�ض2  + 1(     ,      �ض = �شفرًا

2�ض+2 , فجد معادلة المما�ض لمنحنى الاقتران ق عندما �ض = 1
�ض2 +1 اإذا كان ق)�ض( =    )2

اإذا كان ق)�ض( = اأ�ض2 +4�ض - 3, حيث اأ عدد ثابت, وكان ميل المنحنى عندما �ض = 3   )3
ي�شاوي 22, فجد قيمة الثابت اأ.

اإذا كان ق)�ض( = �ض5 + 4�ض2, فجد ميل المنحنى للاقتران ق عندما �ض = 1  )4

اإذا كـــان ق)�ض( = )3�ض2 - 2(4, فجد معادلة الممـــا�ض لمنحنى الاقتران ق عنـــد النقطــــة   )5
)-1, ق)-1((.

الأسئلة
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≥±∪><↔⊆∞ ø∅ ⊂≠ ≤≤

التفسير الفيزيائيثانيًا

فًا بالاقتران: ف)ن( = 30ن2 - 4ن + 6,  اإذا تحركت �شيارة, وكان موقعها في اللحظة ن مُعرَّ
حيث ف الم�شافة التي تقطعها ال�شيارة بالاأمتار, ن الزمن بالثواني, فجد �سرعة ال�شيارة بعد مرور 4 

ثوانٍ من بدء الحركة.

تعلمت في الوحدة الثانية كيف تجد ال�سرعة المتو�شطة لج�شيم في فترة زمنية, مثل: 

] ن1,ن2[. ولكن, كيف يمكنك ح�شاب �سرعة هذا الج�شيم عند لحظة ما خلال هذه الفترة؟

تُعرف هذه ال�سرعة با�شم ال�سرعة اللحظية )ال�سرعة(.

Physical Interpretation

تعريف

اإذا تحرك ج�شيم, وتحدد موقعه في اللحظة ن بالعلاقة ل= ف)ن(, فاإن ال�سرعة اللحظية )ال�سرعة( 
في اللحظة ن هي ع)ن(, حيث ع)ن( = فَ )ن(.

مثال  )1(

بدء حركته معطى  ثانية من  ن  بعد  بالاأمتار  الاأ�شل  نقطة  بُعْده عن  اإذا تحرك ج�شيم بحيث كان 
بالعلاقة: ف)ن( = ن3 + 3ن2 + 5, فاح�شب �سرعة الج�شيم بعد مرور 3 ثوانٍ.

الحل
الم�شافة ف)ن( = ن3 + 3ن2+ 5 

∴ ال�سرعة ع)ن( = فَ )ن( = 3ن2 + 6ن 
ولهذا فاإن ال�سرعة بعد مرور )3( ثوانٍ = ع )3( = 3)3(2 + 6)3( = 27 + 18= 45م/ث.
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اإذا تحرك ج�شيم بحيث كان بُعْده عن نقطة الاأ�شل بالاأمتار بعد ن ثانية معطى بالعلاقة:
ف)ن( = 3ن2 - 3ن + 2,  فاح�شب �سرعة الج�شيم بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة.

1تدريب 

من التطبيقات الفيزيائية على الم�شتقة الثانية الت�سارع اللحظي.

تعريف

اإذا تحرك ج�شيم وفق العلاقة: ل = ف)ن(, حيث ف الم�شافة التي يقطعها الج�شيم, فاإن الت�شارع 
اللحظي للج�شيم )الت�شارع( في اللحظة ن هو ت)ن( = عَ )ن( = فََ )ن(.

مثال  )2(

الج�شيم  يقطعها  التي  الم�شافة  ف  حيث   ,2)1  + )2ن2   = ف)ن(  العلاقة:  وفق  ج�شيم  يتحرك 
بالاأمتار, ن الزمن بالثواني. جد ت�شارع الج�شيم بعد مرور ثانية واحدة من بدء الحركة.

الحل
الم�شافة ف)ن( = )2ن2 + 1(2 

ال�سرعة ع)ن( = فَ)ن( = 2)2ن2  + 1()4ن(
            ع)ن( = 8ن)2ن2 + 1(

الت�شارع = ت)ن( = عَ )ن( = )8ن()4ن( + )2ن2 + 1()8(              
ولهذا فاإن الت�شارع بعد مرور ثانية واحدة ي�شاوي:

ت)1( = )8()4( + )3()8( = 32 + 24 = 56م/ث2.

يتحرك ج�شيم وفق العلاقة: ف)ن( = 2ن3 + 4ن2 + 6, حيث ف الم�شافة التي يقطعها الج�شيم 
بالاأمتار, ن الزمن بالثواني. جد ت�شارع الج�شيم بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة.

2تدريب 
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ينعدم  عندما  الج�شيم  �سرعة  اح�شب   .2 3ن2 +  2ن3 -   = ف)ن(  للعلاقة:  وفقًا  ج�شيم  يتحرك 
ت�شارعه.

3تدريب 

مثال  )3(

اإذا كانت ف)ن( = ن3 - 9ن2 + 15ن   هي الم�شافة التي يقطعها ج�شيم, حيث ف الم�شافة بالاأمتار, 
ن الزمن بالثواني, فاح�شب ت�شارع الج�شيم في اللحظة التي تنعدم فيها �سرعته.

الحل
بما اأن الم�شافة ف)ن( = ن3 - 9ن2 + 15ن , فاإن ال�سرعة ت�شاوي:

ع)ن( = فَ )ن( = 3ن2- 18ن + 15 
عندما تنعدم ال�سرعة, فاإن: ع)ن( = 0 

3ن2 - 18ن + 15 = 0                                         
ن2 - 6ن + 5 = 0

)ن - 5( )ن - 1( = 0                                                           
ومنه: ن = 5 , ن = 1

ن( = 6ن - 18, حيث نجد قيمة الت�شارع عندما ن = 5: الت�شارع ت)ن( =عَ )
ت)5( = 6)5( - 18=30- 18= 12م/ث2.

ونجد قيمة الت�شارع عندما ن = 1:
ت)1( = 6)1( - 18 =  -12م/ث2.

فكر وناقش 
ما دلالة اإ�شارة الت�شارع ال�شالبة في المثال )3(؟
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اإذا كانت ف)ن( = ن3 + 3ن2 هي الم�شافة التي يقطعها ج�شيم بالاأمتار بعد ن ثانية, فجد:( 1
 اأ  (  ال�سرعة بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة.

ب(  الت�شارع عندما تكون ال�سرعة 9م/ث.

 تحرك ج�شيم بحيث كان بُعْده عن نقطة الاأ�شل بالاأمتار بعد ن ثانية من بدء الحركة معطى ( 2
بالعلاقة: ف)ن( = 2ن2. اإذا كانت �سرعته المتو�شطة في الفترة الزمنية ]0, اأ [ ت�شاوي �سرعته 

اللحظية بعد مرور 3 ثوانٍ, فجد قيمة اأ.

اإذا كان ف)ن( = )2ن -2(3+ 4 يمثل الم�شافة التي يقطعها ج�شيم بالاأمتار بعد ن ثانية,  فجد ( 3
ال�سرعة المقطوعة بعد مرور 4 ثوانٍ من بدء الحركة.

اإذا مثَّل الاقتران ف)ن( الم�شافة التي يقطعها ج�شيم بالاأمتار بعد ن ثانية من بدء حركته, وكان   )4
ف)ن( = ن3 - ن2 + 5, فما �سرعة هذا الج�شيم عندما يكون ت�شارعه 4م/ث2؟

حُلَّ الم�شاألة الواردة في بداية الدر�ض.  )5

الأسئلة
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Applications on  Derivatives
تطبيقات الاشتقاق الفصل

الثاني

Û تجد مجالات التزايد والتناق�ض للاقتران با�شتخدام الم�شتقة الاأولى.
Û ت�شتخدم اختبار الم�شتقة الاأولى في تحديد القيم الق�شوى.
Û ت�شتخدم اختبار الم�شتقة الثانية في تحديد القيم الق�شوى.

النتاجات

Increasing and Decreasingالتزايد والتناقص�أولً
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CG Ü
 ال�شكل )3–4(. ال�شكل )3–3(. ال�شكل )3–2(.

ما طبيعة علاقة المتغير �ض بالمتغير �ض في كل من الاأ�شكال ال�شابقة؟

لاحِظ من ال�شكل )3-2( اأنه كلما زادت قيمة �ض زادت قيمة �ض, وكان الاقتران متزايدًا في 
الفترة ] اأ, ب[.

ا في الفترة  اأما في ال�شكل )3-3( فكلما زادت قيمة �ض قلت قيمة �ض, وكان الاقتران متناق�سً
] اأ, ب[.

 واأما في ال�شكل )3-4( فمهما تغيرت قيمة �ض فاإن قيمة �ض تبقى ثابتة, ويكون الاقتران في 
هذه الحالة ثابتاً في الفترة ]اأ, ب[.



127

تعريف

فًا على الفترة ] اأ, ب[ , وكان �ض1, �ض2  ]اأ, ب[ , فاإن: اإذا كان الاقتران ق مُعرَّ
الاقتران ق يكون متزايدًا في الفترة ]اأ, ب[ اإذا كان ق)�ض2( < ق)�ض1( عندما �ض2<�ض1.  )1
ا في الفترة ]اأ, ب[ اإذا كان ق)�ض2( > ق)�ض1( عندما �ض2<�ض1. الاقتران ق يكون متناق�شً  )2

لقيم �ض2, �ض1  اإذا كان ق)�ض2( = ق)�ض1(  ]اأ, ب[  الفترة  ثابتًا في  الاقتران ق يكون   )3
جميعها.

مثال  )1(

ال�شكل )3-5( يمثل منحنى الاقتران ق المعرف على ح. جد فترات التزايد والتناق�ض والثبات 
لمنحنى الاقتران ق.                                   

الحل
يتبين من ال�شكل )3-5( اأن قيم �ض تزداد كلما زادت قيم �ض على الفترة )-∞, 0[, وهذا يعني 
ا اأنه كلما زادت قيم �ض  اأن منحنى الاقتران ق يكون متزايدًا في الفترة )-∞,0[. يتبين من ال�شكل اأي�شً
ا في الفترة ]0, 2[. تناق�شت قيم �ض �شمن الفترة ]0, 2[, وهذا يعني اأن الاقتران ق يكون اقترنًا متناق�شً

∞( بقيت قيم �ض كما هي,   ,2[ اأنه كلما زادت قيم �ض في الفترة  اإلى  ي�شير ال�شكل نف�شه 
فيكون الاقتران ق ثابتًا في الفترة]2,∞(.

9 - �ض2  ,  �ض ≥ 2

5       ,  �ض < 2 ق)�ض( = }                         

 ال�شكل )3–5(.
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باإ�شـارة  والتناق�ض  التزايـد  فترات  علاقـة  لمعرفة 
الم�شتقة الاأولى, انـظر ال�شـكل )3-6( الذي يـمثل 

منحنى الاقتران ق.

الاقـتران ق  كان  اإذا  اأنـه  ال�شـكل )6-3(  يبين 
متزايدًا فاإن م�شتقته تكون موجبة؛ لاأن المما�ض ي�شنع 
زاوية حادة مع الاتجاه الموجب لمحور ال�شينات. وبما 
اأن ميل المما�ض ي�شاوي ظل هذه الزاوية, وظل الزاوية 

الحادة اأكبر من �شفر, وم�شتقة الاقتران ت�شاوي ميل المما�ض, فاإن هذه الم�شتقة تكون موجبة.
ا فاإن م�شتقته تكون �شالبة؛ لاأن المما�ض ي�شنع زاوية منفرجة مع  اأما اإذا كان الاقتران ق متناق�شً
اأقل من  المنفرجة وهو  الزاوية  ي�شاوي ظل  المما�ض  اأن ميل  ال�شينات. وبما  الموجب لمحور  الاتجاه 

�شفر )�شالب(, وم�شتقة الاقتران ت�شاوي ميل المما�ض, فاإن هذه الم�شتقة تكون �شالبة.
واأما اإذا كان المما�ض موازياً لمحور ال�شينات فاإن ميل المما�ض ي�شاوي �شفرًا.

بناءً على ذلك, يمكن ا�شتنتاج النظرية الاآتية: 

 ال�شكل ) 3 – 6(.

نظرية

اإذا كان ق اقترانًا مت�شلًا على الفترة ]اأ, ب[, وقابلًا للا�شتقاق على الفترة )اأ, ب(, فاإن: 
ق يكون متزايدًا في الفترة ]اأ, ب[ اإذا كانت قَ)�ض( < �شفر لجميع قيم �ض  )اأ, ب(.  )1
ا في الفترة ]اأ, ب[ اإذا كان قَ)�ض( > �شفر لجميع قيم �ض  )اأ, ب(. ق يكون متناق�شً  )2

ق يكون ثابتًا في الفترة ]اأ, ب[ اإذا كان قَ)�ض( = �شفرًا لجميع قيم �ض  )اأ, ب(.  )3
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لاإيجاد فترات التزايد والتناق�ض للاقتران ق با�شتخدام اختبار الم�شتقة الاأولى, يجب عمل الاآتي:
اإيجاد الم�شتقة الاأولى قَ )�ض( للاقتران ق.  )1

اإيجاد اأ�شفار الم�شتقة الاأولى بو�شع قَ )�ض( = �شفرًا, واإيجاد قيم �ض.  )2
البحث في اإ�شارة الم�شتقة الاأولى حول اأ�شفار هذه الم�شتقة.   )3

تحديد الفترات التي تكون عندها الم�شتقة الاأولى قَ )�ض( < �شفر )اأي موجبة(, فتكون هي   )4
فترات التزايد, وكذا تحديد الفترات التي تكون عندها قَ )�ض( > �شفر )اأي �شالبة(, فتكون 

هي فترات التناق�ض.
لاحِظ اأنه لمعرفة اإ�شارة قَ )�ض( على فترة معينة, فاإننا نختار اأي قيمة داخل الفترة, ونجد اإ�شارة 

الم�شتقة عند هذه القيمة, فتكون الاإ�شارة هي اإ�شارة الم�شتقة على هذه الفترة.

مثال  )2(

جد فترات التزايد والتناق�ض للاقتران ق)�ض( = �ض2 + 4�ض + 3

الحل
قَ )�ض( = 2�ض + 4                                 

2�ض + 4 = �شفرًا.                                     
ومنه: �ض = -2 

ابحث في اإ�شارة قَ)�ض(.
عندما تكون �ض> -2 اختر اأي  قيمة داخل الفترة مثل  �ض = -3,

فتكون قَ )-3( = 2)-3( + 4= -2> �شفر.                                                  الاإ�شارة �شالبة  
وعندما تكون �ض< -2 اختر قيمة مثل ال�شفر:

فتكون قَ )0( = 2)0( + 4 = 4 < �شفر.                                                         الاإ�شارة موجبة
ق)�ض(                                               

- -  -  -  -  -      + + + + + اإ�شارة قَ)�ض(+
 �ض ∞                       -2                         -∞

�شفر
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مثال  )3(

اإذا كان ق)�ض( = 48�ض - �ض3, فجد فترات التزايد والتناق�ض لهذا الاقتران.

الحل
قَ)�ض( = 48 - 3�ض2                                          

48 - 3�ض2  = 0                                        
ومنه �ض2 = 16 

�ض = 4, -4
ابحث في اإ�شارة قَ )�ض(.

عندما تكون �ض > -4 اختر قيمة مثل �ض = -5 
اإذن: قَ )-5( = 48 - 3)-5(2= 48- 75 = -27                           الاإ�شارة �شالبة

وعندما تكون  -4> �ض > 4 اختر قيمة مثل �ض = 1:
فتكون قَ )1( = 48 - 3)1(2 = 48 - 3 = 45                           الاإ�شارة موجبة

وعندما تكون �ض < 4 اختر قيمة مثل �ض = 5:
فتكون قَ )5( = 48 - 3)5(2  = 48 - 75 = -27                          الاإ�شارة �شالبة

ا في  اعتمادًا على جدول الاإ�شارات, واختبار الم�شتقة الاأولى, فاإن الاقتران ق يكون متناق�شً
الفترة )-∞, -2[ , ومتزايدًا في الفترة ]-2, ∞(.

ق)�ض(                                                         
- -  -  - - -       + + + + + +           -  -  - قَ)�ض(- - - 

�ض ∞                              4                                    -4                         -∞

ا في الفترتين: )-∞, -4[, ]4, ∞(, ومتزايدًا في الفترة ]-4,4[.  وبذلك يكون الاقتران ق متناق�شً

�شفر�شفر
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1تدريب 
جد فترات التزايد والتناق�ض لكل اقتران مما ياأتي:

1( ه )�ض( = 7 +  �ض.                                2( ق)�ض( = )2�ض - 4(2.

مثال  )4(

اعتمادًا على ال�شكل )3-7( الذي يمثل منحنى قَ )�ض( المعرف على مجموعة الاأعداد الحقيقية ح, 
جد فترات التزايد والتناق�ض للاقتران ق.                       

الحل
لاإيجاد فترات التزايد والتناق�ض لمنحنى ق:

ما  الاأولى,  الم�شتقة  اإ�شارة  في  البحث  يجب   )1
نقاط  )�أي  �لأولى  �لم�شتقة  �أ�شفار  يعني تحديد 
هذا  في  وهي  ال�شينات(,  محور  مع  التقاطع 

 ال�شكل )3–7(.المثال )�ض = 2(.
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يجب البحث في اإ�شارة اقتران الم�شتقة الاأولى قَ )�ض( قبل العدد )2( وبعده.  )2

ا على الفترة )-∞, 2[ , ومتزايدًا على الفترة ]2, ∞(. وعليه, يكون الاقتران ق متناق�شً

ق)�ض(                                               
- -  -  -  -  -        + + + + + اإ�شارة قَ)�ض(+
قيم �ض ∞                              2                      -∞

�شفر

فكر وناقش
ف�سرِّ كيف ح�شلت على جدول الاإ�شارات من الر�شم البياني في المثال )3(, مناق�شًا اإجابتك مع 

زملائك. ما قيمة قَ )2(؟
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جد فترات التزايد والتناق�ض لكل مما ياأتي:( 1

اأ  ( ق)�ض( = 3 - 4�ض                                          
ب( ق)�ض( = 8�ض - �ض2

جـ( ق)�ض( = 4�ض3 - 6�ض2 + 2

د  ( ق)�ض( = )�ض + 2( )�ض + 3(

اعتمادًا على ال�شكل )3-8( الذي يـمثل منحنى الاقتران ق  المعرف على مجموعة الاأعداد   )2
الحقيقية ح, جد فترات التزايد والتناق�ض للاقتران ق.          

الأسئلة
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ال�شكل )8-3(.

بينِّ اأن الاقتران ق)�ض( = �ض3 + 2�ض + 5 يكون متزايدًا لقيم �ض جميعها.   )3
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القيم القصوىثانيًا

ما المق�شود بالقيمة الق�شوى؟   )1
ما �شلوك الاقتران حول القيمة الق�شوى؟  )2
ما �شلوك الم�شتقة حول القيمة الق�شوى؟   )3

ما قيمة الم�شتقة عند القيم الق�شوى؟  )4

Extreme Values

محلية.  �سغرى  اأم  محلية,  عظمى  اأكانت  �شواء  الق�سوى؛  القيم  مفهوم  الدر�ض  هذا  في  �شتتعرف 
ا كيفية اإيجاد هذه القيم, واإذا كان يمكن ا�شتخدام الم�شتقات في اإيجادها. و�شتتعرف اأي�شً

النقـط )جـ1, ق )جـ1((,  ال�شـكل )3-9( منحنى الاقـتران �ض = ق)�ض(, وتُ�شمّى  يـمثل 
)جـ2, ق )جـ2((, )جـ3, ق)جـ3((, )جـ4, ق )جـ4((, التي يتغير عندها الاقتران من حالة التزايد 

اإلى التناق�ض اأو العك�ض النقط الحرجة, ويكون عندها المما�ض اأفقيًّا؛ اأي قَ)�ض( = �شفرًا.
لاحِظ اأن قيمة الاقتران عند القيمة 
الحرجة �ض = جـ1, والقيمة �ض = جـ3 
هي اأكبر من اأي قيمة له عند النقط التي 
ت�شبق هذه النقطة اأو تليها في الفترة ف1 
ا تحوي جـ1(,  )فترة جزئية �شغيرة جدًّ
ا  جدًّ �شغيرة  )فترة جزئية  والفترة ف3 
تـحوي جـ3(, وتُ�شمّى القيم ق)جـ1(, 

ق)جـ3( قيم الاقتران العظمى المحلية.
 اأما عند القيمة الحرجة �ض = جـ2, 

والقيمة �ض = جـ4 فتكون قيمة الاقتران اأ�شغر من اأي قيمة له عند النقط التي ت�شبق هذه النقطة 
ا  ا تحوي جـ2(, والفترة ف4)فترة جزئية �شغيرة جدًّ اأو تليها في الفترة ف2 )فترة جزئية �شغيرة جدًّ

تحوي جـ4(, وتُ�شمّى القيم ق)جـ2(, ق)جـ4( قيم الاقتران ال�سغرى المحلية.

ال�شكل )9-3(.
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تعريف

تعريف

اأو  �شفرًا  عندها قَ)جـ( =  يكون  التي  الاقتران ق,  الواقعة في مجال  الاأعداد جـ  على  يُطلق 
قَ)جـ( غير موجودة, ا�شم الاأعداد الحرجة للاقتران ق, وتُ�شمّى النقط )جـ, ق)جـ(( الواقعة 

على منحنى الاقتران ق نقطًا حرجةً.

 يقت�سر الحديث في هذا الف�شل على  الاأعداد الحرجة جـ التي يكون عندها قَ)جـ( = �شفرًا.

يكون للاقتران �ض = ق)�ض( قيمة عظمى محلية عندما �ض = جـ  من مجاله اإذا اأمكن اإيجاد   )1
ا تحوي العدد جـ( ,حيث اإن ق)جـ( < ق)�ض(  فترة مفتوحة ف )فترة جزئية �شغيرة جدًّ

لقيم �ض جميعها في الفترة ف.
يكون للاقتران �ض = ق)�ض( قيمة �سغرى محلية عندما �ض = جـ  من مجاله اإذا اأمكن اإيجاد   )2

ا تحوي العدد جـ(, حيث  فترة مفتوحة ف )فترة جزئية �شغيرة جدًّ
       ق)جـ ( > ق)�ض( لقيم �ض جميعها في الفترة ف.

لاحِظ اأنه حتى يكون لمنحنى الاقتران ق قيمة عظمى محلية عند نقطة ما, فاإن قيمة ق)�ض( تزداد 
حتى ت�شل �ض اإلى قيمة حرجة, ثم تنق�ض بعدها مبا�سرة؛ اأي تكون قَ)�ض( < �شفر قبل القيمة الحرجة, 
التي  النقطة الحرجة  قبل  المما�ض  اأن ميل  يعني  النقطة الحرجة, وهذا  بعد  > �شفر  ثم ت�شبح قَ)�ض( 

عندها قيمة عظمى محلية يكون موجبًا , ثم ي�شبح �شالبًا بعد هذه النقطة, انظر ال�شكل )10-3(.
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اأما اإذا كان لمنحنى الاقتران قيمة �شغرى محلية عند نقطة ما فاإن قيمة ق )�ض( تتناق�ض حتى 
ثم  القيمة الحرجة,  قبل   0< اأي تكون قَ)�ض(  مبا�سرة؛  بعدها  تتزايد  ثم  قيمة حرجة,  اإلى  ت�شل 
ت�شبح قَ )�ض( <0 بعد القيمة الحرجة, وهذا يعني اأن ميل المما�ض قبل القيمة الحرجة التي عندها 

قيمة �شغرى محلية يكون �شالبًا, ثم ي�شبح موجبًا بعد هذه القيمة , انظر ال�شكل )11-3(.
يُذكر اأن النقطة التي تتغير حولها اإ�شارة الم�شتقة الاأولى قَ )�ض( تُ�شمّى نقطةً حرجةً للاقتران ق, 
واأن القيم العظمى المحلية والقيم ال�شغرى المحلية  للاقتران تُ�شمّى قيمًا ق�سوى. وبوجه عام,  يمكن 

اعتماد النظرية الاآتية لاإيجاد القيم الق�شوى با�شتخدام الم�شتقة الاأولى: 

اختبار الم�ستقة الاأولى للقيم الق�سوى 

افر�ض اأن )جـ, ق)جـ(( نقطة حرجة للاقتران  ق المت�شل عند جـ, اإذا وجد العدد الموجب د, 
بحيث اإذا كانت:

قَ )�ض( < 0 لكل �ض    )جـ -د , جـ(, قَ )�ض( > 0 لكل �ض    )جـ,  جـ + د (, فاإن   )1
ق)جـ( تكون  قيمة عظمى محلية للاقتران ق.

قَ )�ض( > 0 لكل �ض    )جـ -د , جـ(, قَ )�ض( < 0 لكل �ض    )جـ, جـ + د(, فاإن   )2
ق)جـ( تكون قيمة �شغرى  محلية للاقتران ق. 

3( اإ�شارة قَ  لا تتغير حول النقطة )جـ , ق)جـ((, فاإن ق)جـ( لا تمثل قيمة ق�شوى للاقتران.

لاإيجاد القيم الق�شوى للاقتران �ض = ق)�ض(, يجب عمل الاآتي:
اإيجاد الم�شتقة الاأولى للاقتران ق.  )1

م�شاواة الم�شتقة الاأولى بال�شفر, ثم حل المعادلة الناتجة.   )2
درا�شة اإ�شارة الم�شتقة الاأولى قَ)�ض( حول اأ�شفارها.  )3

فاإذا تغيرت اإ�شارة الم�شتقة الاأولى من موجبة اإلى �شالبة حول نقطة معينة فاإن هذه النقطة تمثل قيمة 
عظمى محلية للاقتران ق. اأما اإذا تغيرت اإ�شارة الم�شتقة الاأولى من �شالبة اإلى موجبة حول نقطة معينة  

فاإن هذه النقطة تمثل قيمة �شغرى محلية للاقتران ق.
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مثال  )1(

جد النقط الحرجة والقيم الق�شوى المحلية )اإن وجدت( للاقتران
ق)�ض( = �ض2 - 4�ض + 3

الحل
قَ )�ض( = 2�ض - 4

قَ )�ض( = 0
ومنه: 2 �ض - 4 = 0

∴ �ض = 2, وعليه توجد قيمة حرجة عندما �ض = 2

يتبين من جدول الاإ�شارات اأن للاقتران قيمة �شغرى محلية عندما �ض = 2, واأن قيمتها
ق)2( = )2(2 - 4)2( + 3 = 4 - 8 + 3 = -1 

∴ النقطة الحرجة هي )2, -1(, والقيمة ال�شغرى المحلية = ق)2( = -1

| ≥∩∴><}{{}ø ∞⊆∇Δó∅ ⊂≠ ≤≤

∴ |-2�ض| �ض  )–1, 1( ∪ ) 3, ∞ (

ق)�ض(                                               
- -  -  -  -  -        + + + + + اإ�شارة قَ)�ض(+
قيم �ض ∞                            2                         -∞

�شفر

1تدريب 

جد النقط والاأعداد الحرجة والقيم الق�شوى المحلية )اإن وجدت( للاقتران 
ق)�ض( = �ض2 - 2�ض + 1

فكر وناقش 
حُلَّ المثال ال�شابق بطريقة اأخرى.
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مثال  )2(

جد النقط والاأعداد الحرجة والقيم الق�شوى )اإن وجدت( للاقتران 
ق)�ض( = 2�ض3 - 3�ض2 - 12�ض + 5

الحل
قَ )�ض( = 6�ض2 - 6�ض - 12 

قَ )�ض( = 0,  ومنه:
6�ض2 - 6�ض - 12 = 0                              

�ض2 - �ض - 2 = 0                         
)�ض - 2 ( )�ض + 1 ( = 0, ومنه:                                         

�ض - 2 = �شفر , �ض = 2 
اأو: �ض + 1 = �شفر , �ض = - 1 

∴ توجد اأعداد  حرجة عندما �ض = 2,  �ض = -1 
اأما النقط الحرجة فهي: )2, ق)2(( = )2, -15( , )-1, ق )-1(( = )-1, 12(.

اأن للاقتران ق قيمة عظمــى محلية عندما �ض = -1 )لمــاذا؟(, هــي  يتبين من جدول الاإ�شارات 
ق)-1( = 12

ا قيمة �شغرى محلية للاقتران ق عندما �ض = 2 )لماذا؟(, هي ق)2( =  -15 يوجد اأي�شً

ق)�ض(                                               
    + + + + + +           -  -   -  -  -  -        + + + + + اإ�شارة قَ)�ض(+

قيم �ض ∞                          2                                      -1                      -∞

�شفر�شفر
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2تدريب 

اإذا كان ق)�ض( = 2�ض )12 - �ض2(, فجد كلاًّ مما ياأتي:
1(  فترات التزايد وفترات التناق�ض للاقتران ق.

2(  قيم �ض الحرجة للاقتران ق.
دًا نوعها. 3(  القيم الق�شوى للاقتران ق, مُحدِّ

يمكن تحديد القيم الق�شوى للاقتران عن طريق اختبار الم�شتقة الثانية للقيم الق�شوى.

اختبار الم�ستقة الثانية للقيم الق�سوى 

اإذا كان ق اقترانًا مت�شلًا على الفترة] اأ , ب[, وكان قَ )�ض(, قََ )�ض( معرفين على الفترة )اأ, ب(, 
وكان جـ  )اأ, ب(, حيث قَ )جـ( = �شفرًا )اأي اإن )جـ, ق)جـ(( نقطة حرجة(, وكان:

قََ )جـ( < �شفرًا, فاإن ق)جـ( هي قيمة �شغرى محلية للاقتران ق.  )1
قََ )جـ( > �شفرًا, فاإن ق)جـ( هي قيمة عظمى محلية للاقتران ق.  )2

3(  قََ )جـ( = �شفرًا, فاإن الاختبار يف�شل, فيُ�شتخدم اختبار الم�شتقة الاأولى.

لاحِظ اأن اختبار الم�شتقة الاأولى ا�شتُخدِم في اإيجاد القيم الق�شوى للاقتران
ق)�ض( = 2�ض3 - 3�ض2 - 12�ض + 5  الوارد ذكره في المثال )2(, واأنه يمكن  اإيجاد هذه القيم 

ا با�شتخدام اختبار الم�شتقة الثانية. اأي�شً
ق)�ض( = 2�ض3 - 3�ض2 - 12 �ض + 5

قَ )�ض( = 6 �ض2 - 6�ض - 12
6 �ض2  - 6 �ض - 12 = 0

�ض2 - �ض - 2 = 0        
)�ض - 2( )�ض + 1( = 0

�ض - 2 = 0,  ومنه: �ض = 2
�ض + 1 = 0 ومنه: �ض =  -1
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| ≥∩∴><}{{}ø ∞⊆∇Δó∅ ⊂≠ ≤≤

|-2�ض| �ض  )–1, 1( ∪ ) 3, ∞ (

∴ يوجد اأعداد حرجة للاقتران ق عندما �ض = 2, �ض = -1
قََ )�ض( = 12�ض - 6

قََ )2( = 12)2( - 6 = 18 < 0
∴ توجد قيمة �شغرى محلية للاقتران ق عندما �ض = 2, هي ق)2( = 15

قََ )-1( = 12)-1( - 6 = -18>0 
∴ توجد قيمة عظمى محلية  للاقتران ق عندما �ض = -1, هي  ق)-1( = 12

مثال  )3(

با�شتخدام اختبار الم�شتقة الثانية, جد القيم الق�شوى المحلية )اإن وجدت( للاقتران ق, حيث 
ق)�ض( = �ض3  - 3�ض2  - 24�ض + 2

الحل
قَ)�ض( = 3�ض2  - 6�ض - 24 

قَ)�ض( = �شفرًا, ومنه:
3�ض2 - 6�ض - 24 = �شفرًا.

�ض2 - 2�ض - 8 = 0
)�ض - 4 ( ) �ض + 2 ( = 0

�ض - 4 = 0  ,  ومنه: �ض = 4 
�ض + 2 = 0  ,  ومنه: �ض = -2 

∴ يوجد اأعداد  حرجة للاقتران ق عندما �ض = 4 , �ض = -2 
قََ )�ض( = 6�ض - 6 

قََ )4( = 6)4( - 6 = 18 < �شفر. 
∴ توجد قيمة �شغرى  محلية للاقتران ق عندما �ض = 4, هي ق)4( =  -78

قََ )-2( = 6 )-2( - 6 = - 18 > �شفر.
∴ توجد قيمة عظمى محلية للاقتران ق عندما �ض = -2,  هي ق)-2( = 30
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3تدريب 

با�شتخدام اختبار الم�شتقة الثانية, جد القيم الق�شوى المحلية )اإن وجدت( للاقتران
ق)�ض( = �ض3 - 3�ض + 2

∴ توجد قيمة �شغرى محلية  للاقتران ق)�ض( عندما �ض = 1, هي ق)1( = 0

مثال  )4(

جد القيم الق�شوى المحلية )اإن وجدت( للاقتران ق)�ض( = )�ض -1(4.

الحل
لاإيجاد القيم الق�شوى المحلية لهذا الاقتران, ا�شتخدم اختبار الم�شتقة الثانية:

قَ )�ض( = 4)�ض -1(3                                                          
4)�ض -1(3 = 0                                                       

∴ �ض = 1                                                                             
قََ )�ض( = 12)�ض -1(2 

�ض قيمة �ض = 1 في قاعدة الاقتران قََ: عوِّ
قََ )1( = 12)1-1(2    = 0    

ف�شل الاختبار, وهذا يُحتِّم ا�شتخدام اختبار الم�شتقة الاأولى.

ق)�ض(                                               
- -  -  -  -  -        + + + + + اإ�شارة قَ)�ض(+

 �ض                                  1                      

�شفر
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جد القيم الق�شوى )العظمى وال�شغرى( المحلية )اإن وجدت( لكل مما ياأتي:   )1
 اأ  (  ق )�ض( = �ض3 - 3�ض + 1

ب(  ل )�ض( = 4�ض3 - 6�ض2 + 2
جـ(  ه )�ض( = �ض3 + 4 

 د (  ك )�ض( = �ض3 - 2�ض2 - 4�ض + 8

جد القيم الق�شوى )العظمى وال�شغرى( المحلية )اإن وجدت( لكل مما ياأتي با�شتخدام اختبار   )2
الم�شتقة الثانية:

 اأ  (  ق )�ض( = 8 - �ض2 
ب(  ق )�ض( = �ض2 + 4 

جـ(  ق )�ض( = 2�ض3 - 6�ض

اعتمادًا على ال�شكل )3-12( الذي يمثل منحنى الم�شتقة الاأولى للاقتران ق,  )3
       حيث قَ )2( = قَ )5( = �شفرًا , جد كلاًّ مما ياأتي:

 اأ  (  قيم �ض الحرجة للاقتران ق. 
ب(  فترات التزايد والتناق�ض للاقتران ق.

دًا   جـ(  نقط القيم الق�شوى المحلية للاقتران ق مُحدِّ
نوعها.

الأسئلة

¢S

¢U
 

(¢S)n¥

2 5

ال�شكل )12-3(.

اإذا كان للاقتران ق)�ض( = 3�ض2 - اأ�ض + 4 قيمة حرجة عندما �ض = 2, فجد قيمة الثابت اأ.  )4
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Applications تطبيقات الفصل
الثالث

Û تحل م�شائل تطبيقية على القيم الق�شوى.
Û تحل م�شائل اقت�شادية تتعلق بالقيم الق�شوى.

النتاجات

Applications of Extreme تطبيقات على القيم القصوى�أول
Values

ناق�ض اأيمن زميله �شعيدًا في طريقة حل الم�شاألة الاآتية: 
ما العددان الموجبان اللذان مجموعهما )20(, ومجموع مربعيهما اأقل ما يمكن؟

مثال  )1(

ما العددان الموجبان اللذان مجموعهما )64(, وحا�شل �سربهما اأكبر ما يمكن؟

الحل
مجموع العددين الموجبين = 64

افر�ض اأن العدد الاأول هو �ض.

افر�ض اأن العدد الثاني هو �ض.
�ض + �ض = 64, ومنه:

�ض = 64 - �ض.                                                    
اإذا كان حا�شل �سربهما ح, فاإن:

ح = �ض × �ض .

كيف يمكن حل هذه الم�شاألة؟ وهل للقيم الق�شوى اأثر في ذلك؟ للاإجابة, انظر المثال )1(.
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بما اأن المطلوب هو اإيجاد اأكبر قيمة لحا�شل �سرب العددين �ض, �ض, فاإن ذلك يكافئ اإيجاد القيمة 
العظمى للاقتران ح . ولعمل ذلك, يجب جعل الاقتران ح بدلالة متغير واحد:

ح)�ض( = �ض × )64 – �ض (                                               
ح)�ض( = 64�ض - �ض2                                                    

حَ )�ض( = 64 - 2 �ض                                                          
حَ )�ض( = 0  , ومنه:                                                   

64 - 2 �ض = 0                                               
∴ �ض = 32

للتحقق من اأن �ض = 32 تجعل حا�شل ال�سرب قيمة عظمى, يجب اإيجاد حََ )32(, ومنه:
حََ )�ض( = -2  

حََ )32( = -2 > 0 
ما يمكن  اأكبر  ال�سرب  قيمة عظمى عندما تكون �ض = 32, ويكون حا�شل  اإن للاقتران ح  اأي 

عندما يكون العدد الاأول = 32, و العدد الثاني = 64 - 32 = 32 
ا�شتخدم اختبار الم�شتقة الاأولى لتحديد نوع القيم الق�شوى.

1تدريب 

حُلَّ الم�شاألة الواردة في بداية الدر�ض.

تحدث وناقش 
اقترح طريقة اأخرى لحل المثال ال�شابق.
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الحل
افر�ض اأن بُعْدي قطعة الاأر�ض هما �ض, �ض, انظر ال�شكل )13-3(.

محيط قطعة الاأر�ض = 600م
الم�شاحة )م( = الطول × العر�ض 

                م = �ض × �ض
المحيط = 2 × الطول + 2 × العر�ض 

600 = 2�ض + 2�ض
�ض = 300 - �ض 

م  = �ض × �ض, ومنه:
م  = �ض × )300 - �ض (

م  = 300�ض - �ض2 
مَ  = 300 - 2�ض
مَ  = �شفرًا , ومنه:
300 - 2�ض = 0

∴ �ض = 150
للتحقق من وجود قيمة عظمى للاقتران م عند �ض= 150,  ا�شتخدم اختبار الم�شتقة الثانية:

َ )�ض( = -2     َ م
َ )150( = -2 > �شفر. َ ∴ م

∴ الم�شاحة اأكبر ما يمكن ) قيمة عظمى( عندما �ض = 150 متًرا.
�ض = 300 - �ض, �ض = 150 متًرا. 

مثال  )2(

قطعة اأر�ض م�شتطيلة ال�شكل, محيطها 600م . ما بُعْدا قطعة الاأر�ض اللذان يجعلان م�شاحتها اأكبر 
ما يمكن؟

ال�شكل )13-3(.

�ض

�ض
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2تدريب 

يملك مُزارع قطعة اأر�ض تقع على �شفة نهر م�شتقيم. فاإذا ا�شترى الـمُزارع 300 متر من الاأ�شلاك 
ت�شييج  بها من دون  ت�شييجها  اأكبر م�شاحة م�شتطيلة من قطعة الاأر�ض يمكن  اأبعاد  ال�شائكة, فما 

البُعْد الواقع على �شفة النهر؟

الحل
افر�ض اأن اأبعاد ال�شندوق هي: �ض , �ض , �ض )لماذا؟( , انظر ال�شكل )14-3(.

الحجم = الطول × العر�ض × الارتفاع
ح = �ض × �ض × �ض

ح = �ض2�ض
لكن, �ض + �ض + �ض = 120 ← 2�ض + �ض = 120 

ومنه: �ض = 120 - 2�ض
ح )�ض( =  �ض2 )120 - 2�ض(

ح )�ض( = 120�ض2 - 2�ض3 
حَ )�ض( = 240�ض - 6�ض2 = 0

∴ 6�ض)40 - �ض ( = 0 

ومنه:  �ض = 0,  اأو: �ض = 40

مثال  )3(

�شندوق على �شكل متوازي م�شتطيلات, قاعدته مربعة ال�شكل, ومجموع اأبعاده الثلاثة 120�شم.  
جد اأبعاده التي تجعل حجمه اأكبر ما يمكن.

ال�شكل )14-3(.

¢S

¢S

¢U
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للتحقق من القيمة العظمى, يجب اإيجاد: 
حََ  )�ض( = 240 – 12�ض 

حََ  )0(  = 240 < 0 
∴ توجد قيمة �شغرى محلية عندما �ض = 0, لذلك تُرف�ض )لماذا؟(.

حََ  )40( = 240 - 12)40(
 0 < 240 -  = 480 - 240

∴ توجد قيمة عظمى عندما �ض = 40
عندما �ض = 40, فاإن �ض = 120 - 2 )40( = 40 

∴ اأبعاد ال�شندوق هي: الطول = 40�شم, العر�ض = 40�شم, الارتفاع = 40�شم.

الحل
افر�ض اأن بُعْدي الورقة هما �ض, �ض, والم�شاحة المطبوعة هي م.

المعطيات:  م�شاحة ال�شحيفة 50�شم2.
المطلوب: اإيجاد بُعْدي الورقة حتى تكون م�شاحة الطباعة اأكبر ما يمكن.

مثال  )4(

م�شاحتها  ال�شكل,  م�شتطيلة  ورقية  �شحيفة 
50�شم2, يراد طباعة اإعلان عليها. اإذا كان عر�ض 
واأ�شفلها 1�شم, وفي  الورقة  راأ�ض  هام�ض في  كل 
اللذين  الورقة  بُعْدي  فجد  0٫5�شم,  جانب  كل 

يجعلان الم�شاحة المطبوعة اأكبر ما يمكن.

ال�شكل )15-3(.

¢S

¢U
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لح�شاب ذلك, جد م�شاحة منطقة الطباعة م = )�ض -2( )�ض -1(, لاحِظ ال�شكل )15-3(, 
ولكن:

50
�ض 50 = �ض × �ض , ومنه: �ض =  

)1- 
 
50
�ض م)�ض( =  )�ض -2( )

2 + 100
�ض م)�ض( = 50 - �ض - 

100
�ض2 مَ )�ض( =  -1 + 

100 = 0 , ومنه: �ض2 = 100
�ض2  + 1-

∴ �ض = 10,  اأو: �ض = -10, لذلك تُهمل )لماذا؟(.

للتحقق من اأن للاقتران قيمة عظمى عندما �ض = 10�شم, ا�شتخدم اختبار الم�شتقة الثانية:

200-
�ض3 َ )�ض( =   َ م

-200 > �شفر
1000   = )10( َ َ م

∴ توجد قيمة عظمى عندما �ض = 10

50
�ض لاإيجاد قيمة �ض =  

�ض = 5

∴ بُعْدا الورقة اللذان يجعلان الم�شاحة المطبوعة اأكبر ما يمكن هما: 10�شم , 5�شم.
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الأسئلة

اأحدهما في مربع  اللذان مجموعهما 60, وحا�شل �سرب  العددان ال�شحيحان الموجبان  ما   )1
الاآخر اأكبر ما يمكن؟

�شحيفة ورقية م�شتطيلة ال�شكل, م�شاحتها 32�شم2, يراد طباعة اإعلان عليها. اإذا كان عر�ض   )2
الورقة  بُعْدي  فجد  �شم,  واأ�شفلها 1�شم, وفي كل جانب 0٫5  الورقة  راأ�ض  هام�ض في  كل 

اللذين يجعلان الم�شاحة المطبوعة اأكبر ما يمكن.

اأراد اإبراهيم اأن يفتح نافذة  م�شتطيلة في جدار اإحدى غرف منزله, بحيث يكون محيط النافذة   )3
6م . جد بُعْدي النافذة اللذين ي�شمحان لاأكبر كمية ممكنة من ال�شوء بدخول الغرفة.

كرتونة مربعة ال�شكل طول �شلعها 12�شم, اإذا قُ�ضَّ من جوانبها   )4
الاأربعــة )4( مربعــات مت�شاوية طــول �شلعها �ض, ثــم رُفِعت 
الجوانــب, واأ�شبحت على �شورة علبة مفتوحة من اأعلى, فجد 

قيمة �ض التي تجعل حجم العلبة اأكبر ما يمكن.

اإذا كان مجموع �شلعي القائمة في مثلث قائم الزاوية ي�شاوي 40 �شم, فجد اأكبر م�شاحة ممكنة   )5
للمثلث.

اإحاطتها بممر خارجي  ال�شكل, وم�شاحتها 36م2, ثم  يراد ت�شميم بركة قاعدتها م�شتطيلة   )6
للبركة  الكلية  الم�شاحة  تكون  ت�شميمها بحيث  المراد  البركة  اأبعاد  منتظم عر�شه متران. جد 

والممر اأقل ما يمكن.

¢S
¢S
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تطبيقات اقتصادية على التفاضلثانيًا

ينتج م�شنع للثلاجات �ض ثلاجة �شهريًّا. فاإذا كانت تكلفة اإنتاجها تعطى بالعلاقة: 
ك)�ض( = 36000 + 4�ض + �ض2,  وكان �شعر الثلاجة الواحدة 500  دينار, فجد عدد الثلاجات 

التي يجب اأن يبيعها الم�شنع �شهريًّا لتحقيق اأكبر ربح ممكن.

 Economic Applications on
Differentiation

اأو  ال�سركات  على  تُحتِّم  التي  الاقت�شادية  الم�شائل  من  الكثير  ا في  اأي�شً التفا�شل  علم  يُ�شتخدَم 
ربح  اأكبر  على  للح�شول  ال�شلع  من  منا�شب  عدد  باإنتاج  المتعلقة  القرارات  بع�ض  اتخاذ  الم�شانع 
ممكن, اأو اأقل تكلفة. فمثلًا اإذا كانت تكلفة �ض من وحدات �شلعة معينة ينتجها م�شنع ما تعطى 
بالاقتران ك)�ض( = �ض2  + 5�ض + 1200, فاإن ك)�ض( يُ�شمّى اقتران التكلفة الكلية, وهو يعتمد 
على المقدار الثابت )1200(, والمقدار المتغير )�ض2 + 5�ض( الذي يتغير وفق عدد الوحدات المنتجة 
�ض. وتُ�شمّى الم�شتقة الاأولى للاقتران ك)�ض( التكلفة الحدية؛ اأي اإن كَ)�ض( = معدل تغير التكلفة 
بالن�شبة اإلى عدد الوحدات المنتجة, علمًا باأن التكلفة الحدية لا تتاأثر بالمقدار الثابت لاأن م�شتقته 

ِـ )20( وحدة, يتعين اأولًا اإيجاد التكلفة الحدية. �شفر. لح�شاب التكلفة الحدية ل
كَ)�ض( = 2�ض + 5

كَ)20( = 2)20( + 5 = 45 دينارًا.
وبطريقة م�شابهة, اإذا كان الاإيراد الكلي الناتج من بيع �ض من هذه الوحدات يعطى بالاقتران 
د)�ض( فاإن دَ )�ض( تُ�شمّى الاإيراد الحدي )معدل التغير في الاإيراد( بالن�شبة اإلى عدد الوحدات المبيعة, 
الربح(  التغير في  الربح الحدي )معدل  تُ�شمّى  رَ )�ض(  فاإن  بالاقتران ر)�ض(  يعطى  الربح  واإذا كان 

بالن�شبة اإلى عدد الوحدات المبيعة.
الربح = الاإيراد الكلي – التكلفة الكلية

ر)�ض( =  د)�ض( - ك)�ض( 
∴ رَ )�ض( =  دَ )�ض( - كَ)�ض( 

اأي اإن الربح الحدي = الاإيراد الحدي - التكلفة الحدية.
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تعريف

اإذا كان  �ض هو عدد الوحدات المنتجة من �شلعة معينة �شمن فترة محددة في  م�شنع ما فاإن:
ك) �ض( = اقتران التكلفة الكلية.

كَ)�ض( = التكلفة الحدية.
د )�ض( = اقتران الاإيراد الكلي = التكلفة الكلية + الربح  

       =  ك )�ض(  +  ر)�ض(.
دَ )�ض( = الاإيراد الحدي.

ر)�ض( = اقتران الربح    =  الاإيراد الكلي - التكلفة الكلية
                             =  د)�ض( - ك)�ض(.

رَ )�ض( = الربح الحدي  =  الاإيراد الحدي – التكلفة الحدية
                              =  دَ )�ض(  -  كَ)�ض(.

لاحِظ اأنه اإذا كان رَ )�ض( = 0 فاإن: دَ )�ض( = كَ)�ض(, ومن ذلك نجد اأن الربح يكون اأكبر ما يمكن 
عندما تكون التكلفة الحدية م�شاوية للاإيراد الحدي.

مثال  )1(

لاحظت اإحدى ال�سركات التي ت�شنع األعاب الاأطفال اأن التكلفة الكلية لاإنتاج �ض لعبة هي
ك)�ض( = 300 - 0٫2�ض + 0٫001 �ض2  دينار, واأن الربح الناتج من بيع �ض لعبة هو

ر)�ض( = 0٫4�ض دينار. جد كلاًّ مما ياأتي:
اقتران التكلفة الحدية.( 1
عدد اللعب اللازم اإنتاجها حتى تكون التكلفة اأقل ما يمكن.( 2
الاإيراد الحدي الناتج من بيع )1000( لعبة.( 3
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الحل
التكلفة الحدية = كَ)�ض( = -0٫2 + 0٫002�ض.                  ( 1

تكون التكلفة اأقل ما يمكن عندما كَ)�ض( = �شفرًا.( 2
 -0٫2 + 0٫002�ض = 0

�ض = 100
وبما اأن كََ)�ض( = 0٫002 < �شفر, فاإن كََ)100( < 0 

∴ للاقتران ك قيمة �شغرى عندما �ض = 100؛ لـذا فاإن التكلفة تكون اأقل ما يـمكن عندما 
�ض = 100 لعبة. 

الاإيراد الكلي = ك)�ض( + ر)�ض( ( 3
د)�ض( = 300 - 0٫2�ض + 0٫001�ض2 + 0٫4�ض 

د)�ض( = 300 + 0٫2�ض + 0٫001�ض2
الاإيراد الحدي = دَ )�ض( = 0٫2 + 0٫002�ض

دَ )1000( = 0٫2 + 0٫002 * 1000 = 0٫2 + 2 = 2٫2 دينار.

مثال  )2(

وجد م�شنع لاإنتاج الاأجهزة الاإلكترونية اأن التكلفة الكلية بالدينار لاإنتاج �ض من الاأجهزة اأ�شبوعيًّا 
تعطى بالاقتران ك)�ض( = 5000 + 60�ض + 0٫002�ض2. اإذا بيع الجهاز الواحد بمبلغ 80 دينارًا, 

فما عدد الوحدات التي يجب اإنتاجها وبيعها اأ�شبوعيًّا لتحقيق اأكبر ربح ممكن؟

1تدريب 

اإذا كان اقتران الاإيراد الكلي لاأحد المبيعات هو د)�ض( = 50�ض + 2�ض2  دينار, واقتران التكلفة 
الكلية ك)�ض( = 30�ض + 4�ض2  + 200 دينار, حيث �ض عدد الوحدات المبيعة, فجد قيمة �ض 

التي تجعل الربح اأكبر ما يمكن.
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2تدريب 

اأ�شبوعيًّا  بالدينار لاإنتاج �ض من الاأجهزة  التكلفة الكلية  اأن  اإلكترونية  اأجهزة  وجد م�شنع لاإنتاج 
تعطى بالاقتران ك)�ض( = 50�ض + 300. اإذا بيع الجهاز الواحد بمبلغ )200 - �ض( دينار, فجد 

قيمة �ض التي تجعل الربح الاأ�شبوعي اأكبر ما يمكن.

الحل
عدد الاأجهزة = �ض. 

الاإيراد الكلي الناتج من بيع الاأجهزة = عدد الاأجهزة × �شعر الجهاز 
د )�ض( = �ض × 80

د )�ض( = 80 �ض 
الربح = الاإيراد - التكاليف 

ر)�ض( = 80�ض - )5000 + 60�ض + 0٫002�ض2 ( 
رَ )�ض( = 80 - 60 - 0٫004�ض

رَ )�ض( = 20 - 0٫004�ض 
لاإيجاد اأكبر ربح ممكن: 

رَ )�ض( = 0 , ومنه: 
20 - 0٫004�ض = 0

�ض = 5000 جهاز. 
وبما اأن رََ )�ض( =  - 0٫004,

واأن رََ )5000( =  - 0٫004 > �شفر
فاإن للربح قيمة عظمى عندما �ض = 5000 جهاز. 
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الأسئلة

التكلفة  اإذا كان اقتران الاإيراد الكلي للمبيعات هو د)�ض( = 80�ض +  �ض2 دينار, واقتران    )1
المنتجة من �شلعة ما,  الكلية هو ك)�ض( = 40 + 160�ض دينار, حيث �ض عدد الوحدات 

فجد الربح الحدي.

2(  ينتج م�شنع للحوا�شيب �ض جهاز اأ�شبوعيًّا. فاإذا كانت تكلفة الاإنتاج الكلي الاأ�شبوعي بالدينار 
تعطى بالعلاقة ك)�ض( = 3000 +50�ض + �ض2, وكان �شعر الجهاز الواحد 250 دينارًا , فما 

عدد الاأجهزة التي يجب اأن يبيعها الم�شنع اأ�شبوعيًّا لتحقيق  اأكبر ربح ممكن؟

التكلفة  دينار, واقتران  للمبيعات هو د)�ض( =60�ض - �ض2  الكلي  الاإيراد  اقتران  اإذا كان    )3
الكلية هو ك)�ض( =20 + 8�ض دينار, حيث �ض عدد الوحدات المنتجة من �شلعة ما, فجد 

الربح الحدي.

4(   اإذا كان د)�ض( = 16�ض - �ض2 -20 دينار, ك)�ض( = 2�ض2 - 8�ض + 15 دينار, هما اإيراد 
�ض من وحدات �شلعة معينة وتكلفتها, فجد قيمة �ض التي تجعل الربح اأكبر ما يمكن.

5(  حُلَّ الم�شاألة الواردة في بداية الدر�ض.

6(   يبيع اأحد الم�شانع الوحدة الواحدة من �شلعة معينة بمبلغ 90 دينارًا. فاإذا كانت التكلفة الكلية 
لاإنتاج  �ض  وحدة من هذه ال�شلعة اأ�شبوعيًّا تعطى بالعلاقة:

       ك)�ض( = 0٫2�ض2 +70�ض + 100 دينار, فجد الربح الحدي.
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أسئلة الوحدة
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1(   يتحرك ج�شيم وفق العلاقة: ف)ن( = 2ن3 - 12ن + 3, حيث ف الم�شافة التي يقطعها الج�شيم 
بالاأمتار, ن الزمن بالثواني. جد ت�شارع الج�شيم عندما ت�شاوي �سرعته 42م/ث.

التي يقطعها الج�شيم  الم�شافة  العلاقة: ف)ن( = م )ن -1(2, حيث ف  يتحرك ج�شيم وفق    )2
بالاأمتار, ن الزمن بالثواني. اإذا كانت �سرعة الج�شيم المقطوعة بعد 4 ثوانٍ ت�شاوي 12م/ث, 

فجد قيمة الثابت م.
قطعة اأر�ض يراد ت�شييج جزء م�شتطيل منها بحيث تبلغ م�شاحته 3750م2. اإذا كانت تكلفة   )3
الواحد من جانبين متوازيين ثلاثة دنانير, ومن الجانبين الاآخرين دينارين, فجد  الطولي  المتر 

اأبعاد قطعة الاأر�ض التي يمكن ت�شييجها لتحقيق اأقل كلفة ممكنة.
اإذا كان ق)�ض( = �ض2)6- �ض(, فجد:  )4

  اأ  ( فترات التزايد والتناق�ض لمنحنى الاقتران ق.
 ب( القيم العظمى وال�شغرى للاقتران ق )اإن وجدت(.

يبيع اأحد الم�شانع الوحدة الواحدة من �شلعة معينة بمبلغ 100 دينار, فاإذا كانت التكلفة الكلية   )5
بالدنانير لاإنتاج �ض وحدة من هذه ال�شلعة اأ�شبوعيًّا تعطى بالعلاقة:

       ك)�ض( = 0٫3 �ض2   +40�ض +70 دينارًا, فجد الربح الحدي.
اختبار  با�شتخدام  وجدت(  )اإن  وال�شغرى  العظمى  القيم  جد  الاآتيين,  الاقترانين  من  لكل   )6

الم�شتقة الثانية:
 اأ  (  ق)�ض( = 2�ض3 - 3�ض2 - 12�ض + 5

ب(  ق)�ض( = �ض3 - 3�ض + 7
اإذا كان  ق)�ض( = �ض)3�ض -1(2, فجد معادلة المما�ض لمنحنى الاقتران ق عندما �ض = 1  )7

ما العددان الموجبان اللذان مجموعهما 50, وحا�شل �سربهما اأكبر ما يمكن؟  )8
اإذا كان ك)�ض( = 40 + 3�ض2 دينار اقتران التكلفة الكلية لاإنتاج �ض قطعة من �شلعة ما, فجد   )9

التكلفة الحدية لاإنتاج 20 قطعة من هذه ال�شلعة.
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10(  اإذا كان ق)�ض( = )3�ض - 4(3, فجد قيمة �ض التي تجعل قَ)�ض( = 36
11(   يتكون هذا ال�شوؤال من �شت فقرات من نوع الاختيار من متعدد, لكل فقرة اأربعة بدائل, 

واحد منها فقط �شحيح . �شع دائرة حول رمز البديل ال�شحيح:
)1(  اإذا كان للاقتران ق)�ض( = اأ�ض2 - 12�ض + 1 قيمة حرجة عندما �ض = 3, فاإن قيمة اأ 

ت�شاوي:
  اأ  (  2                   ب(  6                           جـ(  12                      د(  -2

اإذا كان ميل المما�ض للاقتران �ض = )2- �ض(4 عند النقطة )�ض1, �ض1( ي�شاوي )4( ,   )2(
فاإن قيمة �ض1 ت�شاوي:

اأ  (  -3                 ب(  -2                        جـ(  2                         د(  3
اإذا كان ق)�ض( = �ض2 - 4�ض, فاإن للاقتران ق قيمة �شغرى عندما �ض ت�شاوي:  )3(

  اأ  (  �شفرًا              ب(  2                           جـ(  -4                      د(  4 
فترة التزايد للاقتران ق)�ض( = �ض2 - 2�ض - 2 هي:  )4(

اأ  ( ]2, 3[           ب( ]0, 1[                   جـ( ]1, ∞(                د( )-∞, 1[
يتحرك ج�شيم وفق العلاقة: ف)ن( = 6ن2- ن3, حيث ف الم�شافة بالاأمتار التي يقطعها   )5(
الج�شيم في زمن قدره ن ثانية. الم�شافة التي يقطعها الج�شيم بالاأمتار حتى ي�شبح ت�شارعه 

�شفرًا هي:
اأ  (  12                 ب(  16                        جـ(  24                      د(  32

اإذا كان للاقتران ق)�ض( = اأ�ض3 - 3�ض2  قيمة �شغرى مـحلية عند �ض = 1, فاإن قيمة   )6(
الثابت اأ  ت�شاوي:

اأ  (  2                    ب(  -2                        جـ(  - 3                     د(  3      
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الوحدة
التكامل وتطبيقاتهالرابعـة

4
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�أهـــــــم  �أحــــد  �لتـكـامـل  يُـعـدُّ 
�لمو�ضوعــات في �لريا�ضيات؛ لـما لـه 
من �أهمية كبيرة في كثير من �لتطبيقات 
�لعملـيـــة، ولا �ضــيمــا �لاقـتـ�ضاديـة، 
و�لاجتماعية،  و�لعلميــة،  و�لهند�ضية، 
و�لاإن�ضانيــة. وقــد بد�أ در��ضتــه در��ضة 
عميقــة في نهايــة �لقــرن �ل�ضابع ع�شر 
�لميــادي كوكبة من علماء �لريا�ضيات 
و�لفيزيــاء، مثــل �لاإنجليــزي �إ�ضحــاق 
نيوتن )1642م –1727م(، و�لاألماني 
جوتفــرد ليبنتز )1646م –1716م( 
�للذينِ يُعزى �إليهما �لف�ضل في �كت�ضاف 
علم �لتكامل، �لذي تو�لت �لدر��ضات 
�لمتعلقة به، و��ضتمر �لتطور في تطبيقاته 
في جميــع �لمجالات �لحياتيــة و�لعلوم 

�لمختلفة.
تاأتــي در��ضــة �لتكامــل في هــذه 
�لوحدة ��ضتكمــالاًا لدر��ضتنا مو�ضوع 
و�لتكامل علمان  فالتفا�ضل  �لتفا�ضل؛ 

متازمان يتمم �أحدهما �لاآخر.

¢U

¢S
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Integration and its Applications
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يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة اأن يكون قادرًا على:
�لاقتر�نات  تكامات  ح�ضاب  في  �لتكامل  قو�عد  ��ضتخد�م  	•
و�لاأ�ضية  قا2�س(،  جتا�س،  )جا�س،  و�لمثلثية  �لحدود،  كثير�ت 

�لطبيعية.
��ضتخد�م �لاقتر�ن �للوغاريتمي �لطبيعي في �لتكامل. 	•

تعرف �لتكامل �لمحدود، و��ضتخد�م خ�ضائ�ضه. 	•
بالتعوي�س في ح�ضاب تكامات  �لتكامل  ��ضتخد�م طريقة  	•

�قتر�نات محددة.
��ضتخد�م �لتكامل في حل م�ضائل تتعلق بحركة ج�ضيم على  	•

خط م�ضتقيم، وتت�ضمن:
- ح�ضاب �لم�ضافة �إذ� �أعطيت نقطة �لبد�ية و�ل�شرعة بو�ضفها 

�قتر�نًاا في �لزمن.
ح�ضاب �ل�شرعة و�لم�ضافة �ضمن معطيات معينة.  -

نـمذجة م�ضائل �لنمو و�لا�ضمحال وحلها. 	•
��ضتخد�م �لتكامل في �إيجاد م�ضاحة �لمنطقة �لمح�ضورة بين  	•

منحنى ومحور �ل�ضينات.
�لطبيعي،  �للوغاريتمي  �لاقتر�نين:  من  كل  م�ضتقة  ح�ضاب  	•

و�لاأ�ضي �لطبيعي.
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Integration التكامل الفصل
الأول

Û تتعرف مفهوم �لتكامل غير �لمحدود وعاقته بالتفا�ضل.
Û تجد �لتكامل غير �لمحدود لاقتر�نات معينة.

Û تتعرف �لتكامل �لمحدود.
Û تجد �لتكامل �لمحدود لاقتر�نات معينة.

Û ت�ضتنتج خ�ضائ�س �لتكامل �لمحدود.
Û تجد تكامل �قتر�نات معينة با�ضتخد�م �لتكامل بالتعوي�س.

النتاجات

التكامل غير المحدود

جد قاعدة �لاقتر�ن ق �لذي تعطى م�ضتقته بالقاعدة قَ)�س( = 3�س2 - 6�س + 5،
ا باأن ق)0( = 7  علمًا

لاإجابة عن هذ� �ل�ضوؤ�ل، �ضن�ضتخدم قو�عد �لا�ضتقاق �لتي در�ضتها في �لوحدة �لثانية.
َ = 5، ولهذ� فاإن م�ضتقة �لمقد�ر  َ =  - 6�س ، و�أن )5�س( = 3�س2، و�أن )- 3�س2( تعلم �أن )�س3(َ 

)�س3 - 3�س2 + 5�س( تعطي �لقاعدة �لمطلوبة، وهي )3�س2  - 6�س + 5(.
ولكن، هل �لمقد�ر )�س3 - 3�س2 + 5�س( هو �لوحيد �لذي م�ضتقته )3�س2 - 6�س + 5(؟

�، لذلك: تعلمت من قو�عد �لا�ضتقاق �أن م�ضتقة �لثابت ت�ضاوي �ضفرًا
َ = 3�س2  - 6�س + 5 )�س3 - 3�س2  + 5�س(

= 3�س2 - 6�س + 5، حيث جـ ثابت عددي. وكذلك )�س3 - 3�س2 + 5�س + جـ(َ 
�أي �إنه يوجد عدد لا نهائي من �لاقتر�نات م�ضتقة كل منها ت�ضاوي )3�س2 - 6�س + 5(،

ويمكن �لتعبير عن ذلك بال�ضيغة �لعامة �لاآتية: 
ق)�س( = �س3 - 3�س2   + 5�س + جـ ، حيث جـ ثابت.

Indefinite Integral �أول
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يُطلق على �لاقتر�ن ق)�س( = �س3 - 3�س2 + 5�س +  جـ  ��ضم التكامل غير المحدود لاقتر�ن 
قَ)�س( = 3�س2 - 6�س + 5

ويُعبَّر عن �لتكامل غير �لمحدود لاقتر�ن قَ)�س( بالن�ضبة �إلى �لمتغير �س بال�ضورة:
�س.     قَ)�س(  

يمكن القول اإن عملية التكامل هي عملية عك�سية للتفا�سل )للاقترانات المت�سلة(.       

مثال  )1(

�س  عندما �س = 2
�س �س، فجد  �إذ� كان �س =  )4�س2 - 3�س( 

الحل

�س �س=  )4�س2 - 3�س( 
با�ضتقاق �لطرفين:

�س( = 4�س2 - 3�س �س   ) )4�س2 - 3�س(   �س  =  
 �س

�س  = 4)2(2- 3)2( = 10
�س عندما �س = 2، 

تعريف

، فاإن: �إذ� كان ق �قتر�نًاا مت�ضاًا
�س = ق)�س( + جـ  )جـ ثابت �لتكامل(. 1(  قَ)�س( 

م�ضتقة )�لتكامل غير �لمحدود لاقتر�ن ق)�س(( = ق)�س(.  )2

�س  عندما �س = -1
�س �س، فجد  4�س-1  

�س2  + 1 �إذ� كان �س =  

1تدريب 
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�س  =  �أ�س + جـ ، حيث �أ  ثابت. 1(   �أ  

  + جـ ، حيث ن ≠ -1
�سن+1
ن+1 �س      =   2(  �سن  

�س   =  - جتا�س + جـ 3(  جا�س  

�س  =  جا�س + جـ 4(  جتا�س  

�س  =  ظا�س + جـ 5(   قا2�س  

       )حيث جـ ثابت �لتكامل(.

مثال  )2(

جد كاًّا من �لتكامات �لاآتية:

�س     1
جتا2�س   

�س ، �س ≠ 0       4( 
 

1
�س2  

�س         3 (  �س          2(  -2   1(  �س4  

الحل

�س = -2�س + جـ   + جـ                2(  -2  
�س5
5 �س =   1(   �س4  

  + جـ  
1-
�س  + جـ =  

�س-1
1- �س =   �س =   �س-2    1

�س2   )3

ر خطو�ت �لحل (. �س = ظا�س + جـ ) برِّ �س =   قا2�س    1
4(  جتا2�س

بناءًا على در��ضتك قو�عد �لا�ضتقاق، يمكنك ��ضتنتاج قو�عد �لتكامل غير �لمحدود �لاآتية:

فكر وناقش 
في �لفرع )2( من �لقو�عد �لآنف ذكرها، لماذ� ي�شترط �أن يكون ن ≠ -1؟
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 جد كاًّا من �لتكامات �لاآتية:
�س �س                                         2(  �س3     )1

�س ، �س ≤ 0 �س ، �س ≠0                  4(   �س   3(  �س-5  

بما اأن التكامل هو عملية عك�سية للتفا�سل، فهذه بع�ص خ�سائ�ص التكامل غير المحدود:

�إذ� كان �س= �أ ق)�س(، حيث �أ ثابت، فاإن �سَ = �أ قَ)�س(؛ لذ� فاإن:  )1

�س = �أ  ق)�س( + جـ �س = �أ  قَ)�س(   �س =  �أ قَ)�س(     �سَ  

�ص ، حيث اأ ثابت. �ص = اأ  ل)�ص(  �أي �إن:   اأ ل)�ص( 

�إذ� كان �س = ق)�س( + م)�س(، فاإن �سَ = قَ)�س( + مَ )�س(؛ لذ� فاإن:    )2

�س �س =   ) قَ)�س( + مَ )�س( (    �سَ  

�س = ق)�س( + م)�س( + جـ

�ص. �ص +  ع)�ص(  �ص =   ل)�ص(  �أي �إن:     ) ل)�ص( + ع)�ص( ( 

�إذ� كان �س= ق)�س( - م)�س(، فاإن �سَ = قَ)�س( - مَ )�س(؛ لذ� فاإن:    )3

�س �س =  )قَ)�س( - مَ )�س((   �سَ  
�س = ق)�س( - م)�س( + جـ

�ص. �ص -  ع)�ص(  �ص =   ل)�ص(  ) ل)�ص( - ع)�ص( (  �أي �إن:    

2تدريب 
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)3( 

)4( 

مثال 

مثال 

جد قيمة �لتكامل �لاآتي:
�س  )3�س - 5�س2 + 9( 

جد كاًّا مما ياأتي:
�س ، �س ≠ 0  

 
�س2  - 5�س

�س �س                2(  1(  �س)2�س - 1( 

الحل

الحل

�س �س +  9  5�س2  �س -   �س  =  3�س   )3�س - 5�س2 + 9( 
�س �س2 د�س + 9  �س - 5  3 �س   =     

5 �س3 + جـ2( + )9�س + جـ3(
3 3 �س2 + جـ1( - )

2 (  =     

�س3 + 9�س + جـ ،
  

5
3 3  �س2 - 

2   =     

حيث �لثابت جـ = جـ1 - جـ2 + جـ3      

يتعين �أولاًا �إجر�ء عملية �ل�شرب، ثم �إجر�ء عملية �لتكامل كما ياأتي:  )1
�س �س =   )2�س2 - �س(          �س)2�س - 1( 

 جد كاًّا من �لتكاملين �لاآتيين:
�س �س             2(  )4�س - 3جا�س(   ) 6

  �س 
1(  )3�س2 -

3تدريب 
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 جد كاًّا من �لتكامات �لاآتية:
0> �س ،  �س 

 

�س2 - 5�س
�س   

3  
�س                         2(   1(   )2�س + 3(2 

�س ،  �س ≠ -4  
 

�س3 +64 
�س + 4 �س ، �س ≠ 3          4(   

 

�س2 + 2�س - 15
�س - 3  

  )3

حُلَّر �لم�ضاألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.

تدريب 

تدريب 

4

5

1 �س2 + جـ
2 2 �س3 -  

3   =                               

يتعين �أولاًا �إجر�ء عملية �لق�ضمة، ثم �إجر�ء عملية �لتكامل كما ياأتي:     )2

�س  )�س2 - 5�س( * �س-1   �س  =  �س2-5�س 
�س

�س )�س - 5(   =       

�س2 - 5�س + جـ .
 

1
2   =       

فكر وناقش 
حُلَّر �لفرع )2( من �لمثال )4( بطريقة �أخرى.  )1

�س، وذلك باإجر�ء �لخطو�ت �لاآتية: �أر�د �أ�ضامة �إيجاد �لتكامل �لاآتي:  3�س2)2�س-1(   )2

�س )2�س - 1(  �س ×   3�س2  �س =   3�س2)2�س - 1( 
                                            = �س3 × )�س2 - �س( + جـ

     ناقِ�س حل �أ�ضامة.
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جد كاًّا مما ياأتي:  )1

�س ، �س ≠ 0
�س5 �س                                     ب(   

 
1
2  �أ  (   

�س  �س                               د  (   3�س2  )2- �س2(  جـ(  

�س
 

2-
�س-5  هـ(   

جد كاًّا مما ياأتي:  )2
�س + 3قا2�س(  �س  

 �أ  (   )10�س2 -  6

�س ب(   )2 - �س( )4�س + 1( 

�س جـ(   3ظا�س جتا�س 

�س ، �س ≠ -2     
 

�س2 + 6�س + 8
�س + 2  د (    

�س ، �س ≠ 0
 
4�س+1

�س  عندما �س = 5، حيث �س =  
 
�س
�س جد    )3

�إذ� كان ق �قتر�نًاا قاباًا لا�ضتقاق، وكان قَ)�س( = 6�س- 8�س3 + 5، وكان ق)-1( = 2،   )4
فجد قاعدة �لاقتر�ن ق.

�س = 6�س3 - 3�س2 + 6�س - 5، فجد عَ )1(. عَ )�س(  �إذ� كان    )5

الأسئلة
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�إذ� كان ق �قتر�نًاا قاباًا لا�ضتقاق، وكان قَ)�س( = 2�س - 5 ، وكان ق)2( = 4، فجد قيمة   )6
ق)1(.

�إذ� كان ق �قتر�نًاا قاباًا لا�ضتقاق، وكان قَ)�س( = 3�س)6 - 5�س( + 4�س3 ، وكان   )7
        ق)2( = -1، فجد قيمة ق)1(.

�، وكان  ، �س ≠ �ضفرًا
�س2 + 6�س + 8�س3

�س   
�إذ� كان ق �قتر�نًاا قاباًا لا�ضتقاق، وكان قَ)�س( =  )8

       ق)1( = 12، فجد قاعدة �لاقتر�ن ق.

�إذ� كان ل �قتر�نًاا قاباًا لا�ضتقاق، وكان لَ )�س( = 6�س2 - 6�س3 - 2�س، فجد قيمة  )9
       ل)3( - ل)1(.
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تعريف

�س = ع)�س( + جـ ، فاإن التكامل المحدود لاقتر�ن ق على �لفترة ]�أ، ب[  �إذ� كان   ق)�س( 

�س = ع)ب( - ع) �أ (، حيث يُ�ضمّى �لعدد: ق)�س( 
�أ

ب

  هو: 

         �أ  : �لحد �ل�ضفلي للتكامل �لمحدود.

        ب: �لحد �لعلوي للتكامل �لمحدود.
]
�أ

ب
        ويُرمَز �إلى �لمقد�ر �لعددي ع)ب( - ع) �أ ( بالرمز : ع)�س(

مثال  )1(

�س 3�س2 
1

2

جد 

التكامل المحدودثانيًا

�س. 4قَ)�س( 
1-

2

�إذ� كان ق)-1( = 3، ق)2( = 5، فجد قيمة �لتكامل �لاآتي:

The Definite Integral

من  لانهائيًّاا   � عددًا يعطي  ق  لاقتر�ن  �لمحدود  غير  �لتكامل  �أن  �ل�ضابق  �لدر�س  في  تعلمت 
�لاقتر�نات ب�ضيغة )ع)�س( + جـ ، حيث جـ ثابت(، و�أن �لقتر�نات تختلف فيما بينها في قيمة 

َ = ق)�س(. �لثابت جـ، حيث: )ع)�س( + جـ(

الحل

[ = ))2(3+ جـ ( - ))1(3+ جـ (
1

2
�س = )�س3 + جـ( 3�س2 

1

2

     

                          = 8 + جـ - 1- جـ  = 7
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مثال  )2(

�س )3�س2 - 12�س + 5( 
2

1-

جد قيمة �لتكامل �لاآتي:

الحل

لاحِظ �أن �لناتج �لنهائي للتكامل �لمحدود يكون قيمة عددية خالية من ثابت �لتكامل )جـ( )لماذ�؟(، 
ولهذ� يمكن تجاهل ثابت �لتكامل في �لتكامل �لمحدود.

جد قيمة كل مما ياأتي:

�س
  

6
4  �س 

1

)1

�س 
4
14)�س(3

0

1

)2

1تدريب 

 ]
2

1-

�س =  )�س3 - 6�س2 + 5�س( )3�س2 -12�س + 5( 
2

1-

     

)10 + 24 - 8( - )5 - 6 - 1-(  =  
6- = )6-( -12-  =  

فكر وناقش 

ر �إجابتك.  هل يمكن تجاهل ثابت �لتكامل عند �إجر�ء �لتكامل غير �لمحدود؟ برِّ
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الحل

�  )لماذ�؟(. �س  = �ضفرًا
�س  

حُلَّر �لم�ضاألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.

�س = 9، فجد قيمة �لثابت ب. 6�س 
1

ب

�إذ� كان

تدريب 

تدريب 

2

3

مثال  )3(

�س 
�س �س ، فجد قيمة   )4�س3 - 3�س5 + 3( 

1

1

 �إذ� كان �س =
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الأسئلة

�ح�ضب قيمة كل مما ياأتي:  )1

�س 83     �س   
1

8

1

�س                                                 ب(   2- 
1

6

�أ  ( 

�س     )3�س- 2( )�س+ 1( 
2-

2

�س             د  (  )2�س + 8�س3 - 5�س4  + 7( 
0

2

جـ(

�س = 20، فجد قيمة �لثابت م.   4
1-

م

�إذ� كان  )2

فًاا على �لفترة ]1، 5[، وكان قَ)�س( = 2�س + 1، فجد قيمة   �إذ� كان �لاقتر�ن ق مُعرَّر  )3
        ق)5( - ق)1(.

�س  )4�س - 6�س2 + 3( 
2

2

�ح�ضب قيمة �لتكامل �لاآتي:  )4

�ح�ضب قيمة كل من �لتكامات �لاآتية:  )5

�س )2�س - 3(2 
1

1-

ب( �س   3�س)4 - 2�س2( 
1

2

 )  �أ 

�س  
 

�س2 + 6�س - 7
�س - 1

0

2-

جـ( 

�س = 13، وكان ق)5( =  -17، فجد قيمة ق)2(.  قَ)�س( 
5

2

�إذ� كان   )6
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الخ�سائ�ص الخطية

�س، حيث ل ثابت. ق)�س( 
�أ

ب

�س =  ل ل ق)�س( 
�أ

ب

  )1

�س ع)�س( 
�أ

ب

�س + ق)�س( 
�أ

ب

�س =  )ق)�س( + ع)�س(( 
�أ

ب

  )2

�س ع)�س( 
�أ

ب

�س - ق)�س( 
�أ

ب

�س =  )ق)�س( - ع)�س(( 
�أ

ب

  )3

 Properties of the Definiteخصائص التكامل المحدودثالثًا
Integral

نشاط )1(

�س 3�س2 
1

4

 1(   �أ ( �ح�ضب قيمة �لتكامل �لاآتي: 

�س �س2 
1

4

 ب( �ح�ضب قيمة  3
ر �إجابتك.   جـ(  ماذ� تاحظ؟ برِّ

�س )6�س - 5 + 6�س2( 
1-

2

 2(   �أ ( �ح�ضب قيمة �لتكامل �لاآتي: 

�س   6�س2 
1-

2

�س +   5
1-

2

�س -  6�س 
1-

2

  ب( �ح�ضب قيمة: 

ر �إجابتك.   جـ( ماذ� تاحظ؟ برِّ

مثال  )1(

�س = -2، فجد قيمة كل مما ياأتي: هـ )�س( 
1

3

�س = 6 ،  ق)�س( 
1

3

 �إذ� كان 

�س )3هـ )�س( - 6ق)�س( + 4( 
1

3

�س                            2(  2ق)�س( 
1

3

 )1
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الحل

�س ق)�س( 
1

3

�س = 2  2ق)�س( 
1

3

 )1 

12 = )6(2 =                                  

�س  
1

3

�س + 4 ق)�س( 
1

3

�س - 6 هـ )�س( 
1

3

�س = 3 )3هـ )�س( - 6ق)�س( + 4( 
1

3

 )2

     ]
1

3
                                                              =  3)-2( - 6)6( + )4�س(

  34-  = )4 -12( + 36 - 6-  =                                                              

1تدريب 

�س = 5، فجد قيمة كل مما ياأتي: ع)�س( 
1-

2

�س = -2،    2ل)�س( 
1-

2

 �إذ� كان 

�س  )2ع)�س( - 3ل)�س( - 2�س( 
1-

2

�س        2( 
 

5ع)�س(
2

1-

2

)1

نشاط )2(

ر �إجابتك. �س، ماذ� تاحظ؟ برِّ )4�س + 3�س2 - 5( 
ب

ب

1(  �ح�ضب قيمة �لتكامل �لاآتي: 

2(  �ح�ضب قيمة كل من �لتكاملين �لاآتيين:

�س 6�س2 
3

1

�س                             ب( 6�س2 
1

3

       �أ ( 

ر �إجابتك.        ماذ� تاحظ؟ برِّ
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مثال  )2(

�س = 4، فجد كاًّا مما ياأتي: ق)�س( 
1

6

�س = 2،  2ق)�س( 
1

5

�إذ� كان 

�س  ق)�س( 
6-

6-

�س                     3(   ق)�س( 
5

6

�س                          2( ق)�س( 
5

1

 )1

.� �س = �ضفرًا ق)�س( 
�أ

�أ

 )1

�س ق)�س( 
ب

�أ

�س =  - ق)�س( 
�أ

ب

 )2

�س )خ�ضي�ضة �لاإ�ضافة(. ق)�س( 
�أ

جـ

�س = ق)�س 
ب

جـ

�س + ق)�س( 
�أ

ب

 )3

)ل يُ�شترط في خ�شي�شة �لإ�شافة �أن تكون قيمة ب بين �أ، جـ(.

بناءً على �إجاباتك في �لن�شاط )2(، يمكنك �لتو�ضل �إلى �لخ�ضائ�س �لاآتية للتكامل �لمحدود:

3(  �ح�ضب قيمة كل من �لتكامات �لاآتية:

�س )2�س - 1( 
2

5

�س                      ب( )2�س - 1( 
1

2

 �أ  ( 

�س )2�س - 1( 
1

5

جـ(

       ماذ� تاحظ؟
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الحل

2تدريب 

�س = 4، فجد قيمة كل مما ياأتي: ق)�س( 
1-

6

�س = 5 ، 
  

ق)�س(
3  1-

2

�إذ� كان

�س ق)�س( 
6

2

�س                       2(   2ق)�س( 
2

1-

  )1

�س = 2 2ق)�س( 
1

5

 )1

�س = 2، وبق�ضمة كل من �لطرفين على 2، ينتج: ق)�س( 
1

5

2

�س = -1  )لماذ�؟(. ق)�س( 
5

1

�س = 1، ومنه:   ق)�س( 
1

5

         

�س  )لماذ�؟(. ق)�س( 
1

6

�س + ق)�س( 
5

1

ق)�س( د�س = 
5

6

    )2

3 = 4 + 1- =              

� )لماذ�؟(. �س = �ضفرًا ق)�س( 
6-

6-

    )3

3تدريب 

�س ق)�س( 
2

5

�س = 18، فجد قيمة �لتكامل �لاآتي:  )3ق)�س( - 4( 
2

5

�إذ� كان 
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4تدريب 

�س = 0، فجد قيمة �لثابت م. ق)�س( 
م3 +1 

7-

1(   �إذ� كان 

�س = 0، فجد قيمة �لثابت ن.  )2�س - 3( 
ن

1

2(   �إذ� كان

الحل
�، وقاعدة �لاقتر�ن ق غير معلومة، فاإن: بما �أن قيمة �لتكامل �لمحدود ت�ضاوي �ضفرًا  )1

       �لحد �لعلوي للتكامل = �لحد �ل�ضفلي للتكامل
       �أ2- 4 = 2 +  �أ

       �أ2- �أ - 6 = 0 )لماذ�؟(.
       )�أ - 3( )�أ + 2( = 0 
ومنه:  �أ = 3، �أو:  �أ  = -2

]
1

ب

�س  = )�س2 - �س( )2�س - 1( 
1

ب

  )2
                                  0  = )ب2- ب( - ))1(1-2( 

                                  0  = ب )ب- 1( 
∴  ب = 0، �أو  ب = 1 )لماذ�؟(.

مثال  )3(

�س  = 0، فجد قيمة �لثابت �أ. ق)�س( 
2+�أ

�أ4-2

1(  �إذ� كان 

�س = 0، فجد قيمة �لثابت ب. )2�س - 1( 
1

ب

2(  �إذ� كان
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�س = 4، فجد قيمة كل مما ياأتي: ق)�س( 
4

5

�س = 12،  2ق)�س( 
1

4

�إذ� كان   )1

�س ق)�س( 
5

1

�س        ب(  3ق)�س( 
4

1

 �أ  ( 

�س )ق)�س( + 2�س( 
5

4

جـ( 

�س = 5، فجد قيمة كل مما ياأتي:  )هـ )�س( + 1( 
2

1-

�س = 3، 
  

ل)�س(
2  

1-

2

�إذ� كان  )2

�س     )3هـ )�س( - 2�س + 3ل)�س(( 
1-

2

�س                 ب(  هـ )�س( 
2

1-

 �أ  ( 

�س = 0، فجد قيمة �لثابت �أ. ق)�س( 
1- �أ

5�أ+7

�إذ� كان    )3

�س = 0، فجد قيمة �لثابت م. )2 - 4�س( 
3

م

�إذ� كان   )4

�س = 9، فجد قيمة �لتكامل �لاآتي: )3ق)�س( - 5( 
4

1

�إذ� كان   )5

�س )2ق)�س( + 1( 
1

4

 

�س = 6، فجد قيمة �لثابت ل. )2�س - 1( 
0

ل

�إذ� كان    )6

الأسئلة
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التكامل بالتعويضر�بعًا

جد قيمة �لتكامل �لاآتي:

�س �س2 + 9  2�س  
0

4

 

Integration by Substitution

�قتر�نات  لوجود عملية �شرب  ا؛  �ضابقًا تعلمتها  �لتي  بالطر�ئق  �لتكامل  لا يمكن ح�ضاب هذ� 
د�خل �لتكامل ي�ضعب تب�ضيطها، لذلك ن�ضتخدم طريقة التكامل بالتعوي�ص في ح�ضاب هذ� �لتكامل، 
وب�ضورة  متغير جديد،  بدلالة  �لتكامل  لكتابة  منا�ضب  تعوي�س  ��ضتعمال  على  تقوم  طريقة  وهي 

ي�ضهل �إجر�ء عملية �لتكامل لها.

مثال  )1(

�س جد قيمة �لتكامل �لاآتي:  3�س2  )�س3 + 5(2 

الحل
يمكن �إيجاد قيمة هذ� �لتكامل با�ضتخد�م طريقة �لتكامل بالتعوي�س، وذلك ح�ضب �لخطو�ت �لاآتية:

�فر�س �أن ما في د�خل �لقو�س = �س  )1
�فر�س �أن �س = �س3 + 5

ل �لتكامل �لمطلوب بدلالة �لمتغير �لجديد )�س(، كما ياأتي: حوِّ  )2
�س = �س3 + 5

�س �س = 3�س2  = 3�س2 ، ومنه: 
 

�س
�س بالا�ضتقاق:  

بالعودة �إلى �لتكامل و�إجر�ء �لتعوي�ضات و�لاخت�ضار�ت و�لتكامل، ينتج:  )3
�س(              �س   =    )�س(2 )3�س2    3�س2 )�س3 + 5(2 
 + جـ

�س3
3  

�س   =                                           =    �س2 
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�أَعدِ �لتعوي�س بدلالة �لمتغير )�س(، فيكون ناتج �لتكامل:  )4

+ جـ  
 

)�س3 + 5(3
3 �س =    3�س2 )�س3 + 5(2 

مثال  )2(

جد قيمة كل من �لتكامات �لاآتية:
�س 6جتا)2�س - 1(  �س             2(   �س2 + �س + 5  )2�س + 1(   )1

�س
 

1
5�س + 1  

 
3

0

�س                                    4(
  

6�س
�س2 + 1   3

0

2

)3 

فكر وناقش 
جد قيمة �لتكامل في �لمثال )1( بطريقة �أخرى، وتحقق من �أن �إجابتك �ضحيحة.  

1تدريب 

�س 21 )3�س2 + 4�س( )�س3 + 2�س2(7  جد قيمة �لتكامل �لاآتي:   

الحل

�س     �س2 + �س + 5  1(  )2�س + 1( 
�فر�س �أن �س = �س2 + �س + 5

�س                       �س= )2�س + 1(  = 2�س + 1 ، ومنه: 
 

�س
�س               

�س )2�س + 1(  �س2 + �س + 5 �س  =    �س2 + �س + 5  )2�س + 1(   

�س �س       =   
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+ جـ
3
)�س(2

 
2
3  

�س = 
1
)�س(2   = 

�س3   + جـ   2
3   = 

 + جـ
)�س2 + �س+5 (3   2

3  = 
�س 6جتا)2�س - 1(    )2

         �فر�س �أن �س= 2�س - 1

�س �س = 2   = 2، ومنه: 
 

�س
�س               

�س  )لماذ�؟(. �س  =   3جتا�س                6جتا)2�س - 1( 
                                                    = 3جا�س + جـ

                                                    = 3جا)2�س - 1( + جـ

�س  
  

6�س
�س2 +1   3

جد �أولاًا �لتكامل غير �لمحدود:    )3

�فر�س �أن �س= �س2 + 1

�س �س = 2�س   = 2�س، ومنه: 
 

�س
�س        

�س   )لماذ�؟(.  �س 3 
1 �س    =  

  

6�س
�س2 + 1   3

       

�س  
1-
)�س(3

 
3   =                                      

+ جـ
2
3 ( )�س(3

2  ( 3  =                                       

3 )�س2  + 1 (2 + جـ

 
9
2   =                                       

9
2  - 25 3

 
9
2    =  ]

0

2

) )�س2  + 1(2 3

 
9
2 �س  =  )

  

6�س
�س2 + 1   3

0

2

        فيكون  

3
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 يمكن �لتعوي�س في قيم �س بدلاًا من قيم �س كما ياأتي:
عندما �س = 2 ،  �س = )2(2 + 1 = 5
عندما �س = 0 ،  �س = ).(2 + 1  = 1

   ]
1

5
�س2  3

 
9
2 ∴ قيمة �لتكامل �لمحدود =  

9
2   - 25 3

 
9
2   =                

�س    
 

1
5�س + 1    

 )4

       �فر�س �أن �س = 5�س + 1

�س �س = 5  �س = 5 ، ومنه:  
�س              

�س )لماذ�؟(.   1
5  

�س 
1

 
�س =   

 

1
5�س +1    

            

�س   
1-
)�س(2

 
1
5    =

 + جـ
1
)2( )�س(2

 
1
5    =

+ جـ �س
 

2
5   = 

5�س + 1 + جـ   2
5   = 

]
3

0

5�س + 1    2
5 �س = 

 

1
5�س +1  

 
3

0

قيمة �لتكامل 

6-
5  = )4( 2

5  - )1(  2
5   =                                                      
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تدريب 

تدريب 

2

3

حُلَّر �لفرع )4( من �لمثال )2( با�ضتخد�م قيم �س بالتعوي�س في حدود �لتكامل.

جد قيمة كل من �لتكامات �لاآتية:
�س 2�س قا2)1- �س2(  �س                             2(    1(    3�س)�س2 + 1(-5 

�س
  

1
�س + 1    5 

 0

3

�س          4( �س - 2�س2 - 1  )4�س - 1(3
1

1-

)3 

4تدريب 

جد قيمة كل تكامل مما ياأتي:
�س ، حيث �أ، ب ثابتان، �أ ≠ 0، ن ≠ -1 )�أ�س + ب(ن   )1

�س ، حيث �أ، ب ثابتان، �أ ≠ 0 �س + ب(  جتا)�أ  )2

�إذ� كان �أ، ب ثابتين، �أ ≠ 0، ن ≠ -1، فاإن:

+ جـ
  

)�أ�س + ب(ن+1
)ن +1( �س     =   �أ 1(  )�أ�س + ب(ن 

+ جـ 
  

- جتا)�أ�س + ب(
�أ �س  =   2(  جا)�أ�س + ب( 

+ جـ
  

جا)�أ�س + ب(
�أ �س =   3(  جتا)�أ�س + ب( 

+ جـ 
  

ظا)�أ�س + ب(
�أ �س  =   4(  قا2)�أ�س + ب( 

بناءًا على حل �لتدريب )4(، يمكن ��ضتنتاج �لقو�عد �لاآتية:
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مثال  )3(

الحل

�س        
1-
)2�س- 1(3

0

13-

�س = 
  

1
2�س -1   3

0

13-

        ]
0

13-

 

2
( )2�س - 1(3   3

2 (  1
2

 
 =  

  
  
 2)1-( 3 3

4  -  
2)27-( 3  3

4   =  

6 =  24
4  =  3

4  - 27
4   =  

5تدريب 

جد قيمة كل تكامل مما ياأتي:

�س 6)1- 2�س(5 
1-

2

 )1

�س  2(    12جا)1- 4�س( 

�س
  

1
2�س - 1   3

0

13-

جد قيمة �لتكامل �لاآتي: 
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�كتب �لتعوي�س �لمنا�ضب لاإيجاد قيمة كل تكامل من �لتكامات �لاآتية:  )1

�س )2�س3 - 2(2  �س                  ب(   6�س2 5 �أ  (   )1- 2�س( )�س - �س2(4 

�س
  

3�س - 9
)�س2 - 6�س(2 �س        د  (    جـ(   )2�س - 3�س2( قا2)�س3 - �س2( 

جد قيمة كل من �لتكامات �لاآتية:  )2
�س �س                             ب(   )�س - 1( )2�س2- 4�س + 1(5   

)3�س - 2(2 �أ  (   3

�س �س                                  د (   2�س3 جا)�س4 + 1(  2 قا2)2- �س(  جـ( 

�ح�ضب قيمة كل من �لتكامات �لاآتية:  )3

�س 3�س2)�س3  - 1(3 
1-

1-

�س                                 ب( 4�س + 1   
0

2

�أ   ( 

�س   
 3- 2�س

)�س2 -3�س(2   
1

2

�س                           د  (  2�س 3 �س2 - 1 
1

0

جـ(

�س 3�س2 قَ)�س3( 
2-

3

�إذ� علمت �أن ق)-8( = 5، ق)27( = -6، فجد قيمة �لتكامل �لاآتي:   )4

�س 8�س ق)�س2 + 1( 
1-

2

�س = 3، فجد قيمة �لتكامل �لاآتي: ق)�س( 
5

2

�إذ� علمت �أن   )5

6(  حُلَّر �لم�ضاألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.

الأسئلة
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Integral Applications
تطبيقات التكامل الفصل

الثاني

Û تحل م�ضائل هند�ضية با�ضتخد�م �لتكامل.
Û تحل م�ضائل فيزيائية با�ضتخد�م �لتكامل.

Û تجد م�ضاحة �لمنطقة �لمغلقة بين منحنى �قتر�ن معين ومحور �ل�ضينات با�ضتخد�م �لتكامل �لمحدود.

النتاجات

Geometric Applicationsتطبيقات هندسية�أول

لمنحنى  �لمما�س  ميل  و�أن  بالنقطة )-1، 2(،  يمر  منحناه  باأن  ا  علمًا �لاقتر�ن ق،  قاعدة  جد 
�لاقتر�ن �س = ق)�س( عند �لنقطة )�س، �س( يعطى بالقاعدة:

قَ)�س( = 2�س - 1 

مثال  )1(

ا باأن ميل �لمما�س لمنحناه عند �لنقطة )�س، �س( يعطى بالقاعدة: جد قاعدة �لاقتر�ن ق، علمًا
 قَ)�س( = 3�س2 - 8�س، و�أن منحناه يمر بالنقطة )-1، 3(.

ا �أن ميل �لمما�س لمنحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س( عند �أي نقطة على منحناه )�أ، ق)�أ((  تعلمت �ضابقًا
ي�ضاوي قَ) �أ (، حيث ق �قتر�ن قابل لا�ضتقاق عندما �س = �أ.

ولاأن �لتكامل عملية عك�ضية للتفا�ضل؛ فاإنه يمكننا �إيجاد قاعدة �لاقتر�ن ق بمعرفة ميله قَ)�س( عند 
�أي نقطة على منحناه )�س، �س(، و�إحد�ثيي �إحدى �لنقط على منحناه.
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مثال  )2(

يعطى  )�س، �س(  �لنقطة  عند  لمنحناه  �لمما�س  ميل  باأن  ا  علمًا �لاقتر�ن �س = ق)�س(،  قاعدة  جد 
�س2 + 9 ، و�أن �لنقطة )-4، 1( تقع على منحنى �لاقتر�ن �س.   =  �س 

 
�س
بالقاعدة:  �س

الحل
قَ)�س( = 3�س2 - 8�س

باإجر�ء �لتكامل بالن�ضبة �إلى �لمتغير �س لكل من �لطرفين، ينتج:

�س �س =  )3�س2 - 8�س(   قَ)�س( 
ق)�س( = �س3 - 4�س2 + جـ

لكن منحنى �لاقتر�ن ق يمر بالنقطة )-1، 3(؛ �أي �إن ق)-1( = 3
ق)-1( = )-1(3- 4)-1(2 + جـ

          3 = -1- 4 + جـ، ومنه: جـ = 8
∴ قاعدة �لاقتر�ن ق)�س( = �س3  - 4�س2 + 8

1تدريب 

حُلَّر �لم�ضاألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.

�س
�س ميل �لمما�س لمنحنى �لعاقة �س عند �لنقطة )�س، �س( =  

�س2 + 9                    =  �س 
  

�س
�س                 

الحل
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2تدريب 

ا باأن ميل �لمما�س لمنحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س( عند �لنقطة  جد قيمة ق)14(، علمًا
2�س - 1، و�أن منحناه يمر بالنقطة )0، 5(. 3 )�س، �س( يعطى بالقاعدة : قَ)�س( = 6

�س �س2 + 9     �س  =  �س     

�س �س2 + 9     �س  =   �س   

ح خطو�ت �إيجاد �لتكامل(. + جـ     )و�ضِّ )�س2 + 9(3
  

1
3     �س  =  

لكن �س = 1 عندما �س =  -4

+ جـ 3)9 + 2)4-( (   1
3   = 1        

122-
3 ومنه: جـ = 

122
3 )�س2 + 9(3 -  

  
1
3 ∴ قاعدة �لاقتر�ن �س =  
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الأسئلة

�إذ� كان ميل �لمما�س لمنحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س( عند �لنقطة )�س، �س( ي�ضاوي  )1
ا باأن ق)0( = 5 )6 - 2�س + 9�س3(، فجد قاعدة �لاقتر�ن ق، علمًا  

جد قاعدة �لاقتر�ن ق، �إذ� كان ميل �لمما�س للمنحنى �س = ق)�س( عند �لنقطة )�س، �س(   )2

 ، وكان منحنى �لاقتر�ن ق يمر بالنقطة )0، 4(.
 

2�س
�س2 +  8  3

 
يعطى بالقاعدة: قَ)�س( =   

ا باأن ميل �لمما�س للمنحنى �س = ق)�س( عند �لنقطة )�س، �س( ي�ضاوي جد قيمة ق)1(، علمًا  )3
  25)5�س + 4(4، و�أن منحنى �لاقتر�ن ق يمر بالنقطة )-1، 7(.

�إذ� كان ميل �لمما�س لمنحنى �لاقتر�ن ل عند �لنقطة )�س، �س( يعطى بالقاعدة:  )4
ا باأن منحناه يمر بالنقطة )0، 3(. لَ )�س( = 2�س)4 - 3�س(، فجد قاعدة �لاقتر�ن ل، علمًا  

�س ≠ 0، 
   

2�س2 - 5�س
�س �إذ� كان ميل �لمما�س لمنحنى �لاقتر�ن هـ يعطى بالقاعدة  هـَ )�س( =    )5

ا باأن منحنى �لاقتر�ن هـ يمر بالنقطة )-1، 5(. فجد هـ )2(، علمًا
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Physical Applicationsتطبيقات فيزيائيةثانيًا

يتحــرك ج�ضيم على خط م�ضتقيم، وتعطى �شرعته بالعاقــة: ع)ن( = )2ن + 5( م/ث، حيث 
ا باأن موقعه �لابتد�ئي ف)0( = 3 م.  ن: �لزمن بالثو�ني. جد موقع �لج�ضيم بعد ثانيتين من بدء �لحركة، علمًا

مثال  )1(

�إذ�  كانت  �لموقع �لابتد�ئي ف)0( = 4 م.  �نطلق من  يتحرك ج�ضيم على خط م�ضتقيم بحيث 
�شرعته بعد مرور ن ثانية تعطى بالعاقة: ع)ن( = )6- 2ن + 6ن2( م/ث، فجد موقعه بعد مرور 

ثاث ثو�نٍ من بدء �لحركة.

تعرفت �أن �شرعة �لج�ضيم �لذي يتحرك على خط م�ضتقيم، و�لذي يكون موقعه ف)ن( يعطى 

بعد مرور زمن مقد�ره )ن(  ت�ضارعه  و�أن   ، ف
ن �لزمن، هي:ع)ن( =  فَ)ن( =  بعاقة مع 

�ل�شرعة  �أو  �ل�شرعة،  �لم�ضافة بمعرفة مقد�ر  ، ولهذ� يمكن معرفة  ع
ن هو: ت)ن( = عَ)ن( = 

ا معرفة �ل�شرعة بمعرفة مقد�ر �لت�ضارع. و�لت�ضارع، ويمكن �أي�ضًا

ف 
ن ع)ن( = 6 - 2ن + 6ن2، لكن ع)ن( =  

ف  =  6 - 2ن + 6ن2
ن        

ن )6 - 2ن + 6ن2(  ف =                
                ف  =  6ن - ن2 + 2ن3 + جـ

0(  = 4، ومنه: جـ = 4  )لماذ�؟(. لكن  ف)
ومنه: ف)ن(  = 6ن - ن2 + 2ن3 + 4

    ∴ ف)3(  =  18 - 9 + 54 + 4 = 67 

∴ موقع �لج�ضيم بعد مرور ثاث ثو�نٍ من بدء �لحركة = 67م.

الحل
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مثال  )2(

�إن ت�ضارعها بعد مرور ن ثانية من �نطاقها يعطى  تتحرك نقطة مادية على خط م�ضتقيم بحيث 
�أن موقعها �لابتد�ئي ف)0( = 2م، و�أن  �إذ� علمت  بالعاقة: ت)ن( = )12ن - 20( م/ث2. 

�شرعتها �لابتد�ئية ع)0( = 3 م/ث، فجد:
�شرعة �لنقطة �لمادية بعد مرور ثانيتين من �نطاقها.  )1

موقع �لنقطة �لمادية بعد مرور ثاث ثو�نٍ من �نطاقها.  )2

 1(  ت)ن(   =  12ن - 20

ع  =  12ن - 20
ن  

ن ع  =  )12ن - 20(   

ن ع  =   )12ن - 20(    
 ع  = 6ن2 - 20ن + جـ1

      لكن: ع)0(  = 3،  ومنه: جـ1 = 3
 ∴ ع)ن( = 6ن2- 20ن+ 3

      ومنه: ع)2(  = 24 - 40+ 3 = -13م/ث. 
        �أي �إن �شرعة �لنقطة �لمادية بعد مرور ثانيتين من �نطاقها هي -13 م/ث.

الحل

1تدريب 

حُلَّر �لم�ضاألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.  )1 
يتحرك ج�ضيم على خط م�ضتقيم بحيث �إن �شرعته بعد مرور )ن( ثانية من بدء �لحركة تعطى   )2
بالعاقة: ع)ن( = )6 )1+ 2ن(2( م/ث. جد موقعه بعد مرور ثانية و�حدة من بدء �لحركة، 

ا باأن موقعه �لابتد�ئي ف)0( = 5 م. علمًا



191

2تدريب 

 يتحرك ج�ضيم على خط م�ضتقيم، وبت�ضارع ثابت مقد�ره ت)ن( = 12 م/ث2. �إذ� كانت �شرعته 
�لابتد�ئية ع)0( = 5 م/ث، وموقعه �لابتد�ئي ف)0( = 3 م، فجد:

�شرعة �لج�ضيم بعد مرور �أربع ثو�نٍ من بدء �لحركة.  )1
موقع �لج�ضيم بعد مرور ثاث ثو�نٍ من بدء �لحركة.  )2

ع)ن( = 6ن2 - 20ن + 3  )2

ف = 6ن2 - 20ن + 3
ن  

ن ف = )6ن2 - 20ن + 3(   

ن ف =  )6ن2 - 20ن + 3(   
  ف  = 2ن3 - 10ن2 + 3ن + جـ2
 لكن ف)0( = 2،  ومنه: جـ2 = 2

∴ ف)ن( = 2ن3 - 10ن2 +  3ن + 2

ومنه:  ف)3( = 54 - 90 + 9 + 2 = -25 م  موقع �لنقطة �لمادية بعد مرور ثاث ثو�نٍ 
من �نطاقها.

ما دلالة �لاإ�ضارة �ل�ضالبة في �ل�شرعة في �لفرع )1( من مثال 2، و�لموقع في �لفرع )2(؟ 
فكر وناقش 
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ثانية من بدء حركته تعطى  �إن �شرعته بعد مرور ن  يتحرك ج�ضيم على خط م�ضتقيم بحيث   )1
بالعاقة: ع)ن( = )12جتا)2ن - 1(( م/ث. جد �لقاعدة �لتي تمثل موقع �لج�ضيم بعد مرور 

ن ثانية من بدء �لحركة.

ثانية من بدء حركتها   �إن �شرعتها بعد مرور ن  تتحرك نقطة مادية على خط م�ضتقيم بحيث   )2
تعطى بالعاقة: ع)ن( = )4ن + 8( م/ث. جد موقع �لنقطة �لمادية بعد مرور �أربع ثو�نٍ من 

ا باأن موقعها �لابتد�ئي ف)0( = 2م. بدء حركتها، علمًا

�إذ� كان ت�ضارع ج�ضيم ي�ضير على خط م�ضتقيم بعد مرور ن ثانية من بدء �لحركة يعطى بالعاقة:   )3
�لابتد�ئية  �لابتد�ئي ف)0( = 3م، و�شرعته  ت)ن( = 48)1- 2ن(3 م/ث2، وكان موقعه 

ع)0( = 2 م/ث، فجد:
 �أ  ( �شرعة �لج�ضيم بعد مرور ثانية و�حدة من بدء �لحركة.

ب( موقع �لج�ضيم بعد مرور ثانيتين من بدء �لحركة.

ثانية من بدء �لحركة تعطى  �إن �شرعته بعد مرور ن  يتحرك ج�ضيم على خط م�ضتقيم بحيث   )4
بالقاعدة: ع)ن( = )3ن -1( )4ن +1( م/ث. جد:

 �أ  ( �لقاعدة �لتي تمثل موقع �لج�ضيم بعد مرور ن ثانية من بدء �لحركة.
ا باأن موقعه �لابتد�ئي ف)0( = 7م. ب( موقع �لج�ضيم بعد مرور ثانيتين من بدء �لحركة، علمًا

الأسئلة
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The Areaالمساحةثالثًا

يمثل �ل�ضكل )4-1( نافــذة طول قاعدتها 2 م، 
مح�ضورة بمنحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س( = 1- �س2

�إذ� �أردنــا و�ضــع زجــاج على �لنافــذة، وكانت 
تكلفــة �لمــتر �لمربع �لو�حد منــه خم�ضــة دنانير، فما 

�لتكلفة �لكلية لزجاج �لنافذة؟ 

2¢S -1= (¢S)¥

¢S
 

¢U

2Ω

�ل�ضكل )1-4(.

�ل�ضكل )2-4(.

�إن من �أهم تطبيقات �لتكامل �لمحدود ح�ضاب م�ضاحة �لمنطقة �لمغلقة �لمح�ضورة بين منحنيات 
بين  �لمح�ضورة  �لمغلقة  �لمنطقة  م�ضاحة  ح�ضاب  على  در��ضتنا  و�ضتقت�شر  و�لم�ضتقيمات.  �لاقتر�نات 

منحنى �قتر�ن معين ومحور �ل�ضينات.

م�ضاحة �لمنطقة �لمغلقة �لمح�ضورة بين منحنى �لاقتر�ن �س= ق)�س( ومحور �ل�ضينات على �لفترة 
]�أ، ب[ تعطى بالقاعدة:

�س.  |ق)�س(| 
�أ

ب

�لم�ضاحة = 

عند تطبيق هذه �لقاعدة، تظهر�لحالات �لاآتية:
�إذ� كان ق)�س( ≤ 0  لكل �س في �لفترة ]�أ، ب[،   )1

فاإن|ق)�س( |= ق)�س( على �لفترة ]�أ، ب[، 

�س، ق)�س( 
�أ

ب

و�لم�ضاحة  �لمطلوبة =  

�نظر �ل�ضكل )2-4(.

¢U

¢S
CG Ü

(¢S)¥ = ¢U
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¢U

1Ω
2Ω

1Ω

2Ω

¢U

¢U

¢S

¢S

¢S

CG

CG

CG

Ü`L

Ü
`L

Ü

(¢S)¥ = ¢U

(¢S)¥ = ¢U

(¢S)¥ = ¢U

�ل�ضكل )3-4(.

�ل�ضكل )4-4(.

�ل�ضكل )5-4(.

ب[،  ]�أ،  �لفترة  في  �س  لكل   0  ≤ ق)�س(  كان  �إذ�   )2
فاإن| ق)�س( | = - ق)�س( على �لفترة ]�أ، ب[،

�س، - ق)�س( 
�أ

ب

و�لم�ضاحة �لمطلوبة =

�نظر �ل�ضكل )3-4(.

3(  �إذ� كان ق)�س( ≤ 0 لكل �س في �لفترة ]�أ، جـ[،  
فاإن  ]جـ، ب[،  �لفترة  �س في  لكل   0 ≤ ق)�س( 

،
2
 + �لم�ضاحة م

1
�لم�ضاحة �لمطلوبة = �لم�ضاحة م

�س - ق)�س( 
جـ

ب

�س+ ق)�س( 
�أ

جـ

 �لم�ضاحة �لمطلوبة =

�س، ق)�س( 
جـ

ب

�س - ق)�س( 
�أ

ب

 =

�نظر �ل�ضكل )4-4(.

4(  �إذ� كــان ق)�س( ≥0 لكـل �س في �لفترة ]�أ، جـ[، 
فاإن  ب[،  ]جـ،  �لفترة  في  �س  لكل   0  ≥ ق)�س( 

،
2
 + �لم�ضاحة  م

1
�لم�ضاحة �لمطلوبة = �لم�ضاحة  م

�س ق)�س( 
جـ

ب

�س + - ق)�س( 
�أ

جـ

�لم�ضاحة �لمطلوبة =

�س، ق)�س( 
جـ

ب

�س + ق)�س( 
�أ

جـ

- =

�نظر �ل�ضكل )5-4(
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)1( 

)2( 

مثال 

مثال 

جد م�ضاحة �لمنطقة �لمغلقة �لمح�ضورة بين منحنى �لاقتر�ن ق)�س( = 2�س + 4، ومحور  �ل�ضينات، 
و�لم�ضتقيمين: �س = 1، �س = 4

جد م�ضاحة �لمنطقة �لمغلقة �لمح�ضورة بين منحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س( = 3�س2 - 12، ومحور 
�ل�ضينات، و�لم�ضتقيمين: �س = -1، �س = 2

الحل
لاإيجاد �لم�ضاحة �لمطلوبة، �تبع �لخطو�ت �لاآتية:

1(  جد نقاط تقاطع منحنى �لقتر�ن ق مع محور �ل�شينات )�إن وجدت( بم�شاو�ة �لقتر�ن بال�شفر 
)لماذ�؟(.

2�س + 4 = 0، ومنه: �س = -2، وهذه �لقيمة لا 
تقع �ضمن �لفترة �لمطلوبة، �نظر �ل�ضكل )6-4(.
�لفـترة  �لتكامل �لمحدود لاقـتر�ن ق عـلى  2(  جـد 

.]4 ،1[

]
1

4

�س = )�س2 + 4�س(  )2�س + 4( 
1

4

        
27 = )4 + 1( - )16 +16( =                     

�س = 27 وحدة مربعة. ق)�س( 
1

4

3(  �لم�ضاحة =

�ل�ضكل )6-4(.

¢U

¢S
 

2- 1- 2

¢U

¢S
2- 41

(¢S)¥ = ¢U

(¢S)¥ = ¢U
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مثال  )3(

منحنى  بين  �لمح�ضورة  �لمغلقـة  �لمنطقـة  م�ضـاحة  جـد 
�لاقتر�ن �س = ق)�س( = �س2 - 2�س، ومحور �ل�ضينات 

على �لفترة ]1، 4[.

الحل

الحل

ق)�س( = 0
قيم  وهي   ،2  ،2-  = �س  ومنه:   ،0  =12  - 3�س2 
محور  مع  عندها  ق  �لاقتر�ن  منحنى  يتقاطع  �لتي  �س 

�ل�ضينات، �نظر �ل�ضكل )7-4(.

يتعين  لذ�  2[؛   ،1-[ �لفترة  على   0≤ ق)�س(  �أن  لاحِظ 
�إيجاد �لتكامل �لمحدود لاقتر�ن ق على �لفترة ]-1، 2[:

 ]
1-

2
�س = )�س3 - 12�س(  )3�س2 - 12( 

1-

2

27- = ))12-( -1-( - )24 -8( =                                   

�س  =  27 وحدة مربعة. ق)�س( 
1-

2

�س  =   - |ق)�س(| 
1-

2

∴ �لم�ضاحة �لمطلوبة  =

ق)�س( = 0
�س2  - 2�س = 0

�س)�س - 2( = 0، ومنه: �س = 0، �س = 2، عندها 
يتقاطع منحنى �لاقتر�ن ق مع محور �ل�ضينات،

�نظر �ل�ضكل )4- 8(.

�ل�ضكل )7-4(.

�ل�ضكل )8-4(.

¢U

¢S
 

2- 1- 2

¢U

¢S
2- 41

(¢S)¥ = ¢U

(¢S)¥ = ¢U

¢U

¢S2Ω

1Ω 2 4

(¢S)¥ = ¢U
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مثال  )4(

جد م�ضاحة �لمنطقة �لمغلقة �لمح�ضورة بين منحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س( = �س2 + 3�س،  ومحور �ل�ضينات.

لاحِظ �أن �س = 0 لا تقع �ضمن �لفترة ]1، 4[،
في حين �أن �س = 2 تقع �ضمن �لفترة ]1، 4[.

ولهذ� يتعين �أولاًا �إيجاد �لتكامل �لمحدود لاقتر�ن ق على �لفترة ]1، 2[:

 ]
1

2
- �س2( 

 

�س3
3 �س =  ) )�س2 - 2�س( 

1

2

 
2-
3   =  )1 - 

 
1
3 ( - )4 -

 
8
3 (  =                                  

ثم �إيجاد �لتكامل �لمحدود لاقتر�ن ق على �لفترة ]2، 4[:

 ]
2

4

 - �س2(
�س3
3 �س =  ) )�س2 - 2�س( 

2

4

 
20
3  = )4- 

 
8
3 (  - )16 -

 
64
3 (  =    

�س ق)�س( 
2

4

�س + ق)�س( 
1

2

�س = - |ق)�س(| 
1

4

∴ �لم�ضاحة �لمطلوبة =

 وحدة مربعة.
 
22
3  = 

 
20
3  +

  
2
3  =            

الحل
ق)�س( = 0

�س2 + 3�س = 0
�س)�س + 3( = 0،  ومنه:  �س = 0،  �س = -3
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عندئذٍ يتقاطع منحنى �لاقتر�ن ق مع مـحور �ل�ضينات، 
�نظر �ل�ضكل )4-9(، فتكون �لم�ضاحة �لمطلوبة مح�ضورة 
�لفترة  على  �ل�ضينات  ومحور  ق  �لاقتر�ن  منحنى  بين 
]-0،3[؛ �إذ يتعين �إيجاد �لتكامل �لمحدود لاقتر�ن ق 

على �لفترة ]-3، 0[:

 ]
3-

0
)

3�س2
2   +

  

�س3
3 �س = ) )�س2  + 3�س( 

3-

0

 

 
9-
2  = )27

2  + 9-( - )0( =     

9 وحدة مربعة.
2 �س =  |) ق)�س(| 

3-

0

∴   �لم�ضاحة �لمطلوبة   = 

1تدريب 

�ل�ضينات على  �لمغلقة �لمح�ضورة بين منحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س(، ومحور  �لمنطقة  جد م�ضاحة 
�لفترة �لمحددة في كل مما ياأتي:

ق)�س( = 12- 4�س         ،  على �لفترة ]1، 2[.  )1

ق)�س( = 3�س2 - 12�س    ،  على �لفترة ]0، 2[.  )2

ق)�س( = 6 - 2�س           ،  على �لفترة ]1، 4[.  )3

 ) ¥ =¢S ¢U(

¢U

¢S
 3-

 

�ل�ضكل )9-4(.

2تدريب 

جد م�ضاحة �لمنطقة �لمغلقة �لمح�ضورة بين منحنى �لاقتر�ن  �س = ق)�س( = �س2 - 2�س - 3، ومحور 
�ل�ضينات.
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3تدريب 

= 8 وحد�ت 
 1

يـمثل �ل�ضـكل )4 - 10( منحنى �لاقـتر�ن �س = ق)�س(. فاإذ� كانـت �لم�ضاحة م
� �إجابتك:  = 5 وحد�ت مربعة،  فجد قيمة كل مما ياأتي، مبِّرًا

2
مربعة، و�لم�ضاحة م

�س ق)�س( 
�أ

ب

 )1

�س ق)�س( 
ب

جـ

 )2

�س ق)�س( 
�أ

جـ

 )3

4(  م�ضـاحة �لمنطقـة �لمغلقـة �لمح�ضورة بين منحنى �لاقتر�ن ق ومحور �ل�ضينات على �لفترة ]�أ، جـ[.

¢U

Ü `L
1Ω

2Ω

(¢S)¥ = ¢U

¢S
 CG

 

�ل�ضكل )10-4(.
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الأسئلة

جد م�ضاحة �لمنطقة �لمغلقة �لمح�ضورة بين منحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س(، ومـحور �ل�ضينات   )1
و�لم�ضتقيمين �لمحددين في كل مما ياأتي:

 �أ  (  ق)�س( = 12                ،    �س = -1    ،  �س = 2
ب(  ق)�س( = 5 - 2�س       ،    �س = -2    ،   �س = 2

جـ(  ق)�س( = 3�س2 - 3       ،    �س = -4    ،   �س = -2 

جد م�ضاحة �لمنطقة �لمغلقة �لمح�ضورة بين منحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س(، ومحور �ل�ضينات على   )2
�لفترة �لمحددة في كل مما ياأتي:

 �أ  (  ق)�س( = 6 - 6�س2      ،   على �لفترة ]-2، 0[.
ب(  ق)�س( = 4�س3              ،   على �لفترة ]-1، 1[.

جـ(  ق)�س( = 3�س2 - 48    ،   على �لفترة ]3، 5[.
 د (  ق)�س( = - �س2 - 4      ،   على �لفترة ]-1، 1[.

جد م�ضاحة �لمنطقة �لمغلقة �لمح�ضورة بين منحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س(، ومحور �ل�ضينات في   )3
كل مما ياأتي:

 �أ  ( ق)�س( = 4�س - �س2       ب( ق)�س( = 4�س3 - 12�س2

يمثل �ل�ضكل )4- 11( منحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س(.  )4
1= 13 وحدة مربعة،

 فاإذ� كانت �لم�ضاحة م
 = 3 وحد�ت مربعة،

2
 و�لم�ضاحة م

� �إجابتك. �س، مبِّرًا ق)�س( 
5-

3

 فجد قيمة 

حُلَّر �لم�ضاألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.  )5

 )¥ =¢S ¢U(

¢U

¢S
 

 5-

Ω1

32Ω

�ل�ضكل )11-4(.
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 Natural Logarithmic and Natural Exponential Functions and 
their Applications

الاقترانان: اللوغاريتمي الطبيعي والأسي الطبيعي وتطبيقاتهما الفصل
الثالث

Û تتعرف �لاقتر�نين: �للوغاريتمي �لطبيعي، و�لاأ�ضي �لطبيعي.
Û تجد م�ضتقة كل من �لاقتر�نين: �للوغاريتمي �لطبيعي، و�لاأ�ضي �لطبيعي.

Û تجد تكامل �لاقتر�ن �لاأ�ضي �لطبيعي.
Û ت�ضتخدم �لاقتر�ن �للوغاريتمي �لطبيعي في �لتكامل.

Û تحل م�ضائل عملية تتعلق بالنمو و�لا�ضمحال.

النتاجات

�أول
الاقترانان: اللوغاريتمي الطبيعي

                والأسي الطبيعي
 Natural Logarithmic and Natural
Exponential Functions

�لعمليات  �لميادي بو�ضفها طريقة لاإجر�ء  �ل�ضابع ع�شر  �لقرن  �للوغاريتمات منذ  ��ضتُخدِمت 
�لح�ضابية �لتي ي�ضعب تنفيذها بالطر�ئق �لتقليدية. و�ضتدر�س في هذ� �لف�ضل �لاقتر�نين: �للوغاريتمي 

�لطبيعي، و�لاأ�ضي �لطبيعي، وبع�س تطبيقاتهما.
حيث )ع < 0(، 

 
1
ع يمثل �ل�ضكل )4- 12( منحنى �لاقتر�ن �س = 

و�لم�ضتقيمين: ع = 1، ع = �س )حيث �س < 1(.
بتطبيق قو�عد ح�ضاب �لم�ضاحات بالتكامل �لمحدود على �لم�ضاحة �لمحددة

في �ل�ضكل )4- 12(، فاإن:

ع ، وهذ� �لتكامل يُ�ضمّى 
  

1
ع  

1

�س

�لم�ضاحة = 

  �س (.
هـ
الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي، ويُرمَز �إليه بالرمز:) لــــو

¢S

¢U

´
 

 1

 = ¢U1́

�لم�ضاحة

الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي

ا؟ ف�شرِّ �إجابتك. �س با�ضتخد�م قو�عد �لتكامل �لتي تعلمتها �ضابقًا
 

1
�س      هل يمكنك �إيجاد   

�ل�ضكل )12-4(.
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ع
  

1
ع

1

�س

  �س = 
هـ
�إذ� كان �س < 0، فاإن لــــو

ـ )�س(. ِـ ويُقرَ�أ: �للوغاريتم �لطبيعي ل
�لذي  نيبير(  جون  �لاأ�ضكتلندي  �لريا�ضيات  عالم  �إلى  )ن�ضبة  �لنيبيري  �لعدد  هو  هـ  و�لعدد 
يجعل �لم�ضاحة �لمحددة في �ل�ضكل )4-12( ت�ضاوي وحدة مربعة و�حدة، وهو عدد غير 

ن�ضبي، و�ضنعتمد قيمته �لتقريبية 2.7

تعريف

م�ستقة الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي

، حيث ن ≠ -1
 

�سن+1
ن+1 �س =  ا �أن   �سن   تعلمت �ضابقًا

�س ، حيث �س < 0؟ ولكن، ما قيمة �لتكامل �لاآتي:  �س-1 

�س، حيث �س < 0 
 

1
�س �س =     ليكن ل)�س( =  �س-1 

با�ضتقاق كل من �لطرفين، ينتج:

)لماذ�؟(.
 

1
�س  لَ )�س( = 

، فاإن: 1
�س وبما �أن ل)�س( هو �لتكامل غير �لمحدود لاقتر�ن 

ع  = ل)�س( - ل)1(
 

1
ع  

1

�س

  �س =
هـ
 لــــو

  �س  = ل)�س( - ل)1(
هـ
لــــو

ع، حيث ع < 0، ويمكن ��شتخد�م هذ� �لتعريف �إذ� كانت قيمة �س 
 

1
ع

1

�س

  �س =
هـ
�أي �إن: لــــو

ا. بين 0 ، 1، وينطبق على �لاقتر�ن �للوغاريتمي �لطبيعي قو�نين �للوغاريتمات �لتي در�ضتها �ضابقًا
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.
 

1
�س   �س  حيث �س < 0، فاإن قَ)�س( =  

هـ
1( �إذ� كان ق)�س( =  لــــو

  م)�س( ، م)�س( <0، وكان م �قتر�نًاا قاباًا لا�ضتقاق، فاإن
هـ
2( �إذ� كان ق)�س( =  لــــو

.
 

 مَ )�س(  
م )�س(  

 قَ)�س( = 

نظرية

وبا�ضتقاق كل من �لطرفين، ينتج:
َ  = لَ )�س( - �ضفر    )لماذ�؟(.   �س(

هـ
) لــــو

1 ، حيث �س < 0
�س   = َ   �س(

هـ
وبذلك يكون ) لــــو

1تدريب 

ا قاعدة �ل�ضل�ضلة. ح �لفرع )2( من �لنظرية �ل�ضابقة بتطبيق �لفرع )1(، م�ضتخدمًا و�ضِّ

مثال  )1(

عند �لنقطة �لمحددة في كل مما ياأتي:
 

�س
�س جد 

   6�س ،  �س < 0  عندما  �س = 1
هـ
�س =  لــــو  )1

   )�س2 + 10(     عندما  �س = -2
هـ
�س =  لــــو  )2

الحل
   6�س  

هـ
1(  �س =  لــــو

    1
�س   =  6

6�س   =
  

 �س
 �س

1 =
�س = 1

 �س
 �س
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2تدريب 

جد قَ)�س( في كل مما ياأتي: 
   جتا�س

هـ
ق)�س( =  لــــو  )1

2 ، �س < 0
�س   

هـ
ق)�س( =  لــــو  )2

   )�س3 + 8(، �س < -2
هـ
ق)�س( =  لــــو  )3

تدريب 

تدريب 

3

4

  )�أ �س + 3( ، حيث �أ ثابت، وكان قَ )-2( = 1، فجد قيمة �لثابت �أ.
هـ
�إذ� كان ق)�س( = لــــو

  |�س|  )حيث �س ≠ 0(، فجد قَ)�س(.
هـ
 �إذ� كان ق)�س( = لــــو

)�إر�ضاد: �در�س �لحالتين: �لاأولى عندما �س < 0      حيث |�س| = �س،
                                     و�لثانية عندما �س > 0      حيث |�س| = - �س(.

بناءًا علىحل �لتدريب )4(، يمكن ��ضتنتاج �لنظرية �لاآتية:

   |�س| + جـ ،  حيث �س ≠ 0
هـ
�س =  لــــو   1

�س �س =        �س-1  

نظرية

   )�س2 + 10(
هـ
�س =  لــــو  )2

2�س
 �س2 +10

 = 
 

�س
�س

 2-
7   = 

 
4-
14   = 

�س = -2

 �س
 �س
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مثال  )2(

جد قيمة كل تكامل مما ياأتي:

�س 5 -10�س 
�س2 - �س + 7 �س ، �س ≠ 0                    2(      2

�س   )1

الحل

   |�س| ( + جـ
هـ
�س = 2 ) لــــو  2

�س    )1

  |�س2 - �س + 7 | ( + جـ 
هـ
�س =  -5 ) لــــو 5 -10�س 

�س2 - �س + 7  
 

 )2

ح خطو�ت �لحل في �لفرع )2( با�ضتخد�م �لتكامل بالتعوي�س.       و�ضِّ

5تدريب 

 جد قيمة كل تكامل مما ياأتي:

�س ، �س ≠ 0   3-
�س    )1

�س )6�س2 - 4( )�س3 - 2�س + 1(-1    )2

الاقتران الأسي الطبيعي

، حيث هـ �لعدد �لنيبيري( هو �لاقتر�ن  ا �أن �لاقتر�ن �لاأ�ضي �لطبيعي )�س = هـ�س تعرفت �ضابقًا
�لعك�ضي لاقتر�ن �للوغاريتمي �لطبيعي.

  �س = �س(.
هـ
( تكافئ �ل�ضورة �للوغاريتمية )لــــو فال�ضورة �لاأ�ضية )�س = هـ�س

ويمكن �إيجاد �لم�ضتقة �لاأولى لاقتر�ن �لاأ�ضي �لطبيعي با�ضتخد�م �لنظرية �لاآتية:
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6تدريب 

ا قاعدة �ل�ضل�ضلة. ح �لفرع )2( من �لنظرية �ل�ضابقة بتطبيق �لفرع )1(، م�ضتخدمًا  و�ضِّ

مثال  )3(

جد قَ)�س( في كل مما ياأتي: 
2ـ�س2  +1 ق)�س( = ه ه3ـ�س                            2(  ق)�س( =   )1

  )�س3 +1(
هـ
ه5ـ�س - لــــو 3�س2                          4(  ق)�س( = 2 �س2  ق)�س( = هجـا  )3

الحل
ه3ـ�س  قَ)�س( = 3   )1

2ـ�س2  +1 قَ)�س( = 4�س ه  )2
ر خطو�ت �لحل(. 3�س2                                    )برِّ قَ)�س( = 6�س جتا3�س2  هجـا  )3

ر خطو�ت �لحل(.  )برِّ
  

3�س2
�س3 +1 * 4�س -  ه5ـ�س + ه5ـ�س قَ)�س( = 2�س2 * )5(   )4

�إذ� كان ق)�س( =  هـ�س )حيث هـ �لعدد �لنيبيري(، فاإن قَ)�س( = هـ�س .  )1
�إذ� كان ق)�س( = هـل)�س( ، وكان ل)�س( �قتر�نًاا قاباًا لا�ضتقاق، فاإن:   )2

       قَ)�س( = لَ)�س( هـل)�س(.

نظرية
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تدريب 

تدريب 

7

8

 جد �سَ في كل مما ياأتي:
2�س  �س = ه3ـ-�س2                                 2( �س = هجـتا  )1

 
ه3ـ�س  

�س2 +1  �س (                 4( �س = 
هـ
�س = )هـ�س () لــــو  )3

(؛ لذ� يمكن ��ضتنتاج �لنظرية �لاآتية: ( ت�ساوي )هـ�ص لاحِظ �أن م�ستقة )هـ�ص

ا �لتكامل بالتعوي�س. ح �لفرع )2( من �لنظرية �ل�ضابقة بتطبيق �لفرع )1(، م�ضتخدمًا و�ضِّ

�س = هـ�س + جـ ، حيث هـ �لعدد �لنيبيري. 1(  هـ�س  

 + جـ ،  �أ ، ب عدد�ن حقيقيان، �أ ≠ 0
�س   + ب ه�ـأ

�أ �س =  2(  هـ�أ�س + ب  

نظرية

مثال  )4(

جد قيمة كل من �لتكامات �لاآتية:
�س    )5 +  6

�س 1(   )3 هـ�س  - 

�س 2(  8 هـ4-2�س   

�س )2- �س( هـ�س2  -4�س+7    )3
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الحل

  |�س| + 5�س + جـ.
هـ
�س =  3هـ�س  –  6 لــــو  )5 +  6

�س ) 3هـ�س -    )1

ر �لاإجابة(. �س = -4ه4ـ-2�س    + جـ    )برِّ 8 ه4ـ-2�س       )2

-1 هـ�س2  -4�س+7 + جـ .
2 �س =  3(  )2- �س( هـ�س2  -4�س+7  

ح خطو�ت �لحل في �لفرع )3( با�ضتخد�م �لتكامل بالتعوي�س(.       )و�ضِّ

9تدريب 

جد قيمة كل من �لتكامات �لاآتية:

�س      1 هـ�س  
2   )1

�س 1 هـ1-  6�س     
3   )2

�س  3(  )2 + 3�س2( هـ�س3+2�س  -1 

�س  6
هـ1- 2�س   

  )4
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الأسئلة

جد قَ)�س( في كل مما ياأتي:  )1

ه2ـ�س + 6، �س < 0   �س  + 7
هـ
1  +  لــــو

�س  �أ  (   ق)�س( = 

  �س  - 2ه3ـ- 2�س   - �س2 ، �س < 0
هـ
ب(   ق)�س( =  3 لــــو

  )جتا �س(
هـ
جـ(   ق)�س( =  هـجا�س - 2لــــو

جد قيمة كل من �لتكامات �لاآتية:  )2
�س 1 + 3�س2 ( 

�س  �أ  (   )2هـ�س  - 

�س 24ه1ـ+ 2�س    ب(  

�س جـ(    2�س هـ1- �س2  

�س 5 - 3ه3ـ�س   - 4(  
�س د  (    )

�س 8�س 
�س2 + 4 هـ(   

�إذ� كان ميل �لمما�س لاقتر�ن �س = ق)�س( عند �لنقطة )�س، �س( يعطى بالقاعدة:  )3
ا باأن منحناه يمر بالنقطة )0، 4(. قَ)�س( = 2هـ�س + 2�س ، فجد قاعدة �لاقتر�ن ق، علمًا

ثانية من بدء حركتها  �إن �شرعتها بعد مرور ن  تتحرك نقطة مادية على خط م�ضتقيم بحيث   )4
تعطى بالعاقة:

8 ، و�إن ن < 0، جد �لاقتر�ن �لذي يمثل موقع �لنقطة �لمادية بعد  مرور 
ن   + ع)ن( = هنـ+1

ن ثانية من بدء حركتها.
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Growth and Decayالنمو والاضمحلالثانيًا

�لنمو و�لا�ضمحال هما من �لتطبيقات �لعملية �لمهمة لاقتر�نين: �للوغاريتمي �لطبيعي، و�لاأ�ضي 
�لطبيعي؛ فالكثير من �لظو�هر �لعلمية و�لاجتماعية و�لاقت�ضادية و�لاإن�ضانية و�لبيولوجية وغيرها يمكن 

�لتعامل معها باقتر�ن ع)ن( �لذي يرتبط بالزمن )ن(؛ �أي �إن �س = ع)ن(، حيث ن �لزمن.

يتز�يد عدد �ضكان مدينة ما ب�ضورة م�ضتمرة منتظمة وفق قانون �لنمو، بن�ضبة مقد�رها  %0.8 
�ضنويًّاا. فاإذ� بلغ عدد �ضكانها 600000 ن�ضمة عام 2010م ، فكم �ضيبلغ عدد �ضكانها عام 2135م؟

�إذ� كان معدل تغير �لاقتر�ن �س ) �أي عَ )ن( ( يتنا�ضب بانتظام و��ضتمر�ر مع �لاقتر�ن نف�ضه  �أما 
ع)ن(، فاإن:

عَ )ن( = �أ ×ع)ن(، حيث: �أ: ثابت �لتنا�ضب، ن: �لزمن.              

= �أ  ، حيث ع)ن( ≠ 0
 

عَ)ن(
ع)ن( ومنه: 

ن ن =   �أ   عَ)ن( 
ع)ن(   ∴

وبفر�س �أن ل = ع)ن(، و��ضتخد�م �لتكامل بالتعوي�س، ينتج:
    |ع)ن(| = �أ ن + جـ

هـ
لــــو

   ع)ن( = �أ ن + جـ
هـ
و�إذ� كان ع)ن( < 0، فاإن �لعاقة ت�ضبح: لــــو

وهذه �ل�ضورة �للوغاريتمية تكافئ �ل�ضورة �لاأ�ضية: ع)ن( = ه�ـأن+جـ
وعندما ن  = 0، فاإن ع )0( = هجــ   

�إذن: ع )ن( = ه�ـأن+جـ 
        ع )ن( = ه�ـأن × هجــ       )��ضتخد�م قو�نين �لاأ�ض�س(.

        ع )ن( = ه�ـأن  × ع )0(
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قيمة �لظاهرة �لمدرو�ضة �س = ع)ن( هي:
�س = ع)ن( = ع0 × ه�ـأن   ،  حيث:

�إذ� كان �أ < 0، فاإن �س =ع)ن( تزد�د بزيادة قيمة ن، فتكون �لمعادلة �س =ع)ن( معادلة النمو،   )1
ويكون �أ معامل النمو.

�إذ� كان �أ > 0، فاإن �س = ع)ن( تنق�س بزيادة قيمة ن، فتكون �لمعادلة �س = ع)ن( معادلة   )2
الا�سمحلال �أو �لتا�ضي، ويكون �أ معامل الا�سمحلال.

مثال  )1(
 �إذ� كان عدد �ضكان بلدة ما يخ�ضع لقانون �لنمو، ويتز�يد بانتظام و��ضتمر�ر بمعدل 2% �ضنويًّاا، 

وكان عدد �ضكانها 40 �ألف ن�شمة عام 1990م ، فكم �ضيبلغ عدد �ضكانها عام  2040م؟

الحل
 عدد �ل�ضكان =ع)ن( = ع0 × ه�ـأن 

      ع0 = ع)0( = 40000 ن�ضمة، على فر�س �أن عام 1990م هو نقطة �لاإ�ضناد.
        �أ   = 0.02

ا.        ن  = 2040- 1990 = 50 عامًا
      ع)ن( = ع0 × ه�ـأن 

      ع)50( = 40000)2.7(0.02×50
      ع)50( = 40000×2.7 = 108000 ن�ضمة عدد �ضكان �لبلدة عام 2040م.

ع0 = ع)0( = �لقيمة �لابتد�ئية.
هـ  = �لعدد �لنيبيري ≈ 2.7.

 ن  = �لزمن.
  �أ  = ثابتًاا عدديًّاا يمثل ثابت �لتنا�ضب.
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مثال  )2(

مقد�ره  تناق�س  وبـمعدل  �لا�ضمحال،  قانون  وفـق  منتظمة  م�ضتمرة  ب�ضورة  م�ضعة  مادة  تتحلل 
ا باأن كتلة �لمادة �لاأ�ضلية  0.0002 �ضنويًّاا. جد كتلة �لمادة �لم�ضعة �لمتبقية بعد مرور 5000 �ضنة، علمًا

ا. هي 540 غر�مًا

الحل
كتلة �لمادة �لمتبقية = ع)ن( = ع0 × هـ�أن

ا. ع0  = ع )0( = 540 غر�مًا
 �أ  = -0.0002 )لماذ� �لاإ�ضارة �ضالبة؟(.

ن = 5000 �ضنة.
      ع)ن( = ع0 × هـ�أن

ع)5000( = 540 × )2.7(-0.0002×5000
1-2.7 × 540 =             

5400  = 200 غر�م كتلة �لمادة �لمتبقية بعد 5000 �ضنة.
27   =  540

2.7   =               

1تدريب 

ا وفق قانون �لنمو، بن�ضبة ربح  ا مركّبًاا منتظمًا  �قتر�س يمان مبلغ 10000 دينار من م�شرف يح�ضب ربحًا
مقد�رها 4% �ضنويًّاا. جد جملة �لمبلغ �لذي �ضي�ضدده يمان للم�شرف بعد مرور خم�س وع�شرين �ضنة.

2تدريب 

يتناق�س ثمن عقار بمرور �لزمن، وب�ضورة م�ضتمرة منتظمة وفق قانون �لا�ضمحال  بمعدل %5 
�ضنويًّاا. فاإذ� كان ثمنه �لاأ�ضلي 80000 دينار، فكم ي�ضبح ثمنه بعد مرور 40 �ضنة؟
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مثال  )3(

 يتز�يد �ضعر قطعة �أر�س وفق قانون �لنمو بمرور �لزمن، وب�ضورة م�ضتمرة منتظمة. فاإذ� �زد�د �ضعرها 
من 400 �ألف دينار �إلى 800 �ألف دينار خلال 10 �ضنو�ت، فجد �ضعرها بعد مرور 30 �ضنة.

الحل
�ضعر قطعة �لاأر�س = ع)ن( = ع0× ه�ـأن 

ع0 = ع )0( = 400000 دينار.
ع )10( = 800000 دينار.

ع )ن( = ع0× ه�ـأن 
عندما  ن = 10 �ضنو�ت، ع )10( = ع0× ه0ـ1�أ

،     ومنه: )هـ(10�أ   = 2 800000 = 400000×ه0ـ1�أ
عندما ن = 30 �ضنة، ع)30(  = 400000× ه0ـ3�أ

3)2(×400000 = 3) 1�أ 0ـ      = 400000× )ه
 )8( ×400000 =    

    = 3200000 دينار ي�ضبح ثمنها بعد 30 �ضنة.
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الأسئلة

�ل�ضاعة. جد  بن�ضبة 200 % في  �لنمو  قانون  منتظمة وفق  م�ضتمرة  ب�ضورة  �لبكتيريا  تتكاثر   )1
عددها بعد ن�شف �شاعة، علمًا باأن عددها �لبتد�ئي )000 500(.

يتناق�س ثمن �ضيارة بمرور �لزمن، وب�ضورة م�ضتمرة منتظمة وفق قانون �لا�ضمحال، وبمعدل    )2
�، فجد ثمنها بعد مرور 25 �ضنة. 8 % �ضنويًّاا. فاإذ� كان ثمنها �لاأ�ضلي 12580 دينارًا

يذوب ملح في �لماء، وتخ�ضع كتلة �لملح �لمتبقية من دون �لذوبان في �لماء لقانون �لا�ضمحال.   )3
�إذ� و�ضعت 10 كيلوغر�مات من �لملح في �لماء، فذ�ب ن�شف �لكمية بعد مرور ربع �شاعة، 

فجد كتلة �لملح �لمتبقية من دون �لذوبان في �لماء بعد �ضاعة وربع �ل�ضاعة.

حُلَّر �لم�ضاألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.  )4
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أسئلة الوحدة

في كل مما ياأتي:
 

�س
�س جد   )1

�س )3�س( )4�س - 2( 
1-

3

�س                    ب( �س =
 
4�س-1
�س2 +5 �أ  ( �س = 

�س  )    �س - ه2ـ�س
هـ
)لــــو

2

2

�س                         د ( �س = ظا)4+ �س(  جـ( �س = 

    �س
هـ
   )�س2 + 6(- ه2ـ�س -1   + �س3 -1        و ( �س = جا�س  لــــو

هـ
 هـ( �س = لــــو

2ـ�س2-1  ، فجد قََ )�س(. �إذ� كان ق)�س( = ه  )2

�س، فجد قَ)2(. �إذ� كان ق)�س( =  �س)2- �س2(   )3

جد كاًّا من �لتكامات �لاآتية:  )4

�س
 

6
�س- 5

 
�س                                    ب( 

 

�س2-7�س
�س   3

 �أ  ( 

�س )3�س + 2(2  �س                        د (  )�س- 2( )�س + 2(  جـ( 

�س  ، �س < -1  
�س2

�س3 +1    
�س                  و(  )2�س - 1( )�س2  - �س(5    هـ( 

�س  
12�س3
�س4 +3 �س                            ح(  - ه�ـس + 3( 

 
2
�س (  ز( 

�س
 

2�س +1
جتا2)�س2 + �س(   

�س                                    ي(  6�س هـ�س5+2    ط( 
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�ح�ضب قيمة كل من �لتكامات �لاآتية:  )5

�س، حيث هـ �لعدد �لنيبيري هـ  
1

4

�س                           ب(
  

1
�س 3

1-

8-

 
 �أ (

�س  
 
�س2  + 7�س +12

�س + 4
1-

1

�س                د(  )
 

1
�س2  

-
 

1
�س (

4

1

جـ(

�س  4�س × ه�ـس2   
1

0

�س                                 و(  2
2�س + 1

3

0

 هـ( 

�س
 

10
5�س + 6  2

6

 ز( 

�، فجد قيمة �لثابت ب. �س = �ضفرًا ق)�س(  
ب2+ ب

-ب +3

�إذ� كان  )6

�س = 20، فجد قيمة كل مما ياأتي: ) ق)�س( + 3 ( 
1-

5

�س = 4،   ق)�س( 
1

5

�إذ� كان  )7

�س )3ق)�س( - 4�س( 
5

1

�س          جـ(  ق)�س( 
1

1-

�س            ب(  ق)�س( 
5

1-

 �أ  ( 
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8( جد قيمة �لثابت ب في كل مما ياأتي:

�س = 0 )2�س - 1( 
4

ب

�س = 12                               ب(  2ب 
1-

3

 �أ  ( 

�س = 5ب  )1 - 4�س( 
2

ب

�س = -21              د (   )ب �س2 + 2( 
0

3

جـ( 

�إذ� كان ميل �لـمما�س لـمنحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س( عند �لنقطة )�س، �س( يعطى بالقاعدة    )9
ا باأن منحناه يمر بالنقطة )2، -1(. )1 + �س( )3�س + 2(، فجد قاعدة �لاقتر�ن ق، علمًا

�لمح�ضورة بين منحنى �لاقتر�ن �س = ق)�س( = 3�س2 - 27،  �لمغلقة  �لمنطقة  جد م�ضاحة   )10
ومحور �ل�ضينات في �لفترة ]-4، 0[.

مقد�ره ت)ن( = 12ن)1 - ن( م/ث2،  بت�ضارع  م�ضتقيم،  مادية على خط  نقطة  تتحرك   )11
حيث ن �لزمن بالثو�ني. فاإذ� كانت �شرعتها �لابتد�ئية ع)0( = 3 م/ث، وموقعها �لابتد�ئي   

ف)0( = 2م، فجد:
 �أ  ( �شرعة �لنقطة �لمادية بعد مرور �أربع ثو�نٍ من بدء �لحركة.

ب( موقع �لنقطة �لمادية بعد مرور ثانيتين من بدء �لحركة.

12(  يتز�يد ثمن تحفة فنية بمرور �لزمن، وب�ضورة م�ضتمرة منتظمة وفق قانون �لنمو، بن�ضبة %2.5 
ا؟ �ضنويًّاا. فاإذ� كان ثمنها �لاأ�ضلي 3000 دينار، فكم ي�ضبح ثمنها بعد مرور 80 عامًا
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الوحدة
الإحصاء والاحتمالاتالخامسة

5

218

يُ����عَ����دُّ ع���ل���م الإح�������ص���اء 
والح���ت���م���الت اأح����د ف���روع 
ال�صتغناء  التي ل يمكن  الريا�صيات 
المتعددة  تطبيقاتها  اإلى  نظرًا  عنها؛ 
في مختلف مجالت الحياة، ول �صيما 
الهند�صية، والعلمية، والجتماعية، 
والإدارية،  والطبية،  والقت�صادية، 
يُعَدُّ  اأ�صا�صياتها  تعلم  ف��اإن  ولهذا 
من  الكثير  لفهم  ا  مهمًّ م��دخ��ً� 
المحيط  العالم  في  الطبيعية  الظواهر 

بنا.
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 Statistics and Probability

219

يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة اأن يكون قادرًا على:

تعرف مبداأ العد، وا�صتخدامه في حل م�صائل حياتية.  •
ال�صحيح  العدد  وم�ضروب  والتوافيق  التباديل  ا�صتق�صاء   •
م�صائل عملية  العد، وحل  مبداأ  با�صتخدام  ال�صالب  غير 

على ذلك.
فهم الع�مة المعيارية وع�قتها بالع�مة الخام.  •

ح�صاب الع�مة المعيارية للع�مة الخام، وتف�صيرها.  •
ا�ص�تق�صاء خ�صائ�ص التوزي�ع الطبيعي، والإفادة منه�ا في   •

حل م�صائل عملية.
�شكل  طريق  عن  متغيريـن  بين  الارتباط  طبيعـة  تـحديد   •

النت�صار.
متغـيريـن،  بـين  بير�شـون  ارتبـاط  معـامل  قيمة  ح�شـاب   •

وتف�صير دللت قيمته عن طريق �صكل النت�صار.
تحديد معادلة خط الانحدار للارتباط بين متغيرين.  •

المتغيرين،  اأحد  بقيم  للتنبوؤ  تطبيق معادلة خط النحدار   •
وتحديد الفرق بين القيمة المفتر�شة والقيمة المتنباأ بها.
فهم المتغير الع�صوائي المنف�صل، وتوزيع ذي الحدين.  •
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Counting Methods
طرائق العد الفصل

الأول

Û تتعرف مبداأ العد، وت�صتخدمه في حل م�صائل حياتية.
Û تجد قيمة م�ضروب العدد ال�صحيح غير ال�صالب، وت�صتخدمه في حل م�صائل حياتية.

Û تتعرف مفهومي التباديل  والتوافيق، وخ�صائ�ص كل منهما.
Û تحل م�شائل حياتية با�شتخدام التباديل والتوافيق.

مبدأ العد�أول

لدى محمد اأربعة اأنواع من القم�صان، وث�ثة اأنواع من البناطيل، ونوعان من الأحذية، فهل 
يكفيه ذلك اإذا اأراد كل يوم ارتداء لبا�ص مختلف عن اليوم الذي �صبقه مدة �صهر كامل؟

ال�صعب  اأن عدد  فاإذا علم  الفيزياء والريا�صيات.  ت�صجيل م�صاقي  يريد  اأحمد طالب جامعي 
التي  الطرائق  عدد  فكم  الريا�صيات،  لم�صاق  و�صعبتان  �صعب،  ث�ث  الفيزياء هي  لم�صاق  المتوافرة 

يمكنه بها الت�صجيل للم�صاقين )علمًا باأنه ل يمكن طرح هذه ال�صعب جميعًا في وقت واحد(؟

ت�صجيل  في  الأولى  تتمثل  اختيار،  بعمليتي  �صيقوم  الطالب  اأن  ال�صوؤال  معطيات  من  يت�صح 
�صعبة من �صعب م�صاق الفيزياء المتوافرة، واأن اأمامه ث�ثة خيارات هي: الت�صجيل في �صعبة ) اأ (، اأو 
�صعبة )ب(، اأو �صعبة )ج�(. اأما عملية الختيار الأخرى فتتمثل في ت�صجيل �صعبة من �صعب م�صاق 

الريا�صيات، حيث يوجد لديه خياران فقط هما: الت�صجيل في �صعبة ) اأ (، اأو في �صعبة )ب(.

Counting Principle

النتاجات
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( CG ) AÉjõ«a

(Ü) AÉjõ«a

(`L) AÉjõ«a

( CG ) äÉ«°VÉjQ

( CG ) äÉ«°VÉjQ

(Ü) äÉ«°VÉjQ

( CG ) äÉ«°VÉjQ

(Ü) äÉ«°VÉjQ

(Ü) äÉ«°VÉjQ

AÉjõ«ØdG Ö©°TäÉ«°VÉjôdG Ö©°T

ولإيجاد عدد طرائق اختيار �صعبتين معًا، انظر ال�صكل )1-5(:

ال�صكل )1-5(.

كالآتي:  ي�صاوي )6(  وريا�صيات  فيزياء  �صعبتي  اختيار  اأن عدد طرائق  ال�صكل )1-5(  من  يتبين 
)فيزياء اأ، ريا�صيات اأ(، ) فيزياء اأ، ريا�صيات ب(، ) فيزياء ب، ريا�صيات اأ(، ) فيزياء ب، ريا�صيات ب(، 

)فيزياء ج�، ريا�صيات اأ(، ) فيزياء ج�، ريا�صيات ب(.

فكر وناقش 
�صعبة من كل  اختيار  بعدد طرائق  معًا  فيزياء وريا�صيات  �صعبتي  اختيار  ما ع�قة عدد طرائق 

م�صاق على حِدَة؟
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مثال  )1(

في مكت�بة فاط�مة 4 دواوين �ص�عري�ة ) لل�ص�عراء: المتنبي، واأحم�د �صوقي، وع�رار، والف�رزدق(، 
اأرادت فاطمة  اإذا  اأدبية )للروائيين: فدوى طوقان، وتوفيق الحكيم، ووليد �صيف(.  و3 روايات 

قراءة كتابين اأحدهما يمثل ديوانًا �صعريًّا والآخر يمثل روايةً اأدبيةً، فبكم طريقة يمكنها ذلك؟

الحل

بما اأن الختيار يتكون من عمليتين، فاإننا ن�صتطيع تمثيل طرائق الختيار با�صتخدام الجدول الآتي:

 طرائق الاختيار
وليد �سيفتوفيق الحكيمفدوى طوقان

)المتنبي، وليد()المتنبي، توفيق()المتنبي، فدوى(المتنبي
)اأحمد، وليد()اأحمد، توفيق()اأحمد، فدوى(اأحمد �صوقي

)عرار، وليد()عرار، توفيق()عرار، فدوى(عرار
)الفرزدق، وليد()الفرزدق، توفيق()الفرزدق، فدوى(الفرزدق

يتبين لنا من درا�صة الجدول ال�صابق اأن فاطمة لديها 12 طريقة لقراءة كتابين، بحيث يكون اأحدهما 
ديوانًا �صعريًّا، والآخر روايةً اأدبيةً.

ا�صتنادًا اإلى العر�ص ال�صابق، يمكن التو�صل اإلى قاعدة اأ�صا�صية في العد تُ�صمّى مبداأ العد، وتن�ص على 
ما ياأتي:

فكر وناقش 
ما ع�قة عدد طرائق اختيار ديوان �صعري ورواية اأدبية معًا بعدد طرائق اختيار ديوان �صعري 

ورواية اأدبية على حِدَة؟
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تفاح،  برتقال،  )موز،  الفاكهة  من  اأ�صناف  اأربعة  على  يحتوي  والفواكه  الخ�ضراوات  لبيع  محل 
دراق(، و�صنفين من الخ�ضراوات )كو�صا، بطاطا(. دخلت اأم رامي المحل ل�ضراء �صنف واحد من 

الفواكه، و�صنف اآخر من الخ�ضراوات. ما الخيارات المتوافرة لها؟

1تدريب 

مثال  )2(

اأراد عمر �ضراء ث�جة وغ�صالة وجهاز تكييف من اأحد معار�ص الأجهزة الكهربائية. بكم طريقة 
اأنواع من  اأنواع مختلفة من الث�جات، و 5  يمكنه �ضراء ذلك، علمًا باأن المعر�ص يحتوي على 4 

الغ�صالت، و 3 اأنواع من اأجهزة التكييف؟

الحل
عدد طرائق اختيار الث�جة = 4طرائق، وعدد طرائق اختيار الغ�صالة = 5 طرائق، وعدد طرائق 

اختيار جهاز التكييف = 3 طرائق.
بح�صب مبداأ العد، فاإن عدد طرائق اختيار الث�جة والغ�صالة وجهاز التكييف هي:

4× 5 × 3 = 60 طريقة.
وهذا المثال يقودنا اإلى تعميم مبداأ العد الآتي: 

اإذا اأمكن اإجراء عملية ما �صمن مراحل عدة متتابعة عددها )ك(، بحيث اأجريت المرحلة الأولى 
بطرائق عددها ن1، والمرحلة الثانية بطرائق عددها ن2، وهكذا حتى المرحلة الأخيرة )ك( التي 

تجري بطرائق عددها نك، فاإنه يمكن اإتمام هذه العملية بطرائق عددها ن1× ن2× ... × نك.

تعريف

اإذا اأمكن اإجراء عملية ما في مرحلتين متتابعتين، بحيث اأجريت المرحلة الأولى بطرائق عددها 
ن1، والمرحلة الأخرى بطرائق عددها ن2، فاإنه يمكن اإتمام المرحلتين: الأولى والثانية معًا بطرائق 

عددها ن1 × ن2 .
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مثال  )3(

من مجموعة الأرقام الآتية: } 6،5،3،2{، كم عددًا يمكن تكوينه من منزلتين:
اإذا �سُمِح بتكرار الأرقام؟  )1

اإذا لـم يُ�سمَح بتكرار الأرقام؟  )2

الحل

حُلَّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.

بكم طريقة يمكن تكوين عدد من 3 منازل من مجموعة الأرقام الفردية التي هي اأكبر من 4، في 
حال:

اأ  (  �سُمِح بتكرار الأرقام؟            ب( لم يُ�سمَح بتكرار الأرقام؟

تدريب 

تدريب 

2

3

بما اأن التكرار م�سموح به، فاإن:  )1
عدد طرائق اختيار المنزلة الأولى = 4 طرائق )لدينا اأربعة اأرقام يمكن الختيار منها(،  

وعدد طرائق اختيار المنزلة الثانية = 4 طرائق.
∴ عدد طرائق تكوين العدد = 4 × 4 = 16 طريقة، والأعداد هي:

.66 ،56 ،36 ،26 ،65 ،55 ،35 ،25 ،63 ،53،33،23 ،62 ،52 ،32 ،22
بما اأنه ل يُ�سمَح بالتكرار، فاإن:  )2

عدد طرائق اختيار المنزلة الأولى = 4طرائق ) لدينا اأربعة اأرقام يمكن الختيار منها(.  
وعدد طرائق اختيار المنزلة الثانية = 3 طرائق )عدد الختيارات نق�س بمقدار واحد ب�سبب عدم التكرار(.

∴ عدد طرائق تكوين العدد = 4 × 3 = 12 طريقة، والأعداد هي:

.56 ،36 ،26 ،65 ،35 ،25 ،63 ،53 ،23 ،62،52،32 
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مثال  )4(

جد قيمة كل مما ياأتي:
!3 + !4  )4                        !2  )3                        !7  )2                        !5  )1

مضروب العدد الصحيح غير السالب 

اأزرق،  اأخ�ضر،  )اأحمر،  ملونة  اأق�م   4 توزيع  بها  يمكن  التي  الطرائق  عدد  معرفة  اأردنا  اإذا 
اأربعة خيارات،  ليلى، بتول بالترتيب(، فاإن هدى لديها  اأ�صود(، على 4 طالبات )هدى، �صمر، 
فاإن عدد  العد،  مبداأ  فقط. وبح�صب  وبتول خيار واحد  وليلى خياران،  ث�ثة خيارات،  و�صمر 

طرائق الختيار �صتبلغ: 4 × 3 × 2 × 1 = 24 طريقة.

حتى  تناق�صت  ثم   ،4 بالعدد  بدءًا  متتالية  اأعداد  �ضرب  ت�صمنت  ال�صابقة  العملية  اأن  لحِظ 
 ،!4 بالرمز  اإليه  ويُرمَز   ،4 العدد  م�ضروب  با�صتخدام  ذلك  عن  التعبير  ويمكننا   ،1 بالعدد  انتهت 

وي�صاوي 4 × 3 × 2 × 1.
يمكن تعريف م�ضروب العدد على النحو الآتي:

ا ا�صتنتاج اأن )ن !( = ن × )ن-1(! يمكن اأي�صً
= ن × )ن-1( × )ن-2(!      

=  ن × )ن-1( × )ن-2( × )ن-3(!،     
وهكذا.     

تعريف

اإذا كان ن عددًا �صحيحًا غير �صالب، فاإن م�ضروب العدد ن ي�صاوي:
ن!= ن × )ن-1( × )ن-2( × )ن-3( ×000× 3 × 2 × 1

اأما م�ضروب العدد �صفر في�صاوي 0! = 1
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 = 

 

الحل

الحل

120 = 1×2×3×4×5 = !5  )1
5040 = 1×2×3×4×5×6×7 = !7  )2

2 = 1×2 = !2  )3
30 = 6 + 24 = )1×2×3( + )1×2×3×4( =  !3+ !4  )4

!6 = 1×2×3×4×5×6 = 720  )1
∴ )ن!( = 6! ،  ومنه  ن = 6

4 + 2 )ن!( = 52  )2
        2)ن!( = 48
              ن! = 24
              ن! = 4!
         ∴ ن = 4

بكم طريقة يمكن اأن يجل�ص 6 ط�ب على 6 مقاعد مو�صوعة بطريقة م�صتقيمة؟
4تدريب 

مثال  )5(

حُلَّ ك�ًّ من المعادلت الآتية:
)ن! ( = 720  )1

4 + 2 )ن!( = 52  )2
-6 + ) ن +1(! = 0! + 17  )3

12 =
)ن – 2( ! 

ن!  )4

7202
3603
1204

305
66
1
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-6 + ) ن +1(! = 0! + 17  )3 
-6 + ) ن +1(! =  1 + 17

)ن +1(!   =    24  
)ن +1(!   =     4!  

     ن +1   =      4
      ∴ن   =      3 

)ن – 2(! =  12
ن!  )4

12  =
)ن – 2(! 

ن)ن-1( )ن-2(!

              ن )ن – 1(  = 12
           ن2 – ن -12 = 0
   ) ن – 4( )ن + 3( = 0
                              ن = 4

                         اأو: ن =  -3 )مرفو�ص(.

حُلَّ ك�ًّ من المعادلت الآتية:
)ن !(  = 120                                      2(  10 + 3 )ن! ( = 16  )1

30=
)ن – 1( ! 

)2 ن + 1(! = 120                             4(  )ن + 1( !  )3

5تدريب 
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الأسئلة

بين  اأخرى  ماأدبا وعمان، وتعمل 30 حافلة  مدينتي  الركاب بين  لنقل  تعمل 10 حاف�ت   )1
مدينتي عمّان والزرقاء. فاإذا اأراد راكب اأن ي�صافر من ماأدبا اإلى الزرقاء مرورًا بعمّان، ثم يعود 
�صالكًا الطريق نف�صه، فبكم طريقة يمكنه عمل ذلك �ضريطة األ يركب الحافلة نف�صها في اأثناء 

رحلته؟

محل لبيع المجمدات الغذائية، فيه 3 اأنواع مختلفة من الأ�صماك، و 4 اأنواع مختلفة من اللحوم   )2
الحمراء، ونوعان مختلفان من الدجاج. بكم طريقة يمكن لأحد الزبائن اأن ي�صتري نوعًا واحدًا 

من كل من الأ�صماك واللحوم الحمراء والدجاج؟

اتبعت دائرة ال�صير في اإحدى الدول نظامًا لترقيم ال�صيارات مُ�صتخدمة الأرقام 1←9، بحيث   )3
تحتوي لوحة ال�شيارة على 4 اأرقام، وحرفين من اأحرف الهجاء. كم �صيارة يمكن ترقيمها بهذه 
الطريقة، علمًا باأن عدد اأحرف الهجاء 28 حرفًا، وتكرار الأرقام م�صموح به، خ�فًا لتكرار 

الأحرف؟

جد قيمة كل مما ياأتي:  )4
 اأ   (  6!                        ب(  3!+ 5! +2! 

ج�(  2! + 0!                        د (  42×3!

حُلَّ ك�ًّ من المعادلت الآتية:  )5
 اأ   ( 2× )ن!( = 48

ب (  100 -  )ن !( = -20
ج�(  )3 ن -1(! = 2
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التباديلثانيًا

ث�ثة  تقدم  فاإذا  فيها.  وع�صو  ق�صم  لرئي�ص  �صاغرين  توافر  عن  الإدارات  اإحدى  اأعلنت 
الممكنة  الطرائق  جميع  فاكتب  و�صامي،  وهديل،  اأحمد،  هم:  الوظيفتين،  لهاتين  اأ�صخا�ص 

لختيار �صخ�صين منهم؛ على اأن ل ي�صغل ال�صخ�ص نف�صه كلتا الوظيفتين.

 Permutations

لحِظ اأننا �صنقوم بعمليتين؛ الأولى: اختيار رئي�ص ق�صم بث�ث طرائق، والثانية: اختيار ع�صو 
بطريقتين اثنتين.

اعتمادًا على مبداأ العد، فاإن اختيار رئي�ص الق�صم والع�صو معًا �صيكون ب�صت طرائق )3×2 = 6(، 
وال�صكل )5-2( يبين هذه الطرائق.

ó```ªMCG

π````jó`g

»eÉ````°S

π````jó`g

ó```ªMCG

»eÉ````°S

π````jó`g

ó```ªMCG

»eÉ```°S

º°ùb ¢ù«FQƒ````°†``Y

)اأحمد، هديل(

)اأحمد، �صامي(

)هديل، اأحمد(

)هديل، �صامي(

)�صامي، هديل(

)�صامي، اأحمد(
ال�صكل )2-5(.

يتبين مما �صبق اأهمية الترتيب في كتابة الأزواج المرتبة؛ وذلك اأنه يعطي معنًى مختلفًا. فاإذا اخترنا 
اإذا اخترنا  اأما  الع�صو،  الق�صم، وهديل هي  رئي�ص  اأحمد هو  اأن  يعني  فهذا  )اأحمد، هديل(  مثً� 
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مثال  )1(

ما عدد تباديل مجموعة مكونة من )7( عنا�ضر ماأخوذة )3( في كل مرة؟

الحل
)عدد الأعداد = 3، وهو يمثل )ر( في القانون( ل )3،7( = 7 × 6 × 5       

210 =      
5 × 6 × 7 = !4

!4×5×6× 7  =
 ! )3 – 7(

!7 وبطريقة اأخرى: ل )7، 3( =  

تعريف

التباديل

اإذا اختيرت عنا�ضر عددها ر من مجموعة عدد عنا�ضرها ن، بحيث يكون ترتيب الختيار 
ا، فاإن هذا الختيار يُ�صمّى تباديل. مهمًّ

ويُرمَز اإلى عددها بالرمز: ل )ن، ر(، حيث ن ، ر عددان طبيعيان ، 0≥ ر ≥ ن،
.
)ن – ر( ! 

ن! ويكون ل )ن، ر( = 

اأي اإن ل )ن ، ر( = ن × )ن - 1( × )ن - 2( × )ن - 3(×000× )ن - ر + 1(

)هديل، اأحمد( فهذا يعني اأن هديل هي رئي�ص الق�صم، واأحمد هو الع�صو.
يُطلق على الأزواج المرتبة الآنف ذكرها ا�صم تباديل المجموعة } اأحمد، هديل، �صامي{، وهي 

تت�صمن عن�ضرين في كل مرة، ويُرمَز اإليها بالرمز:  ل)3، 2( = 3 × 2 = 6

ع�دد تب�ادي�ل م�جموع�ة متماي�زة، ع�دد عن�ا�ضره�ا )ن( عن��ضر، م�اأخوذة )ر( ف�ي ك�ل مرة، 
ي�ص�اوي حا�صل �ضرب الأعداد المتتالية بدءًا من )ن(، ثم تتناق�ص واحدًا كل مرة حتى ت�صل العدد

) ن – ر +1(، اأو تتناق�ص بحيث يكون عددها )ر(.
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)3( 

)2( 

مثال 

مثال 

جد قيمة )ر( في كل معادلة مما ياأتي:
ل )5، ر( = 60  )1

3 + 2 ل ) 6، ر( = 4! + 39  )2

بكم طريقة يمكن اختيار رئي�ص منتدى ثقافي، وم�صاعد له، واأمين �ضر، واأمين �صندوق مختلفين، من 
بين 10 اأع�صاء منت�صبين اإلى هذا النادي؟

الحل
ل )10، 4( =  10× 9 × 8 × 7 = 5040 طريقة.

كم عدد تباديل مجموعة مكونة من 5 عنا�ضر ماأخوذة 2 في كل مرة؟  )1
جد قيمة ل )6، 4( + ل )7، 5( + 2!  ) 2

ما عدد طرائق اختيار رئي�ص �ضركة، ونائب له، ومدير مالي من بين 20 موظفًا في ال�ضركة، علمًا 
باأن ال�صخ�ص الواحد ل ي�صغل اأكثر من وظيفة واحدة في ال�ضركة؟

تدريب 

تدريب 

1

2

فكر وناقش 
جد طريقة اأخرى لحل المثال )2(.
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نشاط

5×4×3 = 60، عدد الأعداد = 3  )1
     ∴   ر = 3  

3 + 2 ل ) 6، ر( = 4! +39  )2
3 + 2 ل ) 6، ر( = 39+24 = 63

2 ل )6، ر( = 63 – 3 = 60
ل )6، ر ( = 30

6×5 = 30، عدد الأعداد  = 2
∴ ر = 2

جد قيمة )ر( في كل من المعادلتين الآتيتين:
ل )8، ر( = 1680  ) 1

80 - 3 ل ) 4، ر( = 0!  +43  )2

3تدريب 

جد قيمة كل من:  )1
ل )4، 0( ،  ل )0،3( ،  ل )0،5( 

جد قيمة كل من:  )2
ل )4، 1( ،  ل )1،3( ،  ل )1،5( 

3(  جد قيمة كل من:
ل )4، 4( ،  ل )3،3( ،  ل )5،5( 

ماذا ت�صتنتج في كل حالة من الحالت الث�ث؟

الحل

605
124

33
1
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الأسئلة

ما عدد تباديل مجموعة مكونة من 9 عنا�ضر ماأخوذة 5 في كل مرة؟  )1

اأع�صاء في هذا  بين 9  واأمين عهدة من  له،  ق�صم، وم�صاعد  رئي�ص  اختيار  بكم طريقة يمكن   )2
الق�صم �ضريطة  اأن ل ي�صغل اأحدهم وظيفتين معًا؟

جد قيمة كل مما ياأتي:   )3
 اأ  (   ل )8، 3(.

 ب( ل ) 13، 4(.
ج�(  ل )20، 3(. 
 د (  ل )17، 0(.

عبرِّر عما ياأتي با�صتخدام التباديل:   )4
 اأ   (  17× 16× 15× 14× 13 

ب (  ك × ) ك – 1( × ) ك – 2(، ك ≤ 3

جد قيمة كل من )ن(، و )ر( في ما ياأتي:  )5
اأ   (  ل )ن، 3 ( = 720
ب ( ل )6، ر ( = 360

ج�( ل ) ن، 3( = 9 ل )ن، 2( 

كم كلمة مكونة من 3 اأحرف مختلفة يمكن تكوينها من مجموعة الأحرف:  )6
} اأ، ن، ق، غ، م {، علمًا باأنه لي�ص �ضرطًا اأن يكون للكلمة معنى؟
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التوافيقثالثًا

�صمن ت�صفيات كرة القدم لأمم اآ�صيا، �صمت المجموعة الأولى فرق الدول الآتية: الأردن،  
ال�صعودية، اليابان، العراق. بكم طريقة يمكن اإجراء مباريات الت�صفية النهائية بين هذه الفرق؟

Combinations

اإن مباري��ات الت�صفي��ة �صتكون على النح��و الآتي: )الأردن، ال�صعودي��ة(، )الأردن، اليابان(، 
)الأردن، الع��راق(، )ال�صعودي��ة، الياب��ان(، )ال�صعودية، الع��راق(، )اليابان، الع��راق(، واإن عدد 
ه��ذه المباريات ه��و 6. لحِظ اأن الترتيب هنا غير �ضروري )لي�ص ل��ه معنى(؛ لأن مباراة )الأردن، 

ال�صعودية( هي نف�صها مباراة )ال�صعودية، الأردن(.
اإن اختيار مجموعة جزئية عدد عنا�ضرها )ر( من مجموعة عدد عنا�ضرها )ن(، بحيث يكون الترتيب غير 

مهم، يُ�سمّى توفيقًا.

مثال  )1(

جد قيمة كل مما ياأتي:

 
6
4   )3                                       

9
5   )2                                       

4
2   ) 1

تعريف
اإذا كان ن ، ر عددين طبيعيين بحيث 0≥ ر ≥ ن، فاإن كل مجموعة جزئية عدد عنا�ضرها )ر( 

تُختار من مجموعة عدد عنا�ضرها )ن( تُ�صمّى توفيقًا مكونًا من )ر( عن�ضر،  
وتُقرَاأ: )ن فوق ر(، حيث:

 
ن
ر  

ويُرمَز اإليها بالرمز:

ر! )ن - ر(!
ن!

 =
 
 

ن
ر  

. ر!
ل)ن ، ر(  

=
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الحل

6  =
  !2 × !2

!2×3×4   =
  !)2 – 4( !2

!4   = 
4
2  )1

126  = !4 × !5
!5×6×7×8×9  =

  !)5 – 9(!5
! 9

  = 
9
5  )2

15  =
 !2 × !4

!4×5×6   =
  !)4 – 6(!4

! 6
  = 

6
4  )3

جد قيمة كل مما ياأتي:

 
5
2  )3                                       

8
5   )2                                        

9
7  ) 1

1تدريب 

نشاط

جد قيمة كل مما ياأتي:
 ، ماذا ت�صتنتج؟

3
3  ،  

9
9   ،  

8
8  )1

3 ، ماذا ت�صتنتج؟
1  ،  

7
1   ،  

5
1  )2

 ، ماذا ت�صتنتج؟
4
0  ،  

2
0   ،  

8
0   )3

يمكن ا�صتخدام التوافيق في حل م�صائل عملية كما يت�صح من الأمثلة الآتية:

مثال  )2(

 امتحان للغة العربية يتكون من 7 اأ�صئلة. جد عدد طرائق اختيار 5 اأ�صئلة ل�إجابة عنها.
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  = 35 طريقة.
7
3 عدد طرائق اختيار 3 روؤ�صاء اأق�صام =   )1

   = 8 طرائق.
8
1 عدد طرائق اختيار ع�صو  =  

عدد طرائق اختيار اللجنة = 35 × 8 = 280 طريقة. 
تتكون اللجنة من ع�صوين اثنين ورئي�صي ق�صمين، اأو من ث�ثة اأع�صاء ورئي�ص ق�صم واحد، اأو   )2

من اأربعة اأع�صاء.

 
7
0  ×  

8
4  +  

7
1  ×  

8
3  +   

7
2  × 

8
2 عدد طرائق اختيار اللجنة = 

1×70 +   7×56 +   21×28 =      
      = 588 + 392 + 70 = 1050 طريقة.

عدد طرائق اختيار رئي�ص اللجنة  = 7  طرائق.  )3
   = 7 × 56 = 392 طريقة.

8
3 عدد طرائق اختيار اللجنة = 7 × 

4(  تتاألف اللجنة جميعها من روؤ�صاء الأق�صام، فيكون عدد طرائق اختيار اللجنة:
7  = 35 طريقة.

4  

الحل

مثال  )3(
العام  لبدء  ا�صتعدادًا  خطة  اإعداد  تتولى  رباعية  لجنة  اختيار  يراد  والتعليم  التربية  مديريات  اإحدى  في 
الدرا�صي، من بين 7 روؤ�صاء اأق�صام، و8 اأع�صاء اأق�صام. بكم طريقة يمكن تكوين اللجنة في الحالت الآتية:

اللجنة تتكون من 3 روؤ�صاء اأق�صام وع�صو واحد.  )1
اللجنة تتكون من ع�صوين اثنين على الأقل.  )2

رئي�ص اللجنة يجب اأن يكون رئي�ص ق�صم، والبقية من الأع�صاء.  )3
ل ت�صم اللجنة اأي ع�صو من اأع�صاء الأق�صام.  )4

= 21 طريقة.
 !2 × !5

!5 × 6 ×7  =
 !)5 – 7(!5

! 7  =  
7
5 عدد الطرائق =  

الحل
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مثال  )4(

حُلَّ ك�ًّ من المعادلتين الآتيتين:

 
ك
5   =  

ك
4   )2                          

7
ك   =  

7
3   )1

في اأحد الم�صت�صفيات يراد اختيار فريق طبي خما�صي  لتمثيل الم�صت�صفى في موؤتمر �صحي، من بين 
5 اأطباء، و6 ممر�صين. بكم طريقة يمكن تكوين الفريق في الحالت الآتية:

الفريق يتاألف من طبيبين اثنين على الأكثر.  )1
رئي�ص الفريق ونائبه من الأطباء، والبقية ممر�صون.  )2

والآن، جد قيمة كل من التوفيقين في ) اأ ( و )ب(، ثم قارن النتيجة التي �صتتو�صل اإليها.

 
6
2   و  

6
4                        ب(  

8
5   و 

8
3 اأ  (  

لحظ اأن ك�ًّ من التوفيقين في )اأ( مت�صاويان، وكذا الحال في )ب(، وهذا يقودنا اإلى التعميم الآتي:

حُلَّ كل معادلة مما ياأتي:

 
�ص 
7  = 

�ص 
5  )2    

6
  =   �ص+1

 6
4    )1

تدريب 

تدريب 

2

3

ك = 3   )1
اأو: ك + 3 = 7،  ومنه: ك = 4   

∴ ك = 3  ،  ك = 4  )تحقق من �شحة الحل(.

ك = 4 + 5 = 9   )تحقق من �شحة الحل(.  )2

الحل

  حيث ن ، ر عددان طبيعيان، 0≥ ر ≥ ن.
ن-رن   =  

ن
ر
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الأسئلة

جد قيمة كل مما ياأتي:  )1
 5
5             ب(  

100
97 اأ    (  

 4
1            د  (  

 4
0 ج�(  

جد عدد طرائق اختيار قلمين من علبة تحوي 10 اأق�م.  )2

فبكم طريقة  الحديقة،  بتنظيف  منهم  تكليف 3  يراد  بنات.  اأولد و 3  تتاألف من 5  عائلة   )3
يمكن اختيارهم، بحيث:

 اأ   (  يوجد بنتان على الأقل �صمن الفريق.
ب (  ل يوجد اأي بنت في الفريق.

ج�(  يكون رئي�ص الفريق من البنات.

حُلَّ كل معادلة مما ياأتي:  )4

 
3

2�ص   =   3
1  اأ   (    

 
�ص
21   =  

�ص
5 ب(    
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 Discrete and Continuous Random Variable
المتغيرات العشوائية المنفصلة والمتصلة  الفصل

الثاني
النتاجات

المتغير العشوائي المنفصل وتوزيع ذي الحدين�أول

من  اأكثر  التجربة  لناتج  على خ�صي�صة محددة  اأحيانًا  اهتمامنا  يتركز  قد  ما،  اإجراء تجربة  عند 
تركيزنا  من  اأكثر  معينة  لعائلة  الذكور  الأبناء  نركز على عدد  قد  المثال،  �صبيل  فعلى  نف�صه.  الناتج 
على ت�صل�صل الذكور والإناث عند الولدة، اأو قد نهتم بعدد العمليات الجراحية الناجحة من بين 
العمليات التي يجريها طبيب جراح، اأو عدد مرات ظهور ال�صورة في تجربة اإلقاء قطعة نقد مرتين.

Û تتعرف مفهوم المتغير الع�صوائي: المنف�صل، والمت�صل.
Û تح�شب الاحتمال با�شتخدام توزيع ذي الحدين.

Û تتعرف الع�مة المعيارية، وع�قتها بالع�مة الخام.
Û تح�شب العلامة المعيارية، وتف�سرها.

Û تتعرف منحنى التوزيع الطبيعي وخ�صائ�صه.
Û ت�صتخدم خ�صائ�ص التوزيع الطبيعي في حل م�صائل عملية.

ل  القيم العددية لكل ناتج من نواتج التجربة؛ ما �صكَّ ال�صابقة على  زت كل تجربة من التجارب  ركَّ
اقترانًا يُعرف با�صم المتغير الع�سوائي، ومجاله الف�صاء العيني، ومداه مجموعة جزئية من الأعداد الحقيقية ح.

المتغير الع�سوائي هو اقتران معرف من الف�صاء العيني W اإلى مجموعة جزئية من الأعداد الحقيقية 

ح ، بحيث تُ�صتخدم الرموز �ص، �ص، ع، ... للدللة على المتغيرات الع�صوائية.
اأما اإذا كانت القيم التي ياأخذها المتغير الع�صوائي مجموعة معدودة فاإنه يُ�صمّى المتغير الع�صوائي 

المنف�صل. 

تعريف
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مثال  )1(

لعائلة لديها 3  الذكور في تجربة اختيار ع�صوائي  الع�صوائي �ص على عدد الأطفال  المتغير  اإذا دلَّ 
المتغير  ياأخذها  قد  التي  القيم  فجد  الولدة،  وت�صل�صل  الجن�ص  بح�صب  النتائج  نت  ودُوِّر اأطفال، 

الع�صوائي �ص.

الحل
يتعين اإيجاد عنا�ضر الف�صاء العيني لهذه التجربة، وعدد الأطفال الذكور من كل ناتج كما في الجدول 

الآتي:
W عدد الاأطفال الذكورعنا�ضر الف�ساء العيني

3)و و و (
2)و و ب(
2)و ب و(
2)ب و و (
1)و ب ب (
1)ب و ب (
1)ب ب  و(
0)ب ب ب (

المتغير الع�صوائي �ص ي�اأخ�ذ القيم:  }0، 1، 2، 3 {، وه�ي قيم معدودة ومنتهية؛ ل�ذا يُ�صمّى �ص  
متغيًرا ع�سوائيًّا منف�سلً. 

في المثال ال�صابق ، يمكن ح�صاب احتمال القيم التي ياأخذها المتغير الع�صوائي �ص، حيث:
1
8 ل )�ص = 3( = ل )و و و( = 

3
8 ل )�ص = 2( = ل )و و ب( + ل )و ب و( + ل )ب و و( = 

3
8 ل )�ص =1( = ل )و ب ب ( +ل )ب و ب( + ل )ب ب و( = 

 1
8 ل)�ص = 0( = ل )ب ب ب( = 
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ا ترتيب هذه القيم على �صورة اأزواج مرتبة  تُ�صمّى التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�صوائي  يمكن اأي�صً
�ص كالآتي:

( {، اأو ب�صورة جدول نُ�صمّيه جدول التوزيع  1
8  ،3( ،) 3

8  ،2( ،) 3
8 ،1( ،) 1

8  ،0 ( {

الحتمالي للمتغير الع�صوائي �ص، على النحو الظاهر في الجدول الآتي: 
0123�ص

ل)�صر(

لحِظ اأن:
ل )�صر ( ≤ �صفر، ر = 0، 1، 2، ... ن  -

ل )�صر( = 1   -

لذا نُ�صمّي ل اقتران احتمال للمتغير الع�صوائي �ص.

1
8

1
8

3
8

1تدريب 

في تجربة اإلقاء قطعتي نقد مرة واحدة، دَلَّ المتغير الع�صوائي  ع على عدد مرات ظهور كتابة على 
الوجه الظاهر: 

جد القيم التي يمكن اأن ياأخذها المتغير الع�صوائي ع.  )1
اكتب جدول التوزيع الحتمالي للمتغير الع�صوائي ع.  )2

بينِّر اأن ل هو اقتران احتمال للمتغير الع�صوائي ع.  )3

3
8

مثال  )2(

اإذا كان التوزيع الحتمالي للمتغير الع�صوائي �ص معطى كما في الجدول الآتي، فما قيمة الثابت اأ؟
012�ص

اأ0.30.1ل )�صر(
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الحل

ل )�صر( = 0.3 + 0.1 + اأ = 1

0.4 + اأ = 1،   ومنه:  اأ = 0.6

2تدريب 

اإذا كان التوزيع الحتمالي للمتغير الع�صوائي �ص معطى في المجموعة:
} )0، 0.2 (، ) 1، 0.3(، ) 2، 0.1(، )2،3ب( {، فما قيمة الثابت ب؟

توزيع ذي الحدين

اأطلق �صياد )5( ر�صا�صات نحو هدف. فاإذا كان احتمال اإ�صابته الهدف في كل مرة ثابتًا، 
وي�صاوي 0.8، فما احتمال اأن ي�صيب ال�صياد الهدف 3 مرات؟

اأن يف�صل في ذلك.  اإ�صابة الهدف، واإما  اأن ينجح في  فاإما  كل محاولة لل�صياد ت�صمل احتمالين؛ 
وهذه المحاولة تُ�صمّى تجربة برنولي، وف�صاوؤها العيني مكون من ناتجين منف�صلين؛ اإما نجاح، واإما ف�صل. 
وفي حال كُرِّرت هذه المحاولة عددًا من المرات بحيث تكون م�ستقلة ومتماثلة )نتيجة اإحدى التجارب لا توُؤثرّ في 
�سواها(، وكان احتمال النجاح ثابتًا في كل مرة، فاإن هذا النوع من التجارب يُ�صمّى توزيع ذي الحدين.

اأ (،  اإذا اأجُريت تجربة برنولي ن من المرات، وكان احتمال النجاح في المحاولة الواحدة ) 
وكان �ص متغيًرا ع�صوائيًّا ذا حدين معام�ه: ن، اأ؛

 اأي اإن �ص ي�صاوي عدد مرات النجاح من )ن( محاولة م�صتقلة ومتماثلة، فاإن احتمال النجاح 
في )ر( من المرات ي�صاوي:

ن  ) اأ (ر )1 – اأ(ن – ر             حيث ر   } 0، 1، 2، ... ن {.
ر ل ) �س = ر( = 

يمكن حل الم�صاألة ال�صابقة على النحو الآتي:
)عدد مرات اإجراء التجربة ي�صاوي 5( ←  ن = 5
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الاقتران الأسي الطبيعي

مثال  )3(

اإذا كان �ص متغيًرا ع�صوائيًّا ذا حدين، ومعام�ه:  ن = 3، اأ = 0.4، فجد ك�ًّ مما ياأتي:
ل )�ص = 2(.                             2(  ل )�ص ≤ 1(.                           3(  ل )�ص > 2(.  )1

الحل
2 – 3)0.4 – 1 ( 2)0.4 (    3

2 ل ) �ص = 2( =    )1
0.288 = 0.6× 0.16 × 3 =        

ل ) �ص ≤1( = ل )�ص = 1( + ل )�ص = 2( + ل )�ص = 3(   )2
        = 1 – ل )�ص = 0(

0 - 3)0.4 – 1 ( 0)0.4 (  3
0  -1 =       

 ) 0.216×1×1 ( - 1 =       
0.784 =       

ل ) �ص >2( = ل )�ص = 1( + ل )�ص = 0(  )3
0 - 3)0.6 ( 0)0.4(   3

0  + 1- 3)0.6 ( 1)0.4 (  3
1   =       

0.216 × 1×1 +   0.36 × 0.4 × 3 =       
0.648 =0.216 +  0.432 =       

)احتمال النجاح في كل محاولة ثابت( ←  اأ = 0.8
3 – 5)0.8 – 1 ( 3)0.8 (  5

3 ل )�ص = 3(  =  
0.20 ≈ 0.04 × 0.512 × 10  =           

3تدريب 

اإذا كان �ص متغيًرا ع�صوائيًّا ذا حدين، ومعام�ه: ن = 6، اأ = 0.7، فجد ك�ًّ مما ياأتي:
ل ) �ص = 5(.                            2(  ل ) �ص ≤ 4(.                       3(  ل ) �ص ≥2(.  )1
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4تدريب 

غر�ص مُزارع 7 �صت�ت، وكان احتمال نجاح غر�ص ال�صتلة الواحدة هو 60%. ما احتمال نجاح 
غر�ص 3 �صت�ت على الأقل؟

مثال  )4(

اإذا كان �ص متغيًرا ع�صوائيًّا ذا حدين، ومعام�ه:  ن = 3، اأ = 0.3، فجد ك�ًّ مما ياأتي:
قيم �ص.  )1

جدول التوزيع الحتمالي للمتغير الع�صوائي �ص.  )2

الحل
قيم �ص = } 0، 1، 2، 3{.  )1

0- 3)0.3 - 1 ( 0)0.3 (    3
0 ل ) �ص = 0( =   )2

 0.343 = 0.343 ×1×1 =                   
0.441 = 0.49 × 0.3 × 3 =  1- 3)0.7 (  1)0.3 (   3

1 ل ) �ص = 1( = 

0.189 = 0.7 × 0.09 × 3 =   1)0.7 ( 2)0.3 (  3
2 ل ) �ص = 2( = 

0.027 = 1 ×0.027 ×1 =  0)0.7( 3)0.3(  3
3 ل )�ص = 3 ( = 

يكون جدول التوزيع الحتمالي كما في الجدول الآتي:
0123�ص

0.3430.4410.1890.027ل )�صر(

فكر وناقش 
كيف يمكنك التحقق من �صحة حلك للمثال )4(؟
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الأسئلة

نرد،  حجري  اإلقاء  تجربة  في  الظاهرين  العددين  مجموع  على  �ص  الع�صوائي  المتغير  دلَّ  اإذا   )1
وم�حظة الرقمين على الوجهين الظاهرين، فاأجب عما ياأتي:

اأ   ( جد القيم التي يمكن اأن ياأخذها المتغير الع�صوائي �ص.
ب( اكتب جدول التوزيع الحتمالي للمتغير الع�صوائي �ص.

ج�( بينِّر اأن ل هو اقتران احتمال.

اإذا كان التوزيع الحتمالي للمتغير الع�صوائي �ص معطى بالجدول الآتي، فما قيمة الثابت اأ؟  )2
012�ص

اأ  + 1 0.50.1ل )�ص(

اإذا كان �ص متغيًرا ع�صوائيًّا ذا حدين، ومعام�ه:  ن = 4، اأ = 0.6، فجد ك�ًّ مما ياأتي:  )3
 اأ   (  ل )�ص = 2(.
ب (  ل )�ص ≤ 4(.
ج�(  ل )�ص ≥ 1(.

ال�صندوق  �صُحِبت من  اإذا  اللون.  �صندوق يحوي 5 كرات، 3 منها حمراء، والبقية زرقاء   )4
الحمراء  الكرات  عدد  على  �ص  الع�صوائي  المتغير  ودَلَّ  الإرجاع،  مع  التوالي  على  كرات   4

الم�صحوبة، فاأن�صئ جدول التوزيع الحتمالي للمتغير الع�صوائي �ص.



246

يبدو من اأول وهلة اأن تح�شيل رامي اأف�شل من تح�شيل اأحمد؛ لاأن علامته اأعلى. ولكن، لكي 
اأ�صئلة معلم كل م�صاق،  تكون المقارنة دقيقة؛ ف� بد من مراعاة عدد من المعايير، مثل: م�صتوى 

وم�شتوى تح�شيل طلبة كل �شعبة.

المتو�صط الح�صابي،  �صعبة، مثل:  توزيع ع�مات كل  توافر معلومات عن طبيعة  اإذن، يجب 
والتعريف  المقارنة.  عملية  اإجراء  ثم  المعيارية،  العلمة  يُ�صمّى  ما  وح�صاب  المعياري،  والنحراف 

ح مفهوم الع�مة المعيارية. الآتي يو�صِّر

Stander Scoreالعلامة المعيارية

در�ص اأحمد م�صاقًا في الريا�صيات، وح�صل على ع�مة 87، في حين كانت ع�مة رامي90 
اأف�صل في هذا  التح�صيلي  م�صتواه  كان  الطالبين  اأي  اأخرى.  �صعبة  نف�صه، ولكن في  الم�صاق  في 

الم�صاق؟

ثانيًا

مثال  )1(

اإذا كان المتو�صط الح�صابي لع�مات ط�ب �صف ما في  مادة الريا�صيات 70،  والنحراف المعياري 
للع�مات 4، فجد الع�مة المعيارية لع�مة كل من الطالب محمد الذي نال ع�مة 82، والطالب 

يو�صف الذي نال ع�مة 66

تعريف

الع�مة المعيارية للم�صاهدة �ص هي ن�صبة انحراف الم�صاهدة �ص عن المتو�صط الح�صابي �ص  اإلى 
النحراف المعياري )ع(، ويُرمَز اإليها بالرمز: )ز(؛ اأي اإن:

، ع ≠ �صفرًا.
 
�ص - �ص

ع ز�ص =  
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مثال  )2(

اإذا علمت اأن المتو�صط الح�صابي لع�مات طلبة في امتحان الفيزياء هو 60، والنحراف المعياري هو 
6، فجد:

الع�مة التي تنحرف فوق المتو�صط اأربعة انحرافات معيارية.  )1
العلامة التي تنحرف تحت المتو�شط بـمقدار 2.5  )2

المتو�صط الح�صابي )�ص( = 70 
النحراف المعياري )ع( = 4 

 3  =  12
4  

 = 
 
70- 82

4 الع�مة المعيارية للطالب محمد هي:    ز82  =  

وهذا يعني اأن الع�مة 82 تنحرف ث�ثة انحرافات معيارية فوق المتو�صط الح�صابي.

1-  =  4-
4   =

  
70- 66

4 الع�مة المعيارية للطالب يو�صف هي:  ز66 =  

وهذا يعني اأن الع�مة 66 تنحرف انحرافًا معياريًّا واحدًا تحت المتو�شط الح�شابي.

الحل

1تدريب 

تخ�صع كتل طلبة ال�صف الخام�ص الأ�صا�صي في اإحدى المدار�ص لمتو�صط ح�صابي مقداره 40 كغ، 
ولنحراف معياري مقداره 4.  فاإذا كانت كتلة اأحد طلبة ال�صف 38 كغ، فجد الع�مة المعيارية 

لكتلة هذا الطالب.
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الحل

2تدريب 

1(   �ص  = 60،    ع = 6،    ز�ص = 4

 
  

�ص - �ص
ع    ز�ص =  

 
�ص - 60

6   =  4    
  24 = �ص – 60

∴�ص = 84

2(   ز�ص=  -2.5  )لماذا؟(.

 
�ص - 60

6  = 2.5-
- 15 = �ص - 60

       ∴ �ص = 45 

مثال  )3(

اعتمادًا على الجدول  الآتي، اأجب عن ال�صوؤالين الآتيين: 
في اأي المبحثين كان تح�شيل �شفاء اأف�شل؟  )1
في اأي المبحثين كان تح�شيل مريم اأ�شعف؟  )2

ع�مة مريمع�مة �صفاءالنحراف المعياريالمتو�صط الح�صابي
6046872التاريخ

7857383الجغرافيا

المعياري  النحراف  باأن  علمًا  الإنجليزية،  اللغة  مادة  طلبة في  لع�مات  الح�صابي  المتو�صط  قيمة  جد 
1للع�مات 4، وع�مة هديل )85( تنحرف فوق هذا المتو�صط بمقدار ����� 4 انحراف معياري.

4
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الحل
اح�صب الع�مة المعيارية للطالبة �صفاء في كل من مبحثي التاريخ والجغرافيا:  )1

2 = 
 

60 - 68
4 ز68  =  

 1 -  =  5-
5   = 

 
78 - 73

5 ز73  =  

∴ تح�شيل �شفاء في مبحث التاريخ اأف�شل.

اح�صب الع�مة المعيارية للطالبة مريم في كل من مبحثي التاريخ والجغرافيا:  )2

3  = 
 

60 - 72
4 ز72  =  

1 = 
  

78 - 83
5 ز83  =  

∴ تح�شيل مريم في مبحث الجغرافيا اأ�شعف.

مثال  )4(

اإذا كانت الع�متان المعياريتان 2، )-1( تقاب�ن الع�متين 80 ، 65 على الترتيب، فجد قيمة 
المتو�صط الح�صابي، والنحراف المعياري للع�مات الخام.

الحل
80 - �ص

ع ز80 =  

ومنه: 2 ع = 80 - �ص                     ................  المعادلة )1(.
65 - �ص

ع ز65 =  

ومنه: -ع = 65 -  �ص        ................  المعادلة )2(.
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3تدريب 

فجد  الترتيب،  على   )2-(  ،1 المعياريتين  الع�متين  تقاب�ن    72  ،  84 الم�صاهدتان  كانت  اإذا 
الع�مة المعيارية للم�صاهدة 90

بطرح المعادلة )2( من المعادلة  )1(، ينتج: 
3 ع = 15 

∴ع = 5

بتعوي�ص قيمة ع في اإحدى المعادلتين، ولتكن المعادلة )1(، ينتج:
 2×5 = 80  - �ص

∴ �ص  = 70



251

اإذا كان المتو�صط الح�صابي لع�مات ط�ب �صف ما في مادة الكيمياء 60، والنحراف المعياري    )1
للع�مات 3، فجد الع�مة المعيارية لع�مة الطالب �صاهر الذي نال ع�مة 72، والع�مة المعيارية 

للطالب مهند الذي نال ع�مة 54

اإذا علمت اأن المتو�صط الح�صابي لأطوال طالبات اإحدى المدار�ص هو 160�صم، واأن النحراف   )2
المعياري لأطوالهن 4، فجد:

 اأ   ( الطول الذي ينحرف فوق المتو�صط  ث�ثة انحرافات معيارية.
ب ( الطول الذي ينحرف تحت المتو�شط انحرافين معياريين وربع انحراف معياري.

اإذا كانت الم�صاهدة 8 تقابل الع�مة المعيارية 2، وكان النحراف المعياري 2، فجد المتو�صط   )3
الح�صابي.

اإذا كانت الع�متان 32، 12 تقاب�ن الع�متين المعياريتين 3، )-3( على الترتيب، فجد قيمة   )4
المتو�صط الح�صابي، والنحراف المعياري.

الأسئلة
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Normal Distributionالتوزيع الطبيعيثالثًا

ح�صابي  بمتو�صط  الطبيعي  التوزيع  تتبع  ما  جامعة  في  طالب   10000 ع�مات  كانت  اإذا 
مقداره 65، وانحراف معياري مقداره 5، فكم يبلغ عدد الطلبة الناجحين، علمًا باأن ع�مة 

النجاح 60؟ 

دت  اإن الكثير من الظواهر في حياتنا تحتاج اإلى درا�شة علمية لبيان حقيقتها. وفي حال رُ�شِ
ر حدوثها، وعُبرِّر عنها بمنحنى تكراري كالآتي: الم�صاهدات، وتَكرَّ

فاإن توزيع البيانات يمثل توزيعًا طبيعيًّا يتميز بالخ�صائ�ص الآتية:
التوزيع الطبيعي متماثل حول العمود المقام على الو�صط )m(، و�صكله ي�صبه الجر�ص.  )1

للتوزيع الطبيعي قمة واحدة؛ ما يعني اأن له منوالً واحدًا ينطبق على المتو�صط.  )2
تقارُب طرفي منحنى التوزيع الطبيعي من ال�صفر.  )3

الم�شاحة تحت منحنى التوزيع الطبيعي ت�شاوي وحدة واحدة.   )4
المتو�صط الح�صابي = الو�صيط = المنوال.  )5

الم�صاحة على يمين المتو�صط ت�صاوي الم�صاحة على ي�صار المتو�صط، ومقدارها )0.5(.  )6
وبو�سف ذلك حالة خا�سة، فاإذا كان المتو�سط الح�سابي للتوزيع الطبيعي م�ساوياً لل�سفر، وقيمة الانحراف 

المعياري 1 فاإن التوزيع الطبيعي يُ�سمّى التوزيع الطبيعي المعياري.

وللتحقق من ذلك، نفِّذ الن�شاط الآتي:
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نشاط

افر�ص اأن الع�مات: )11 ، 7 ، 5 ، 3 ، 14(  تتخذ �صكل التوزيع الطبيعي بمتو�صط 
ح�صابي مقداره 8، وانحراف معياري مقداره 4:

ل الع�مات الخام اإلى ع�مات معيارية. حوِّر  )1
اح�صب المتو�صط الح�صابي للع�مات المعيارية، ماذا ت�حظ؟  )2

اح�صب النحراف المعياري للع�مات المعيارية، ماذا ت�حظ؟  )3

وبما اأن المتو�صط )m( والنحراف المعياري )ع( يحددان التوزيع الطبيعي، فاإن الم�صاحة على 
اأي فترة تعتمد على قيمتيهما، ولهذا لا يمكن و�شع جداول لكل حالة؛ ما يُحتِّم تحويله اإلى توزيع 

طبيعي معياري، ثم اإيجاد الم�صاحة المطلوبة من جدول التوزيع الطبيعي المعياري.
يمكن اإيجاد احتمال وقوع المتغير )ز( تحت قيمة ما، اأو فوقها، اأو اإذا كان مح�شورًا بين قيمتين، عن 

طريق جدول التوزيع الطبيعي الوارد ذكره في ملحق الكتاب؛  وذلك على النحو الآتي:

الحالة القيا�سية )الجدولية(  •
ل )ز ≥ اأ( من الجدول مبا�ضرة، 

انظر ال�صكل )3-5(.

ل )ز ≤ اأ( = 1 – ل )ز ≥ اأ(،  •
انظر ال�صكل )4-5(.

CG0

0 CG

0CG -

0CG -

CG0

0 CG

0CG -

0CG -

ال�صكل )3-5(.

ال�صكل )4-5(.
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CG0

0 CG

0CG -

0CG -

CG0

0 CG

0CG -

0CG -

ل )ز ≤ - اأ( = ل )ز ≥ اأ(،  •
انظر ال�صكل )5-5(.

ل )ز ≥ - اأ( = ل )ز ≤ اأ( = 1 – ل )ز ≥ اأ(،  •
انظر ال�صكل )6-5(.

مثال  )1(

اإذا كان )ز( متغيًرا ع�صوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فجد قيمة كل مما ياأتي با�صتخدام جدول التوزيع 
الطبيعي المعياري:

ل )ز ≥ 1.8(.  )1
ل )ز ≥ 2.37(.  )2

ل )ز ≤ - 1.45(.  )3

ل )ز ≥ - 2.25(.  )4
ل )-1.15 ≥ ز ≥ 1.87(.  )5

الحل
ل )ز ≥ 1.8( = 0.9641  )من الجدول مبا�ضرة(، وهي القيمة الواقعة في ال�صف )1.8(   )1

مع عمود الأجزاء من مئة )0.00(.
ل )ز ≥ 2.37( = 0.9911  )من الجدول مبا�ضرة(، وهي القيمة الواقعة في ال�صف )2.3(   )2

مع عمود الأجزاء من مئة )0.07(.
ل )ز ≤ - 1.45( = ل ) ز ≥ 1.45( = 0.9265  )3

ال�صكل )5-5(.

ال�صكل )6-5(.
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1تدريب 

اإذا كان )ز( متغيًرا ع�صوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فجد قيمة كل مما ياأتي با�صتخدام جدول التوزيع 
الطبيعي المعياري:

ل )ز≥ 2.4(.  )1
ل )ز ≤ - 2.85(.  )2
ل )ز ≥ - 1.14(.  )3

ل )-1.33 ≥ ز≥ 1.58(.  )4

يمكن اإيجاد الحتمال للمتغير الع�صوائي المت�صل )�ص( الذي يتبع اأي توزيع طبيعي عن طريق 
تحويله اإلى توزيع طبيعي معياري، وملاحظة اأن المتو�شط الح�شابي لمجتمع الدرا�شة يُرمَز اإليه بالرمز 
)m(، واأن النحراف المعياري لمجتمع الدرا�صة يُرمَز اإليه بالرمز )s(، فتكون الع�مة المعيارية )ز( 

للمتغير الع�صوائي )�ص( هي:
. m-ص�

s
ز = 

ل )ز ≥ - 2.25( = ل )ز ≤ 2.25( = 1 – ل )ز ≥ 2.25(   )4
)0.9878 ( – 1 =      

0.0122 =      
ل )-1.15 ≥ ز ≥ 1.87( = ل )ز ≥ 1.87( – ل )ز ≥ - 1.15(  )5

           = ل )ز≥ 1.87 ( – ل )ز ≤ 1.15(
           = 0.9693 – ) 1 – ل )ز ≥ 1.15((

)0.8749 – 1 ( – 0.9693 =           
0.1251 – 0.9693 =           

0.8442 =           
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2تدريب 

اإذا كان )�ص( متغيًرا ع�صوائيًّا يتبع التوزيع الطبيعي الذي متو�صطه الح�صابي 25، وانحرافه المعياري 5، 
فجد:

ل ) �ص ≥ 33(.  )1
ل ) 22≥�ص ≥ 30(.  )2

مثال  )2(

اإذا كان )�ص( متغيًرا ع�صوائيًّا يتبع التوزيع الطبيعي الذي متو�صطه الح�صابي 60، وانحرافه المعياري 4، 
فجد:

ل ) �ص ≥ 67(.  )1

ل ) �ص ≤58 (.  )2

الحل
4 = s ، 60 = m

 ) 60-67
4 ل ) �ص ≥ 67(  = ل ) ز ≥    )1

             = ل ) ز ≥ 1.75(
0.9595 =             

 ) 60-58
4 ل )�ص ≤ 58(   = ل ) ز ≤   )2

             = ل ) ز ≤ - 0.5(
              = ل ) ز ≥0.5(  = 0.6915
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مثال  )3(

اإذا كان متو�صط  اأطوال 500 �صجرة حرجية في اإحدى غابات عجلون هو 8 اأمتار، والنحراف 
المعياري 1.5، وكانت الأطوال تتوزع توزيعًا طبيعيًّا، واختيرت اإحدى الأ�صجار ع�صوائيًّا، فجد:

احتمال اأن ل يزيد طول ال�صجرة على 11 متًرا.  )1
احتمال اأن يكون طول ال�صجرة اأكبر من اأو ي�صاوي 6.5 اأمتار.  )2
احتمال اأن يكون طول ال�صجرة مح�صورًا بين 6 اأمتار و 9 اأمتار.  )3

عدد الأ�صجار التي طولها 5 اأمتار على الأقل.  )4

الحل
اإذا كان )�ص( طول ال�صجرة، الذي يتبع توزيعًا طبيعيًّا متو�صطه m = 8، وانحرافه المعياري

 s = 1.5، فاإن:
احتمال اأن ل يزيد طول ال�صجرة على 11 متًرا هو: ل ) �ص ≥ 11(.  )1

( = ل ) ز ≥ 2( = 0.9772 8 - 11
1.5 ل )�ص ≥ 11( = ل ) ز ≥ 

احتمال اأن يكون طول ال�صجرة اأكبر من اأو ي�صاوي 6.5 اأمتار هو:  )2

   ) 8- 6.5
1.5  ل ) �ص ≤ 6.5( = ل )ز ≤ 

= ل )ز ≤ - 1( = ل )ز≥1( = 0.8413    

ح ذلك: للتوزيع الطبيعي المعياري الكثير من ال�صتخدامات العملية، والمثال الآتي يو�صِّر
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3( احتمال اأن يكون طول ال�صجرة مح�صورًا بين 6 اأمتار و 9 اأمتار هو:

) 8 - 9
1.5 6 - 8  > ز > 

1.5  ل) 6 > �ص > 9( = ل ) 

      = ل ) - 1.33 >  ز >  0.67(
      = ل )ز > 0.67( – ل )ز > - 1.33(

      = ل )ز > 0.67( – ل )ز < 1.33(
      = 0.7486 – ] 1 – ل )ز > 1.33([

]0.9082 – 1 [ – 0.7486 =      
0.0918 – 0.7486 =      

0.6568 =      

احتمال اأن يكون طول ال�صجرة 5 اأمتار على الأقل هو:   )4

 ) 8-5
1.5 ل )�ص ≤ 5 ( = ل )ز ≤ 

        = ل )ز ≤ - 2(

          = ل ) ز ≥  2( = 0.9772
∴ عدد الأ�صجار التي طولها 5 اأمتار على الأقل ي�صاوي:

     0.9772 × 500  =  488.6  ≈ 488 �صجرة.

3تدريب 

حُلَّ الم�صاألة الواردة في بداية الدر�ص. 
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الأسئلة

اإذا كان )ز( متغيًرا ع�صوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فجد قيمة كل مما ياأتي با�صتخدام جدول التوزيع   )1
الطبيعي المعياري:

 اأ  (  ل )ز≥ 1.2(.
ب(  ل )ز ≥ 2.67(.

ج�(  ل )ز ≤ - 1.27(.

 د (  ل )ز ≥ - 2.14(.
ه�(  ل )-1.11 ≥ ز ≥ 1.15(.

وانحرافه  الح�صابي 80،  متو�صطه  الذي  الطبيعي  التوزيع  يتبع  ع�صوائيًّا  متغيًرا  )�ص(  كان  اإذا   )2
المعياري 5، فجد:

 اأ  (  ل ) �ص ≥ 76(.
ب(  ل ) �ص ≤ 88 (.

اإذا كان متو�صط كتل 1000 طالبة في اإحدى مدار�ص عمّان هو 55 كيلوغرامًا، والنحراف   )3
المعياري 2، وكانت الكتل تتوزع توزيعًا طبيعيًّا، واختيرت اإحدى الطالبات ع�صوائيًّا، فجد:

اأ  (  احتمال اأن ل تزيد كتلة الطالبة على 52 كيلوغرامًا.
ب( احتمال اأن تكون كتلة الطالبة مح�صورة بين 50 كيلو غرامًا و 60 كيلوغرامًا.

ج�( عدد الطالبات اللواتي تزيد كتلهن على 56 كيلو غرامًا. 

اإذا كانت ع�مات امتحان عام تتبع توزيعًا طبيعيًّا متو�صطه الح�صابي 70، وانحرافه المعياري   )4
10، فما ن�صبة الع�مات التي تقل عن 65؟
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Correlation and Regression
الارتباط والانحدار الفصل

النتاجاتالثالث

Û تتعرف مفهوم الارتباط.
Û تر�شم �شكل الانت�شار بين متغيرين، وتحدد نوع الارتباط من �شكل الانت�شار.

Û تح�شب معامل ارتباط بير�شون بين متغيرين، واأثر التعديلات الخطية فيه.
Û تجد معادلة خط النحدار الب�صيط بين متغيرين.

Û تطبق معادلة خط النحدار للتنبوؤ بقيم اأحد المتغيرين، وتجد الخطاأ في التنبوؤ.

المتعلقة  البيانات  بع�ض  تُجْمَع  متغيرين،  بين  العلاقة  التي تحدد  الت�شاوؤلات  هذه  للاإجابة عن 
بهذه الم�صاألة مو�صوع البحث. فاإذا رُمِز اإلى اأحد المتغيرين بالرمز �ص، والمتغير الآخر بالرمز �ص، 

فاإن البيانات تكون على �صورة اأزواج مرتبة كالآتي:

)�ص1، �ص1(، )�ص2، �ص2(، )�ص3، �ص3(،...، )�صن، �صن(، ثم ي�صار اإلى تعيين هذه الأزواج 
المرتبة في الم�صتوى الإحداثي، فيُ�صمّى ال�صكل الناتج �سكل الانت�سار. وعن طريق هذا ال�صكل يمكن 
تحديد طبيعة العلاقة بين المتغيرين، وقوتها، واتجاهها،  علمًا باأنه توجد اأنواع للعلاقات الارتباطية، 

منها:

Correlationالارتباط�أول

العمل  �صاعات  عدد  ما ع�قة  الهدف؟  اإلى  الو�صول  وزمن  ال�صيارة  �ضرعة  بين  الع�قة  ما 
بالأجرة اليومية؟ هل توجد ع�قة بين عدد �صاعات الدرا�صة والتح�صيل الأكاديمي؟ هل توجد 

ع�قة بين لون العيون والذكاء المنطقي الريا�صي؟ ما قوة هذه الع�قات؟ ما اتجاهها؟ 
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| ≥∩∴><}{{}ø ∞⊆∇Δó∅ ⊂≠ ≤≤

∴ |-2�ص| �ص  )–1، 1( ∪ ) 3، ∞ (

العلقة الطردية )الموجبة(: هي ع�قة تربط بين متغيرين،   )1
قيمة  ازدادت  الأول  المتغير  قيمة  ازدادت  وكلما 
المتغير الثاني، مثل ع�قة �صاعات العمل بالأجرة؛ اإذ 
كلما زادت �صاعات العمل زادت الأجرة اليومية. 
وال�صكل )5-7( يمثل نموذجًا ل�صكل النت�صار الذي 

S¢يُعبرِّر عن هذه الع�قة.
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

ال�صكل )7-5(.

اأما اإذا وقعت النق�ط جميعًا على ال�خط الم�صتقيم ف�اإن 
الع�قة ت�صبح طردية تامة، ويكون �صكل النت�صار كما 

في ال�صكل )8-5(.

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

ال�صكل )8-5(.

ال�صكل )9-5(.

العلقة العك�سية )ال�سالبة(: هي ع�قة تربط بين متغيرين،   )2
المتغير  قيمة  قلت  الأول  المتغير  قيمة  زادت  وكلما 
الثاني، مثل ع�قة �ضرعة �صيارة بزمن الو�صول؛ اإذ كلما 
زادت �ضرعة ال�صيارة قل زمن الو�صول اإلى الهدف. 
وال�صكل )5-9( يمثل نموذجًا ل�صكل النت�صار الذي 

يُعبرِّر عن هذه الع�قة.
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ه�
 ل����و

| ≥∩∴><}{{}ø ∞⊆∇Δó∅ ⊂≠ ≤≤

|-2�ص| �ص  )–1، 1( ∪ ) 3، ∞ (

ال�صكل )10-5(.

ال�صكل )11-5(.

اأما اإذا وقعت النقط جميعًا على الخط الم�صتقيم فاإن 
الع�قة ت�صبح عك�سية تامة، ويكون �صكل النت�صار 

كما في ال�صكل )10-5(.

ع�قة  مثل  المتغيرين،  بين  تربط  ع�قة  توجد  ل   )3
الم�صتوى التح�صيلي للطلبة بلون عيونهم؛ اإذ يتمثل 
�صكل النت�صار في تجمع النقط على �صورة دائرة؛ 
ما يدل على عدم وجود ارتباط خطي كما في ال�صكل 

.)11 -5(

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

مثال  )1(

يبين الجدول الآتي ع�مات 5 ط�ب في امتحاني الريا�صيات والتاريخ:
12345رقم الطالب

23578ع�مة الريا�صيات )�ص(
57495ع�مة التاريخ )�ص(

ار�صم �صكل النت�صار بين المتغيرين: �ص، �ص، محددًا نوع الع�قة التي تربط بينهما.
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1تدريب 

المتناظرة  القيم  النقط: )2، 8(، )3، 6(، )5، 5(، )4، 7(، )8، 2(، )6، 4(، )7، 4( تمثل 
لمتغيرين. ار�صم �صكل النت�صار بين المتغيرين: �ص، �ص، محددًا نوع الع�قة التي تربط بينهما.

الحل
تُ�مثَّل الأزواج المرتبة: )5،2(، )3، 7(، )5، 4(، )7، 9(، )8، 5( في الم�صتوى الإحداثي كما 

في ال�صكل )12-5(.

يتبين من �صكل النت�صار اأن الع�قة التي تربط بين المتغيرين: �ص، �ص هي ع�قة طردية )موجبة(.

ال�صكل )12-5(.

معامل ارتباط بيرسون

تعرفت �شابقًا كيف تحدد نوع العلاقة بين متغيرين، عن طريق ر�شم �شكل الانت�شار بين المتغيرين، 
ثم الحكم على نوعية الع�قة الرتباطية، وتقدير قوتها، و�صتتعرف الآن طريقة جديدة لتحديد نوع 
العلاقة بين متغيرين وقوتها تحديدًا دقيقًا، وذلك با�شتخدام قانون بير�سون في اإيجاد معامل الرتباط 

الذي يمكن تعريفه كما ياأتي:

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5 6 7 8

4

3

3

1

(¢S)¥

5
6
7
8
9

1
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اإذا كانت )�ص1، �ص1(، )�ص2، �ص2(، )�ص3، �ص3(،...،  )�صن، �صن(، ن من الأزواج المرتبة 
المتغيرين  بالرمز )ر( بين  اإليه  يُرمَز  الذي  معامل ارتباط بير�شون الخطي  فاإن  للمتغيرين: �ص، �ص، 

يُعرف بالع�قة الآتية:

 اإلى قيم المتغير �ص، وتَرمز �صك اإلى قيم المتغير �ص،حيث ك = 1، 2، 3، ...، ن.
ك
وتَرمز �ص

يمكن ح�شاب معامل الارتباط بين علامات الريا�شيات والتاريخ للطلبة الخم�شة، باتباع الخطوات 
الآتية:

اإيجاد المتو�صط الح�صابي لع�مات مبحث الريا�صيات:   )1

5  =
  

25
5   =

  
)8+7+5+3+2 (

5  
�ص  = 

اإيجاد المتو�صط الح�صابي لع�مات مبحث التاريخ:  )2

6  = 
 
30
5   =

  
)5+9+4+7+5 (

5 �ص  =  

ن

ك= 1
ك - �ص(

ك  - �ص( )�ص
)�ص

ك - �ص(2
)�ص

ن

ك= 1
ك - �ص(2 

)�ص
ن

ك= 1

ر = 
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اإن�صاء الجدول الآتي:  )3

ك
�ص

ك
 - �ص�ص

ك
 - �ص�ص

ك
ك - �ص(�ص

ك- �ص()�ص
ك- �ص(2)�ص

ك- �ص(2)�ص
)�ص

253-1-391
372-12-41
5402-004
7923649
8531-3-91

0042616المجموع

التعوي�ض بقانون معامل الارتباط:  )4

0.20 ≈  4
20.4  

= 
 

4
 16*26

           ر =  

∴ توجد ع�قة طردية �صعيفة بين ع�مات هوؤلء الطلبة في هذين المبحثين.

2تدريب 

اح�شب معامل ارتباط بير�شون بين المتغيرين: �ض، �ض كما في الجدول الاآتي:
236891011�ص
61058427�ص

ن

ك= 1
ك - �ص(

ك  - �ص( )�ص
)�ص

ك - �ص(2
)�ص

ن

ك= 1
ك - �ص(2 

)�ص
ن

ك= 1

ر = 
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3تدريب 

مثال  )2(

 - �ص (2 = 25،
ك
)�ص

5

ك= 1
اإذا كان �ص، �ص متغيرين، وعدد قيم كل منهما 5،  

ك - �ص ( = -15،
ك - �ص ( ) �ص

 )�ص
5

ك= 1
 - �ص (2 = 16، 

ك
 )�ص

5

ك= 1

فاح�شب معامل ارتباط بير�شون بين هذين المتغيرين، محددًا نوع العلاقة بينهما.

الحل

0.75- =
 
15
20 - = 

 

15-
 16*25

ر =   

∴ توجد ع�قة عك�صية قوية بين هذين المتغيرين.

 - �ص (2 = 4،   
ك
 )�ص

7

ك= 1
اإذا كان �ص، �ص متغيرين، وعدد قيم كل منهما 7،  

ك- �ص ( = 2،
ك- �ص ( ) �ص

 )�ص
7

ك= 1
 - �ص (2 = 9،  

ك
)�ص

7

ك= 1
 

فاح�شب معامل ارتباط بير�شون بين هذين المتغيرين، محددًا نوع العلاقة بينهما.

ن

ك= 1
ك - �ص(

ك  - �ص( )�ص
)�ص

ك - �ص(2
)�ص

ن

ك= 1
ك - �ص(2 

)�ص
ن

ك= 1

ر = 
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نشاط

اأثر التعديلات الخطية في قيمة معامل ارتباط بير�شون

ذ الن�شاط  الاآتي: لمعرفة اأثر التعديلات الخطية في قيمة معامل ارتباط بير�شون، نفِّ

اح�شب معامل الارتباط بين المتغيرين: �ض، �ض للقيم التالية كما في الجدول الاآتي: 	•

2567�ص
14910�ص

معامل  اح�صب  ثم   ،2 العدد  في  كلها  �ص  وقيم   ،3 العدد  في  كلها  �ص  قيم  ا�ضرب  	•
الارتباط بين القيم الجديدة، ماذا تلاحظ؟

ثم اح�صب معامل  العدد -3،  العدد -2، وقيم �ص كلها في  قيم �ص كلها في  ا�ضرب  	•
الارتباط بين القيم الجديدة، ماذا تلاحظ ؟

معامل  اح�صب  ثم   ،2- العدد  في  كلها  �ص  وقيم   ،3 العدد  في  كلها  �ص  قيم  ا�ضرب  	•
الارتباط بين القيم الجديدة، ماذا تلاحظ؟

بوجه عام:

لت قيم كل منهما بح�شب  اإذا كان معامل ارتباط بير�شون بين المتغيرين: �ض، �ض هو )ر(، وعُدِّ
الع�قة:

�ص* =  اأ �ص + ب ،  �ص*  = ج� �ص + د ، حيث:
اأ، ب، ج�، د اأعداد حقيقية، اأ ≠ �صفرًا، ج� ≠ �شفرًا، فاإن معامل الارتباط بين �ض*، �ص* 

ي�صاوي:
)ر( اإذا كانت اإ�صارتا اأ، ج� مت�صابهتين.  )1
)- ر( اإذا كانت اإ�صارتا اأ، ج� مختلفتين.  )2
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مثال  )3(

اإذا كان معامل ارتباط بير�شون بين المتغيرين: �ض، �ض هو - 0.8، فجد معامل الارتباط بين  �ص*، �ص* 
اللذينِ يمث�ن الم�صاهدات بعد التعديل في كل مما ياأتي:

�ص* = 2�ص+5      ،  �ص* = �ص– 5  )1
�ص* = -4�ص+5   ،  �ص* = 6�ص – 5  )2

�ص* =  5 – 8�ص   ،  �ص* = - �ص – 5  )3

الحل
معامل �ص هو )2( موجب، ومعامل �ص هو )1( موجب، والمعام�ن لهما الإ�صارة نف�صها؛   )1

لذا فاإن  ر = -0.8
الإ�صارة  لهما  لي�ص  والمعام�ن  �صالب، ومعامل �ص هو )6( موجب،  �ص هو )-4(  معامل   )2

نف�صها؛ لذا فاإن  ر = 0.8
معامل �ص هو )-8( �صالب، ومعامل �ص هو )-1( �صالب، والمعام�ن لهما الإ�صارة نف�صها؛   )3

لذا فاإن ر = -0.8

4تدريب 

اإذا كان معامل ارتباط بير�شون بين المتغيرين: �ض، �ض هو 0.65، فجد معامل الارتباط بين �ص*، �ص* 
في كل مما ياأتي:

�ص* = -8�ص+5      ،  �ص* = 8 - �ص  )1
�ص* = �ص+5            ،  �ص* = 6�ص – 5  )2

�ص* =  20 – 7�ص   ،  �ص* = �ص – 5  )3

فكر وناقش 
ف بالكلمات اأثر التعديلات الخطية في قيمة معامل ارتباط بير�شون. �شِ
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الأسئلة

النقط: )7، 7(، )8، 6(، )6، 5(، )5، 8(، )9، 4(، )6، 4(، )10، 3( تمثل القيم المتناظرة   )1
لمتغيرين. ار�صم �صكل النت�صار بين المتغيرين: �ص، �ص، محددًا نوع الع�قة التي تربط بينهما.

الجدول الآتي يبين بُعْد موؤ�ص�صة ا�صته�كية عن مركز المدينة بالكيلومتر )�ص(، وحجم مبيعات الموؤ�ص�صة   )2
بالاألف دينار �شهريًّا )�ض( لخم�ض موؤ�ش�شات. اح�شب معامل الارتباط بين المتغيرين: �ض، �ض. 

762312�ص
119686�ص

اح�شب معامل الارتباط بين المتغيرين: �ض، �ض للقيم المبينة في الجدول الاآتي:  )3
60707595�ص
801009050�ص

 - �ص (2 = 20،
ك
)�ص

7

ك=1
اإذا كان �ص، �ص متغيرين، وعدد قيم كل منهما )7(،    )4

ك - �ص ( = -8:
 - �ص ( ) �ص

ك
)�ص

7

ك=1
 - �ص (2 = 500، 

ك
)�ص

7

ك=1
       

اأ  ( جد معامل ارتباط بير�شون بين المتغيرين: �ض، �ض.    ب ( حدد نوع العلاقة بينهما.

اأي معاملات الارتباط الاآتية اأقوى:  )5
د  ( – 0.8 ج�( 0.8   ب ( – 0.9   اأ  ( 0.7  

اإذا كان معامل ارتباط بير�شون بين المتغيرين: �ض، �ض هو 0.85، فجد معامل الارتباط بين   )6
�ص*، �ص* في كل مما ياأتي:

 اأ  (  �ص* = -9�ص + 15  ،  �ص* = 8 - 2�ص
ب(  �ص* = 4�ص + 52   ،  �ص* = �ص - 5

ج�(  �ص* =  17 - 7�ص  ،  �ص* = 5�ص - 3



270

Regression Lineخط الانحدارثانيًا

العمل وعدد  �صاعات  الأجهزةالكهربائية وجود ع�قة بين عدد  لبيع  لحظ �صاحب محل 
الأجهزة المبيعة كالآتي:

12458عدد �صاعات العمل
357812عدد الأجهزة المبيعة

بناءً على المعطيات ال�صابقة، هل ي�صتطيع �صاحب المحل اأن يتنباأ بعدد الأجهزة المبيعة اإذا عمل 
مدة 10 �صاعات؟ 

التي  �صر(  )�صر،  النقط  واأن  متغيرين،  بين  النت�صار  �صكل  ر�صم  يمكن  كيف  �صابقًا  تعرفت 
تربطها ع�قة خطية تتجمع حول خط م�صتقيم يمر بعدد منها، ويتو�صط النقط الباقية التي تتوزع 
على جانبي الخط الم�صتقيم، واأن النقط التي ل تقع على الخط الم�صتقيم تُ�صبِّرب خطاأً في التنبوؤ يُعبرَّ 

عنه بال�صورة الآتية:
الخطاأ في التنبوؤ = القيمة الحقيقية  - القيمة المتنباأ بها

واإذا رُمِز اإلى القيمة الحقيقية بالرمز �صر، واإلى القيمة المتنباأ بها بالرمز �صر، فاإن
الخطاأ في التنبوؤ = �صر -  �صر

يمكن تمثيل الع�قة بين المتغيرين بمعادلة الخط الم�صتقيم الآتية: �ص = اأ �ص + ب، وتُعرف هذه 
المعادلة با�صم خط الانحدار، حيث:

اأ =  

ب = �ص - اأ �ص

ك - �ص (
 - �ص ()�ص

ك
 )�ص

ن

ك=1
 

 - �ص (2
ك
)�ص

ن

ك=1
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يمكن حل الم�صاألة الواردة في بداية الدر�ص باتباع الخطوات الآتية:

4 = 
 
20
5   = )8+5+4+2+1(

5 )1( اإيجاد الو�صط الح�صابي لقيم )�ص(، وهو �ص  =  

7 = 
 
35
5   = )12+8+7+5+3(

5 )2( اإيجاد الو�صط الح�صابي لقيم )�ص(، وهو �ص  =  
)3( اإن�صاء الجدول الآتي:

ك
�ص

ك
 – �ص�ص

ك
– �ص�ص

ك
 – �ص(�ص

ك
 – �ص()�ص

ك
 – �ص(2)�ص

ك
)�ص

133-4-129
252-2-44
470000
581111
812452016

003730المجموع

)4( اإيجاد قيمة اأ =  

1.2 =
  

37
30  =           

)5( اإيجاد قيمة ب = �ص – اأ �ص
2.2 = 4 × 1.2 – 7 =                    

)6( معادلة خط النحدار �ص = اأ �ص + ب
                                        �ص = 1.2 �ص + 2.2

والآن، اإذا عمل �صاحب المحل مدة 10 �صاعات ←  �ص = 10، فاإن:
�ص = 1.2 × 10 + 2.2 = 14.2  ≈ 14 جهازًا.

∴ يمكن اأن يبيع �صاحب المحل 14 جهازًا اإذا عمل مدة 10 �صاعات.

ك- �ص (
ك- �ص ( )�ص

 )�ص
5

ك= 1
 

ك- �ص (2
)�ص

5

ك= 1
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مثال  )1(

الجدول الآتي يبين ع�مات خم�صة ط�ب في امتحان لمبحثي الجغرافيا والتاريخ، ع�مته الق�صوى 10:
12345رقم الطالب

156810ع�مة الجغرافيا )�ص(
678910ع�مة التاريخ )�ص(

جد معادلة خط النحدار للتنبوؤ بع�مة مبحث التاريخ اإذا علمت ع�مة مبحث الجغرافيا.  )1
ر ع�مة طالب في مبحث التاريخ اإذا كانت ع�مته في مبحث الجغرافيا 7 قدِّر  )2

جد الخطاأ في التنبوؤ بع�مة طالب في مبحث التاريخ اإذا كانت ع�مته في مبحث الجغرافيا 5   )3

الحل
لإيجاد معادلة خط النحدار:  )1

6 = 
 
30
5  = )10+8+6+5+1( 

5  
جد المتو�صط الح�صابي لقيم )�ص(، وهو �ص  =

8 = 
 
40
5  = )10+9+8+7+6(

5  
جد المتو�صط الح�صابي لقيم )�ص(، وهو �ص  =

اأن�صئ الجدول الآتي:

ك
�ص

ك
 – �ص�ص

ك
 - �ص�ص

ك
– �ص(�ص

ك
– �ص()�ص

ك
– �ص(2)�ص

ك
)�ص

165-2-1025
571-1-11
680000
892124

101042816
002146المجموع

| ≥∩∴><}{{}ø ∞⊆∇Δó∅ ⊂≠ ≤≤

∴ |-2�ص| �ص  )–1، 1( ∪ ) 3، ∞ (
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جد قيمة اأ =  

0.46 =
  

21
46  =            

جد قيمة ب = �ص – اأ �ص
5.2  = 6 × 0.46 – 8 =         

      ∴ معادلة خط النحدار �ص =  اأ �ص +  ب  هي:

                               �ص  = 0.46 �ص + 5.2

اإذا كانت ع�مة الطالب في مبحث الجغرافيا 7،  فاإن  �ص = 7  )2
∴ �ص = 0.46 × 7 + 5.2 = 8.42  ≈ 8

الذي ح�صل على ع�مة 5 في مبحث الجغرافيا كانت ع�مته الحقيقية في مبحث  الطالب   )3
التاريخ 7 )انظر الجدول 1(.

الع�مة المتنباأ بها في مبحث التاريخ هي: �ص = 0.46 × 5 + 5.2 = 7.5
0.5 - = 7.5 - 7 = ∴ الخطاأ في التنبوؤ = �صر-  �صر

1تدريب 
الجدول الآتي يبين معدل اأربعة ط�ب في امتحانات الثانوية العامة والجامعة: 

1234رقم الطالب
65708085معدل الثانوية العامة )�ص(

60607090معدل الجامعة )�ص(
اأجب عما ياأتي:

جد معادلة خط النحدار للتنبوؤ بمعدل الجامعة اإذا عُلِم معدله في الثانوية العامة.  )1
تنباأ  بمعدل طالب في الجامعة اإذا كان معدله في الثانوية العامة 88  )2

جد الخطاأ في التنبوؤ بمعدل طالب في الجامعة اإذا كان معدله في الثانوية العامة 70  )3

ك - �ص (
 - �ص ()�ص

ك
 )�ص

5

ك= 1
 

 - �ص ( 2
ك
)�ص

5

ك= 1
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 - �ص (2 = 15،   
ك
 )�ص

8

ك= 1
اإذا كان �ص، �ص متغيرين، وعدد قيم كل منهما 8،  

ك - �ص ( = 60، �ص = 12، �ص = 50، فجد معادلة خط النحدار 
 - �ص ( ) �ص

ك
)�ص

8

ك=1
للتنبوؤ بقيم �ص اإذا علمت قيم �ص.

الحل

– �ص (
ك
– �ص ( )�ص

ك
 )�ص

8

ك=1
 

– �ص (2
ك
 )�ص

8

ك=1
 

جد قيمة  اأ =  
  

4 =
 
60
15 =       

جد قيمة ب = �ص – اأ �ص
2 = 12 × 4 – 50 =          

∴ معادلة خط النحدار:  �ص = اأ �ص + ب
                                        �ص = 4 �ص + 2

2تدريب 
اإذا علمت اأن معادلة خط النحدار للع�قة بين عدد �صاعات العمل اليومي )�ص( وعدد الأخطاء 

التي يرتكبها الموظف في هذا اليوم )�ص( هي:  �ص = 0.6 �ص + 1، فاأجب  عما ياأتي:
تنباأ بعدد الأخطاء التي �صيرتكبها موظف يعمل مدة 10 �صاعات يوميًّا.  )1

اإذا كان عدد الأخطاء التي يرتكبها موظف يعمل 15 �صاعة يوميًّا هي 6 اأخطاء، فجد الخطاأ   )2
في التنبوؤ.

مثال  )2(
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الأسئلة

الجدول الآتي يبين معدل خم�صة ط�ب في ال�صفين: التا�صع والعا�ضر.  )1
12345رقم الطالب
5055708590التا�صع )�ص(
6070607080العا�ضر )�ص(

في  معدله  عُلِم  اإذا  العا�ضر  ال�صف  في  الطالب  بمعدل  للتنبوؤ   النحدار  خط  معادلة  جد  اأ   ( 
ال�صف التا�صع.

تنباأ بمعدل طالب في ال�صف العا�ضر اإذا كان معدله في ال�صف التا�صع 88 ب ( 
جد الخطاأ في التنبوؤ بمعدل طالب في ال�صف العا�ضر اإذا كان معدله في ال�صف التا�صع 90 ج�( 

 – �ص ( 2 = 20  
ك
)�ص

8

ك= 1
اإذا كان �ص، �ص متغيرين، وعدد قيم كل منهما 8،   )2

– �ص ( = 40، �ص = 15، �ص = 45، فجد معادلة خط النحدار 
ك
 – �ص ( ) �ص

ك
)�ص

8

ك= 1

للتنبوؤ بقيم �ص اإذا علمت قيم �ص.

اإذا علمت اأن معادلة خط النحدار للع�قة بين قيمة راأ�ص المال )�ص( والأرباح ال�صنوية ل�ضركة   )3
= 0.3 �ص + 10، فجد الخطاأ في التنبوؤ باأرباح �ضركة راأ�ص مالها  بالألف دينار )�ص( هي:  �ص

60 األف دينار، واأرباحها ال�صنوية 27.4 األف دينار.
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أسئلة الوحدة

بكم طريقة يمكن اختيار 4 مهند�سين، و3 فنيين لتكوين لجنة من بين 5 مهند�سين و10 فنيين؟  )1

جد قيمة )ر( التي تحقق المعادلة: 3 ل )6، ر( = 360  )2

اإذا كان )�س( متغيًرا ع�سوائيًّا ذا حدين، ومعاملاه: ن = 2، اأ = 0٫4 ، فجد:  )3
اأ    ( قيم )�س(.

ب ( التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�سوائي )�س(.

اإذا كان المتو�سط الح�سابي لاأعمار مجموعة من الاأ�سخا�س هو 42 �سنة، والانحراف المعياري   )4
لها 4، فجد العمر الذي ينحرف انحرافين معياريين تحت الو�سط الح�سابي.

اإذا كان التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�سوائي )�س( معطى بالمجموعة:  )5
      } )1، 0٫4(، )2، 0٫5(، )3، ب( {، فجد قيمة )ب(.

اإذا كان معامل ارتباط بير�سون بين المتغيرين: �ص، �ص هو )-0٫8(، فجد معامل الارتباط بين   )6
�س*، �س* في كل مما ياأتي:

 اأ  (  �س* = -10�س    ،  �س* = 8 - �س
ب(  �س* = 4�س+8    ،  �س* = �س - 5

الجدول الاآتي يبين القيم المتناظرة للمتغيرين: �ص، �ص:  )7
1245�س
56710�س

 اأ  ( جد معادلة خط الانحدار للتنبوؤ بقيمة �ص اإذا عُلِمت قيمة �ص.
ب( تنباأ بقيمة �ص اإذا كان �ص = 14

جـ( جد الخطاأ في التنبوؤ بقيمة �ص اإذا كان �ص = 4
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اإذا كان )ز( متغيًرا ع�صوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فجد قيمة كل مما ياأتي با�صتخدام جدول التوزيع   )8
الطبيعي المعياري:

 اأ  (  ل )ز≥1.7(.       ب( ل )ز ≥ 2.15(.
ج�(  ل )ز ≤ - 1.14(.       د ( ل )ز ≥ - 2.5(.

ه�(  ل )-1.32≥ ز ≥ 1.1(.
وانحرافه   ،90 الح�صابي  و�صطه  الذي  الطبيعي  التوزيع  يتبع  ع�صوائيًّا  متغيًرا  )�ص(  كان  اإذا    )9

المعياري )5(، فجد:
اأ  ( ل ) �ص ≥ 85(.                ب(  ل ) �ص ≤ 93 (. 

10( اإذا ك���ان متو�صط  معدل 1000 طالبة في اإحدى مدار�ص عمّان 80، والنحراف المعياري  
5، وكانت المعدلت تتوزع توزيعًا طبيعيًّا، واختيرت اإحدى الطالبات ع�صوائيًّا، فجد:

 اأ  (  احتمال اأن ل يزيد معدل الطالبة على 75
ب(  احتمال اأن يكون معدل الطالبة مح�صورًا بين 70 و 90

ج�(  عدد الطالبات اللواتي يزيد معدل كل منهن على 70

277
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جدول التوزيع الطبيعي

0^000^010^020^030^040^050^060^070^080^09
0^5000 0^0

0^1
0^2
0^3
0^4
0^5
0^6
0^7
0^8
0^9
1^0
1^1
1^2
1^3
1^4
1^5
1^6
1^7
1^8
1^9
2^0
2^1
2^2
2^3
2^4
2^5
2^6
2^7
2^8
2^9
3^0
3^1
3^2
3^3
3^4

0^50400^50800^51200^51600^51990^52390^52790^53190^5359
0^53980^54380^54780^55170^55570^55960^56360^56750^57140^5753
0^57930^58320^58710^59100^59480^59870^60260^60640^61030^6141
0^61790^62170^62550^62930^63310^63680^64060^64430^64800^6517
0^65540^65910^66280^66640^67000^67360^67720^68080^68440^6879
0^69150^69500^69850^70190^70540^70880^71230^71570^71900^7224
0^72570^72910^73240^73570^73890^74220^74540^74860^75170^7549
0^75800^76110^76420^76730^77040^77340^77640^77940^78230^7852
0^78810^79100^79350^79670^79950^80130^80510^80780^81060^8133
0^81590^81860^82120^82380^82640^82890^83150^83400^83650^8389
0^84130^84380^84610^84850^85080^85310^85540^85770^85990^8621
0^86430^86650^86860^87080^87290^87490^87700^87900^88100^8830
0^88490^88690^88880^89070^89250^89440^89620^89800^89970^9015
0^90320^90490^90660^90820^90990^91150^91310^91470^91620^9177
0^91920^92070^92220^92360^92510^92650^92790^92920^93060^9319
0^93320^93450^93570^93700^93820^93940^94060^94180^94290^9441
0^94520^94630^94740^94840^94950^95050^95150^95250^95350^9545
0^95540^95640^95730^95820^95910^95950^96080^96160^96250^9633
0^96410^96490^96560^96640^96710^96780^96860^96930^96990^9706
0^97130^97190^97260^97320^97380^97440^97500^97560^97610^9767
0^97720^97780^97830^97880^97930^97980^98030^98080^98120^9817
0^98210^98260^98300^98340^98380^98420^98460^98500^98540^9857
0^98610^98640^98680^98710^98750^98780^98810^98840^98870^9890
0^98930^98960^98980^99010^99040^99060^99090^99110^99130^9916
0^99180^99200^99220^99250^99270^99290^99310^99320^99340^9936
0^99380^99400^99410^99430^99450^99460^99480^99490^99510^9952
0^99530^99550^99560^99570^99590^99600^99610^99620^99630^9964
0^99650^99660^99670^99680^99690^99700^99710^99720^99730^9974
0^99740^99750^99760^99770^99770^99780^99790^99790^99800^9981
0^99810^99820^99820^99830^99840^99840^99850^99850^99860^9986
0^99870^99870^99870^99880^99880^99890^99890^99890^99900^9990
0^99900^99910^99910^99910^99920^99920^99920^99920^99930^9993
0^99930^99930^99940^99940^99940^99940^99940^99950^99950^9995
0^99950^99950^99950^99960^99960^99960^99960^99960^99960^9997
0^99970^99970^99970^99970^99970^99970^99970^99970^99970^9998
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اأولًا: المراجع العربية
من�صور عو�ص، مبادئ الاإح�ساء، عمّان: دار ال�صفاء للن�ضر، 2006م.  -1

الأدبي  الفرع   / الثانوية  للمرحلة  الريا�سيات  )الأردن(-  المدر�صية  والكتب  المناهج  اإدارة   -2
)الم�شتويان: الثالث والرابع(، عمّان، ط1، وزارة التربية والتعليم، 2016م.

ثانياً: المراجع الاأجنبية
1- Howard Anton, Irl Bivens, Stephen Davis- Calculus Early Transcendentals - 

Tenth Edition.

2- Larson, Hosteler-Precalculus - 7th Edition - Boston.

3- Salas, Hille, Etgen - Calculus one and Several Varibles -Tenth Edition 2007 John 

Willy and sons.

قائمة المراجع
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